Processamento de Sinais

Prof. Carlos Dias Maciel

Departamento de Eng. Elétrica e Computacao
Escola de Engenharia de Sao Carlos

Universidade de Sdo Paulo

revisdo 1.0
DOI: 10.11606/9786586954180

EESC - USP
Sao Carlos
2022



Universidade de Sao Paulo
Reitor —Prof. Dr. Carlos Gilberto Carlotti Junior
Vice-Reitora —Profa. Dra. Maria Arminda do Nascimento Arruda

Escola de Engenharia de Sao Carlos

Diretor—Prof.Dr. Edson Cezar Wendland
Vice-diretor —Prof.Dr. Denis Vinicius Coury

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Dr. Sérgio Rodrigues Fontes da

EESC/USP
Maciel, Carlos Dias
M152p Processamento de sinais / Carlos Dias Maciel. --
Sdo Carlos : EESC/USP, 2022.
[284]p.

ISBN 978-65-86954-18-0
DOI 10.11606/9786586954180

1. Processamento de sinais. 2. Sinais e sistemas.
3.Processamento digital de sinais. I. Titulo.

CDD 621.380433

Elaborado por Elena Luzia Palloni — CRB 8/4464

Esta obra é de acesso aberto. E permitida a reproducéo parcial ou total desta obra,
desde que citada a fonte e autoria e respeitando a Licenca Creative Commons indicada

ol0Ele




Dedicatoria

Dedico esse texto a minha esposa Ivonete e meus filhos (Maisa e Luigi)
pela paciéncia que sempre tiveram comigo.

Aos meus alunos dos ultimos 30 anos, sendo 23 anos ensinando proces-
samento de sinais, onde sempre tive em vista responder suas duvidas sempre
da melhor forma possivel.



1

Audiéncia

Esse texto visa aos alunos dos cursos de Sinais e Sistemas, 40. semestre
e Processamento Digital de sinais, 50. semestre, dos cursos de eng. Elétrica
énfase em eletronica e eng. Computacdao da Escola de Engenharia de Sao
Carlos. Esses cursos tém a carga horaria de 4 aulas/semanas durante 15
semanas na disciplina de Sinais e Sistemas . Ja na disciplina de Processamento
de Sinais tem carga horédria de 2 aulas/semana durante 15 semanas. O
conteudo apresentado neste livro cobre toda ementa das duas disciplinas.
Registrei no livro muitas justificativas que nao faziam parte da dindmica de
sala de aula.

O material proposto se apresente na primeira versao e tem muitos
pontos para serem melhorados. Todas as contribuigoes sao bem-vindas. Os
comentarios devem ser encaminhados para o e-mail cdmaciel@gmail.com com
o campo de subject: livro PDS.



Lista de Figuras

(I.1 Exemplo de sinais: (a) ensaio de temperatura em uma micro-
turbina (b) fotografia (c) Coleta de sinal de eletroencefalografia
(d) exemplo de sinal de eletroencelografia.| . . . . . . .. ... 5

(1.2  Exemplos de sistemas (a)o amplificador de audio recebe um
| sinal elétrico e converte em ondas sonoras (b) o amortecedor
do carro recebe as oscilacoes da estrada e reduz o deslocamento |
vertical do motorista/passageiros| . . . . . . .. ... ... 5

[L.3  Operagoes com sinais onde x(t) é azul e y(t) é vermelho (a)
| escala (b) deslocamento (c) inversao temporal (d) compressao

[ € exXpansan. . . ... .. e 7
1.4 Grafico com os passos intermediarios para o Ex. [l1l| . . . . .. 8
(1.5 Grafico com os passos intermediarios para o Ex. [2] . . . . . . 9
(1.6 Exemplo de sinais (a) par e (b) impar,| . . .. ... ... ... 10

(.7 Exemplo dos sinais (a) peridodico (b) quasi-periodico gerado a
| partir da combinacao de outros dois sinais peridédicos (c) sinal
| de eletrocardiologia com comportamento quase-periodico. . . . 12

[L.8 Tipos de sinais: continuos (linha azul continua), em tempo |
| discreto (o vermelho) e digitais (x marrom).| . . . . ... ... 13

(1.9 Onda triangular parao Ex. [3l| . . . . .. ... ... ... ... 14

. xponencial complexa. Em vermelho é a curva ¢’*°*, em azul é
[1.10 E ial 1 E lho é Jwol 1é |
| cos(wpt), em verde € jsin(wpt) e em preto é cos(wpt) + j sin(wpt).| 17

iii



iv LISTA DE FIGURAS

[I.11 Funcoes elementares (a) cossendide amortecida (b) fungao |
| degrau (c) representacao grafica da funcao impulso| . . . . . . 19

[1.12 Sinal pulso p,(t) com area unitaria e a fungao impulso §(¢).|. . 20

[L.13 Representacao de um sinal (a) continuo e outro (b) amostrado, |
| observa-se que no caso continuo a variavel ¢ possui dimensional |
| de tempo e a variavel n e adimensional pois representa amostra.| 22

[1.14 Circuito e diagrama de blocos do exemplo|8|| . . . . . . . . .. 24

[L.15 Modelo caixa preta associando x(t) (ou z[n|) e y(¢) (ou y[n|) | 24

[1.16 Exemplo mostrando como as classes hipoteticamente estariam |
[ distribuidas sobre o universo de todas as funcoes possiveis que |

| associam z(t) —xn| e y(t) —ynl| . . . ... ..o 25
[LI7 Exerciciolldl . . . . . . ... ... ... ... 33
(18 Fxerciciollll . . . . .. .. ... oo 34
[LI19 Exerclcioll2l . . . . . . . . ..o 34
[L20 Exerclciolld . . . . . . . .. ... 35
[L2T Execlcioll8 . . . . .. . . . 35
[2.1 Circuito para o exemplo23| . . . . . ... .. ... ... ... 41
[2.2  Grafico dos sinais (1) e h(t —7)) . . . . ..o 42
[2.3  Grafico dos sinais z(7) e h(t — 7) para dois valores, (a) t = 0.5 |

| e(b) (t=4)] ... . 43
[2.4  Resposta para o ex. [2.1lcom RC'=1.). .. .. ... ... ... 43
[2.5  Sistemas (a) série (hi(t) e ho(t)) e sistema equivalente h(t).. . 44

[2.6 Interpretacao para operacao de convolugao.(a) funcao pulso
(b) aproximagao de uma funcao qualquer com uma sucessao de
pulsos (c) resposta do sistema ao pulso (d) resposta do sistema

[ a sucessao de pulsos.| . . . . ..o 47

[2.7  Resposta de um sistema LIT para uma entrada z(t) = (¢) e |
| resposta y(t) = h(t).| . . . . ... o 49




LISTA DE FIGURAS v
2.8 A entrada de um sistema LIT com uma tuncao degrau tem
com saida a fungao s(t) e, sendo derivada obtém-se a fungao
h(t). Ao se entrar com uma fungao quadrada com média zero,
a funcao s(t) fica alternando entre s(t) e —s(t). Derivando essa
[ resposta tem-se que a resposta impulsiva também val alternar |
| como h(t) e —h(t).| . . . . .. .. 50
[2.9  Circuito para exemplo da determinacao experimental da res- |
[ posta ao impulso.f . . . .. ..o oo 50
[2.10 Resposta ao degrau para o circuito da Fig. 2.5/ . . . . . . .. 51
[2.11 Circuito de segunda ordem para a estimativa da resposta ao |
| impulso.| . . . . ... 51
[2.12 Resposta ao impulso para o circuito da Figl2.5l| . . . . . . .. 52
[2.13 Equipamento para a avaliacao de pecas ceramicas sijeitas a [
[ fratura. | . . . . .. 52
[2.14 Resposta ao impulso da peca ceramica apresentada da Fig. [2.13l] 53
[2.15 Figura do exercicio|d|. . . . . . . ... ... 54
[2.16 Figura do exercicio|9}|. . . . . . . .. ..o 54
[2.17 Figura do exercicio|I1}| . . . . . . .. ... .. ... ... ... 55
[2.18 Figura do exercicio|l6l| . . . . . . .. ... ... 56
[3.1 As figuras da esquerda sao as respostas no tempo e as da direita |
| o plano C com a regiao de convergencia em cinza. A primeira |
[ linha corresponde a uma funcao lateral direita, a segunda linha |
[ uma funcao lateral esquerda e a ultima uma funcao bilateral. | 60
[3.2  Exemplos de diferentes computadores analégicos (a) Carbu-
rador automotivo (b) Computador analdgico (c¢) Detalhe do
computador analdgico e sua interface (d) Régua de calculo| . . 75
[3.3  Elementos basicos de um diagrama em bloco.| . . . . . . . .. 80
[3.4 Tipos de associagoes (a) paralelo (b) série.| . . . . . . ... .. 81
[3.5 Sistema com retro-alimentacaol. . . . . . . .. ... 81




vi LISTA DE FIGURAS
3.6 Exerciciol6l. . . . .. ... ... 89
B.7 Exercicioldll . . . ... ... 90
B.8 ExerciciollOl. . . . .. ... ... o 90
3.9 FExerciciollll . . . . . . . . . . . .. 90
B.I0 Exercicioll2l]. . . . . . . .. ... 91
BIT Exerciciolldl. . . . . .. ... 91
[4.1 Resposta no tempo e frequéencia para o Exemplol4ble a = 1. A |

[ escala do espectro de amplitude foi multiplicada por 50.|. . . . 96
[4.2  Resposta de frequencia do pulso com duracao 7o = 1. . . . . . 97
[4.3  Diagramas de polos e zeros no plano S. | . . . . ... ... 101
[4.4  Diagramas de polos e zeros no plano & e na reta jw. | . . . . . 102
[4.5 Diagrama de Bode para o mddulo (superior esquerda e inferior)

| e fase (superior direita) do ex. 47, Na figura superior esquerda

| ¢ apresentada as retas assintotas para os polos e zeros.| . . . . 104
[4.6  Diagrama de Bode para o modulo e tase para um polo complexo |

| em funcaodo C.| . . . . . ... 105
{4.7  Diagramas de polos e zeros no (S) e nareta jw. | . . . . . .. 106
[4.8  Exemplos da funcao quadrada representada como somas de |

[ SEN0S € COSSENOS) .+« v v v v e e e 113
[4.9 Esquerda: Relacao entre as fungoes z(t), s(t) e z(t)s(t). Direita: |

| amostras z|n| a partir do sinal x(¢)s(¢).|. . . . . ... ... .. 120
[4.10 Exemplo de conversao AD onde as amostras nao guardam [

[ semelhanca com o sinal original.| . . . . . . . ... ... ... . 121
[4.11 Representacao espectral do sinal amostrado z4(¢)| . . . . . . . 122
[4.12 Representacao espectral do sinal amostrado z4(¢) onde |

[ Os — Dpar > Qe ou Qg >200 0 o o o000 123
[4.13 Circuitos para o exercicio 2| . . . . . . . . . ... .. ... .. 133




LISTA DE FIGURAS vii

[4.14 Diagramas de Bode para o exerciciol3|. . . . . . . . ... ... 134
[4.15 Figura do exercicioldgl| . . . . . . ... ... 134
[4.16 Figura do exercicio|ll| . . . . . ... .. ... ... ... ... 136

[5.1 O sinal (a) Nightingale.wav e o trecho (linhas verticais em
preto) usado para calcular a envoltéria. (b) mostra o sinal
normalizado (azul) e a sua envoltoria (laranja). (c) Espectro de

[ potencia do sinal de envoltoria e suas repeticoes em £2.940H z, |

[ Eanteiro. | . . . . . 141

[5.2  Grafico que apresenta a solucao do problema [64f com a = 0.95.
| O gréfico azul representa o médulo de X (¢’*) e a curva laranja
[ ecasuafasel . . ... ... L 143

[5.3  Grafico do ex. |65 em azul ¢ o modulo da transtormada de |
Fourier e laranja ¢é a fase. Foram adotados A =1, M =5 e no |
total foram simuladas 30 amostras e o eixo horizontal é |0, 27]. [144

[>.4 Grafico para o ex. |68 (a) apresenta o sinal de entrada z|n|
em azul e a saida y[n| em vermelho. (b) apresenta a resposta

de médulo (azul) e fase (vermelha) para H(e?*)|. . . . . . .. 148
(5.5 FFT de z[n| com N =8 e, Glk| e H|k| com tamanho 4.. . . . 153
[5.6 Ultimo nivel do algoritmo FFT.| . . . . . . .. ... ... ... 154

[5.7  Diagrama completo com todos os sub-blocos do algoritmo FFE'T'.[155

7.1 Respostas de trequéncia tipica para os diferentes tipos de filtros: |
| passa-baixa, passa-alta, passa-banda e rejeita-banda. . . . . . 184

[7.2 Resposta de frequéncia de um circuito RC Exemplo.|. . . . . . 186

[7.3 Representa os diterentes parametros que compoes a especifica- |
[ cao de uma filtro passa-baixa.| . . . . . ... ... ... 186

[7.4  Ex. |87 onde se mostra as teclas de discagem e as frequéncias |
| que a representam.| . . . ... ... oL L. 187

[7.5 Resposta de frequencia tipica para a familia de filtros classicos.| 188

[7.6  Funcao de aproximacao Butterworth para diferentes valores de nj190




viii

LISTA DE FIGURAS

[7.7

Resposta do filtro Butterworth para n variando de 1 a 4. |

Observa-se que a atenuacao em w, = 1 tem atenuacao de [

1 1

i o = 7 (linear) e —3dB na escala logaritmica.| . . . . . 192

[7.8 Posicao dos polos para um filtro Butterworh de 6a. ordem. . . 194
(7.9 Funcoes de aproximacao de diferentes ordens para a familia |

| Chebyshev tipo 1.[]. . . . ... ... ... ... ... ...... 195
[7.10 Funcoes de ganho de diterentes ordens para a familia Chebyshev. |

Observa-se que a atenuacao em w, = 1 tem atenuacao de [

1 1

V14 €2 :ﬁ

(linear) e —3dB na escala logaritmica. . . . . . 196

[7.11 Localizacao dos polos para um filtro Chebyshev de ordem 6. . 197
[7.12 Variacoes ne n e € na resposta de ganho dos filtros Chebyshev| 198
[7.13 Respostas do filtro Chebyshev tipo 2 paran =2.3,4.| . . . . . 199
[7.14 Resposta do ganho do filtro paraoex. [89. . . . . . . . . . .. 201
[7.15 Comparacao entre o ganho de um filtro Butterworth e Chebyshev |
[ de mesma ordem.] . . . . . ... 202
[7.16 Desnormalizacao do passa-baixa para um novo passa-baixa e |
[ para o passa-alta.| . . . . . ... ... Lo 203
[7.17 Desnormalizacao do filtro passa-baixa em um filtro passa-bandaj204
[7.18 Transtormacao do filtro passa-baixa em rejeita-banda. . . . . . 204
[7.19 Graficos de |H(z)| e hin| do Exemplo[90}| . . . . . . . ... .. 206
[7.20 Diagrama em bloco do Exemplo[90f| . . . . . . ... ... ... 206
[7.21 Mapeamento do plano S no plano Z para o caso da aproximacao |
[ das derivadas) . . . . . ... 208
[7.22 Resposta de frequencia do Exemplo|91. A esquerda € a resposta |

analogica, no centro é a versao digital com 7" = 0.1 e a direita |

com T =001 . . . . 209




LISTA DE FIGURAS ix
[7.23 Resposta de frequéncia do Exemplo[92] A esquerda é a resposta |
analogica, no centro ¢ a versao digital com 7' = 0.1 e a direita [

com T =00) ... .. 210

[7.24 Graficos do mapeamento do plano S no plano Z para o caso |
da transtformacao bilinear| . . . . .. ... ... ... 212

[7.25 Relacaoentre Qew. |. . . . . . .. ... ... 213
[7.26 Resposta de frequencia do Exemplo[90. | . . . . . . . .. ... 214
[7.27 Exemplo de hin| onde possuem diferentes tipos de simetria.[. . 216
[7.28 Efeito do janelamento. (a) Convolucdo das funcdes Hy(e’*) e |
W (e’) (b) Resposta final da resposta de frequéncia H(e?*)|. . 217

[7.29 Resposta da janela retangular com N = 51 e o seu espectro |
de amplitude a direita.| . . . . . ... ..o 218

[7.30 Resposta da janela Bartlett com N = 51 e o seu espectro de |
amplitude a direita.| . . . . . . ... ..o 219

[7.31 Resposta da janela Hamming com N = 51 e o seu espectro |
de amplitude a direita.| . . . . . . .. ..o 219

[7.32 Resposta da janela Hann com N = 51 e o seu espectro de |
amplitude a direita.| . . . . . . ... ..o 220

[7.33 Resposta da janela Cosseno com N = 51 e o seu espectro de |
amplitude a direita.| . . . . . . .. ..o 221

[7.34 Resposta da janela Blackman com N = 51 e o seu espectro |
de amplitude a direita.] . . . . . ... ... 0000000 222

[7.35 Resposta para o exercicio [94] (a) M =51 (b) M =19 . . . .. 223
[7.36 Comparacao de diferentes janela.| . . . . . . .. ... ... .. 223
[7.37 Figura reterente ao exerciciol36l . . . . . . . . ... ... ... 229
[7.38 Figura referente ao exercicio43l| . . . . . . . . ... ... 230




LISTA DE FIGURAS



Lista de Tabelas

[3.1 Alguns pares de transtormada de Laplacel . . . . . . . . . . .. 70
[4.1 Regras para tracar o Diagrama de Bode| . . . . . . . . . ... 108
(.1 Parametros de comparacao entre algumas janelas.| . . . . . . . 224

X1



xii

LISTA DE TABELAS



Sumario

(1 Introducaog] 3
(.1 _Conceito de sinais e sistemas| . . . . . . . .. ... .. ... .. 3
(1.2 Operacoes com sinais| . . . . . . . . . . . . . ... 4
(1.3 Classificacao dos sinais| . . . . . . . . . . . . ... ... .... 10
(1.4  Energia e potencia medial. . . . . . . . . ... ... ... ... 13
(Lo Dinais fundamentais . . . . . . .. ..o oo 16
[1.6 Sinais em tempo discretol . . . . . . ... L L 22
(L7 Sistemas| . . . . . . . L 23
(.8 Distemas Discretos] . . . . .. ..o oL 29
(1.9  Exercicios Propostos| . . . . . . . ... .. ... ... ..... 32

[2  Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo| 39
[2.1 A operacao de convolucaol . . . . .. ... .. ... ... ... 40

[2.1.1 Tempo discreto| . . . . . . . . .. ... ... ..., 43
[2.2  Propriedades da operacao de convolucaol . . . . ... ... .. 44
[2.3 Interpretacao e calculo da convolucaol . . . . . . ... ... .. 47
[2.4  Propriedades sistemas L'I'1| . . . ... ... ... ... ... .. 48
[2.5  Estimativa da resposta ao impulsol. . . . . . . ... ... ... 49

xiii



SUMARIO

Xiv
[2.6 Exercicios propostos| . . . . . ... ..o 53

[3 Transtformada de Laplace] 57
[3.1 Regiao de convergéncia (ROC)[. . . . . . ... ... ... ... 58
[3.2  Propriedades da ROC| . . .. ... ... ... ... .. .... 60
[3.3  Propriedades da transtormada de Laplace[. . . . . . . . . . .. 62
[3.4 Transformada de Laplace inversa] . . . . ... .. .. ... .. 67
[3.5 'Transformada de Laplace de sinais tipicos| . . . . . ... ... 67

[3.6 Representacao de sistemas LIl pela transformada de Laplace| . 69

[3.7  Sistemas LTI descritos por EDO[. . . . . ... ... ... ... 73
[3.8  Diagramas de bloco| . . . . . . . ... ... 000 80
[3.9 Transtormada Unilateral de Laplace]. . . . . . ... ... ... 83

[3.10 Resolvendo EDO com o uso da transtormada Unilateral Laplace| 85

[3.11 Exercicios propostos| . . . . . . . . . .. ... ... ... 87

4 A Transformada de Fourier: |
|  tempo continuo| 93
[4.1  Definicao e interpretacaol . . . . . . . . . . . ... ... ... 94
[4.2  Propriedades| . .. . ... ... ... ... ... 98
[4.2.1 Aplicacoes| . . . . . . . ... 99

[4.3 O Diagrama de Bode] . . . . . . ... ... ... ... 99
4.3.1 Equacionamento| . . . ... ... ... ... ... ... 100

[4.4  'Transtormada de Fourier de Funcoes Especiais| . . . . . . . .. 107
4.5 A série de Fourter] . . . . . ..o 113
[4.5.1 Formulacaol . . ... ... ... ... ... 113

[4.5.2 Propriedades| . . .. ... ... ... ... ..., 115




SUMARIO

XV
[4.5.3 Interpretacao: relacao entre Série de Fourier e Trans- |

[ formada de Fourier| . . . . . .. ... ... 116
454 O limite da série de Fourierl . . . . . . ... ... ... 117

[4.6  Atraso de fase e de grupol. . . . . . . ... 118
[4.7 O Teorema da Amostragem| . . . . . ... .. ... .. .... 119
[4.8  Funcao Trem de Impulso| . . . . . . . . . . . ... ... .. 125
[4.9  Exercicios propostos| . . . . . . ... .. L. 131

[5 A Transformada de Fourier: |
|  tempo discreto| 139
.l Conceitos iniciais - a DIET] . . . ... 00000000000 139
[>.2  Densidade espectral de energia ou poténcial . . . . . . . . . .. 143
[5.3  Propriedades da Transtormada de Fourier Discretal. . . . . . . 145
[>.3.1 Propriedades de simetriaf . . . . . . .. ... ... ... 145

[>.3.2  Propriedades e teoremas gerais| . . . . ... ... ... 146

0.4 A Transformada Discreta de Fourier - TDE. . . . . . ... .. 147
[>.4.1 Propriedades| . . . . ... ... ... ... .. ..., 150

[>.4.2  Convolucao periodica) . . . . . . . . . ... . ... ... 150

(5.5 O algoritmo FF'T' -Fast Fourier Transform| . . . . . . . . . .. 152
h.6  Fxercicios . . . . . ..o 152

6 A lransformada ZJ 157
[6.1 Funcao de transteréncia de sistemas LTI} . . . . ... ... .. 159
[6.2  Mapeamento entre o plano-& e o plano-Z|. . . . . . . .. ... 160
[6.3 Regiao de Convergéncia) . . . . . ... ... ... ... .... 160
6.4 Zeros e Poles da Iransformada Zf . . . . ... ... ... ... 162



SUMARIO

xVvi
[6.5 Propriedades da ROC| . . ... ... ... ... ... ..... 163
[6.6 Propriedades da Transtormada Z{ . . . . ... ... ... ... 166
[6.7  Transtormada 7 de sinais tipicos{. . . . . . . . ... ... ... 170
6.8 Analise de sistemas ['I'] com o uso da transformada 7). . . . . 171
[6.9 Sistemas L'TT descritos por equacoes de recorréncia] . . . . . . 173
[6.10 Determinacao da ITranstformada de Fourier a partir do diagrama |
[ de Polos-Zeros . . . . . . . . ... 175
[6.10.1 Sistemas de primeira ordem| . . . . . . . . . . . . ... 175
[6.10.2 Sistemas de segunda ordem| . . . . . ... .. ... .. 176
[6.11 Diagramas de Bloco|. . . . . . . .. ... .. ... ... ... 178
[7 Nocoes de Filtros: |
[ tempo continuo e discreto| 183
[7.1 Os filtros em tempo continuo| . . . . .. .. ... ... ... .. 187
[7.2  Desenvolvimento tedricol . . . . . .. . ... ... 189
[7.3  Transformacao de Frequencia| . . . . . .. .. ... ... ... 202
[7.4  Os filtros em tempo discreto| . . . . . . . . .. ... ... ... 205
[7.4.1 Arquitetura geral e implementacaol . . ... ... ... 205
(42 Osfiltros IRl . ... ... o000 205
[cH Osfiltros FIRI . . . . . o o o o0 oo 214
7.6 Exercicios propostos| . . . . . . .. ... ... 224




Prefacio

A principal motivacao para reunir esse material foram as constantes discussao
com os colegas e alunos quanto as possiveis técnicas para analisar os sinais
resultantes de experimentos. A ideia inicial deste trabalho era fazer um livro
separado em duas partes. A primeira com toda a fundamentacao teodrica
necessaria pera se entender as técnicas mais atuais em processamento de
sinais. A segunda parte é sobre modelagem probabilistica de sinais e sistemas.
O tempo gasto para fazer tudo ficou muito acima do esperado e achei melhor
separar o material em dois volumes diferentes onde o primeiro é esse. O
segundo esta em preparacao mas na forma que esta ja pode ser usando pelos
alunos de graduagao. Esse volume visa ao estudo das principais caracteristicas
de sinais e sistemas tanto em tempo continuo quanto discreto, com o foco de
ser uma curso de graduacao em eng. elétrica ou computagao.

Esse material foi resultado dos tltimos vinte e trés anos ministrando
aulas de Sinais e Sistemas e Processamento Digital de Sinais para a graduagio
e Processamento Estistico de Sinais na pés-graduacao da Universidade de
Sao Paulo - EESC. Nesse periodo acompanhei o desenvolvimento dos alunos,
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Esse texto ainda tem muito trabalho para ser feito, alguns gréaficos
precisam ser revistos e o texto também. Em linhas gerais o material esta
completo para ser usado pelos alunos de graduacao e, a medida que sejam
enviadas as criticas e sugestoes, farei a sua revisao.

Sao Carlos, novembro de 2022

Carlos Maciel



Capitulo 1

Introducao

O termo Sinais e Sistemas é usado de forma genérica para descrever os sinais
que nos cercam (p.ex voz, radio & televisao, telefonia, etc) e as diferentes
formas de analisa-los. Essa abordagem esta cada vez mais difundida dentro
da engenharia e os conceitos introduzidos nesta disciplina serao utilizados em
circuitos elétricos, telecomunicacoes, controle e muitas outras.

1.1 Conceito de sinais e sistemas

O conceito de sinal depende muito do contexto de uso. No nosso caso é dentro
do contexto de engenharia, em especial elétrica e computacao. Sinaisﬂ podem
ser descritos por:

1. um "objeto"usado para transmitir ou transmitir informagdes além do
alcance da voz humana;

2. o som ou imagem transmitida em telegrafia, telefonia, radio, radar, ou
televisao;

3. uma quantidade detectével ou fisica (como a tensao, corrente, a forca
do campo magnético, etc), através da qual as mensagens ou informacao
pode ser transmitida;

"http://www.merriam-webster.com/dictionary/signal,
https://en.wikibooks.org/wiki/Signals_and_Systems/Definition_of_Signals_
and_Systems


http://www.merriam-webster.com/dictionary/signal
https://en.wikibooks.org/wiki/Signals_and_Systems/Definition_of_Signals_and_Systems
https://en.wikibooks.org/wiki/Signals_and_Systems/Definition_of_Signals_and_Systems
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4. Um sinal é uma funcao de variaveis independentes que transportam as
informagoes;

5. Um sinal é uma fonte de informagcao, geralmente uma quantidade fisica
que varia em fungao do tempo, espaco, temperatura como qualquer
variavel independente;

6. Um sinal é uma grandeza fisica que varia com o tempo, espaco ou
qualquer outra variavel independente na qual uma informacao pode ser
transmitida.

Sinal: é uma fun¢do (matemadtica) que contém informagao sobre o
estado ou comportamento de um "sistema', natural ou nao.

Exemplo de sinal: sinal de circuito elétrico pode representar uma tensao
variavel no tempo medido através de um resistor, fala, fotografia.

Um sinal, Fig. [1.1} pode ser representado como uma func¢ao z(t) de
uma variavel independente t, que geralmente é o tempo. Diferentes sinais
possuem diferentes variaveis livre, p.ex. imagem onde se tem duas variaveis
livre que representam posigao, imagem(x,y) onde, neste caso, x representa
as linhas e y as colunas da image. Sinais podem ser multidimensionais, p.ex.
filme que possui uma sucessao de imagens no tempo, filme(x,y,t).

Sistemas: é qualquer conjunto fisico (p.ex. hardware) ou nao (software)
de componentes que recebe um sinal e produz outro sinal, a resposta, Fig.
1.2l Em termos de engenharia, a entrada ¢ geralmente algum sinal z(t), e
a saida é outro sinal y(t). As dimensionais dos sinais sdo as mais variadas
possiveis, p.ex. tensao, corrente, forca mecanica, temperatura, etc. Um
sistema pode operar com sinais com uma dimensional e responder com outra.
P.ex. deslocamento do pedal do acelerador resulta na variacao de velocidade
do carro .

1.2 Operacoes com sinais

A ideia dessas operagoes é utilizar a abordagem matematica de fung¢do com-
posta, t — f(t) — g(f(t)). Dessa forma essas operagdes podem ser combina-
das em novas fungoes ou realizar operagoes mais complexas.
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temperatura

(a) Ensaio turbina

(¢) Eletrodos para captura do EEG

(b) Fotografia

B i e e
A A e b A e ey

B L s Tha s

oLttty Putnad i

e e g iy

P WL e

B LR e S P P T SR e T R e L T LT )

(d) Exemplo do sinal de EEG

Figura 1.1: Exemplo de sinais: (a) ensaio de temperatura em uma micro-
turbina (b) fotografia (c) Coleta de sinal de eletroencefalografia (d) exemplo

de sinal de eletroencelografia.

(a) Amplificador de dudio

¥y Yoy
1 ﬁ-m 1
‘ c-i 1 VK-
v

(b) Amortecedor de carro

Figura 1.2: Exemplos de sistemas (a)o amplificador de dudio recebe um sinal
elétrico e converte em ondas sonoras (b) o amortecedor do carro recebe as
oscilagoes da estrada e reduz o deslocamento vertical do motorista/passageiros.
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1. Escala da amplitude

y(t) = ax(t) (L1)

onde: a > 1 representa um aumento no sinal e 0 < a < 1 representa
uma redugao no sinal

2. Deslocamento no tempo

y(t) = 2(t = to) (1.2)

onde:

to > 0 representa um atraso no tempo

to < 0 representa um avango no tempo

Sao sinais idénticos quanto a forma mas deslocados no tempo.

3. Reversao do tempo

y(t) = x(—1). (1.3)

E obtido refletindo z(t) em torno do eixo vertical.

4. Compressao e expansao

y(t) =x(at), a>0 (1.4)

E obtido fazendo-se uma mudanca linear na variavel independente. se
a > 1 - o sinal é comprimido se a < 1 - o sinal é expandido.

Na Fig. [I.3]tem-se as diferentes operagoes listadas operado sobre o sinal
x(t) = e "*sin(t)u(t) em azul. Em vermelho tem-se a resposta y(t) para as
operagoes escala (y(t) = 2x(t), atraso (y(t) = z(t — 2)), inversdo temporal
(y(t) = x(—t)), compressao (y(t) = x(2t)).

Exemplo 1 : Dada a fungao x(t) dada pela Fig. , encontre
1
y(t) = 5.7:(315 +1)

solucao:
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5 5/ 7 15 20 2 -5 fo) A5 20 25

—0.2 1

t) )
0.6 1
1 €
0.4
0.5 | 09 |
| A A a(t) \ m ()

(a) Escala do sinal (b) Deslocamento temporal

t) t)
0.6 |

0.4

0.2 |
5 5/ 10/ 15 20 25 -5 5[ 10/ 15 20 25

0.2 | —02 |

(¢) Inverséo temporal (d) Compressao e expangao

Figura 1.3: Operagoes com sinais onde x(t) é azul e y(t) é vermelho (a) escala
(b) deslocamento (c) inversao temporal (d) compressao e expansao.
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1 05 1
y(t) y(t
08 0.4
0.6 | 0.3
0.4 0.2 |
0.2 1 0.1
x(t) x(t)
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

(a) Escala da amplitude e translacio do (b) Mudanca da escala temporal do si-
sinal. nal.

Figura 1.4: Gréfico com os passos intermedidrios para o Ex. [I}

Na Fig. [l.4f(a) foi feita a operagdo de escala para meio e em
seguida o deslocamento de um. Na etapa posterior (b) houve a
compressao da escala temporal.

Exemplo 2 : Um sinal continuo z(t) é apresentado na Fig. [1.5]
Determine

1. z(1—1)
2. x(2—-1)/3

3. x(t) + (2 — t)|u(t)

solucao:
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fit)
fit)

(a) Escala da amplitude e translagdo do.(b) Mudanca da escala temporal do si-

nal.

fit)

(¢) Mudanga da escala temporal do si-(d) Mudanca da escala temporal do si-

nal. nal.

pp—

y(t
1.5

0.5 1
z(t)
4 -2 4

—-0.5

(e) Mudanca da escala temporal
do sinal.

Figura 1.5: Gréfico com os passos intermedidrios para o Ex. [2]
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1.3 Classificacao dos sinais

1. Simetria:

Um sinal é chamado de par se ele satisfizer a condicao:

o sinal z(t) é igual a reflexdo em torno do eixo-y.

Um sinal é chamado de impar se satisfizer a condicao:
2(t) = —z(-1)
o sinal é igual a sua reflexao em torno da origem.

Um sinal qualquer pode ser decomposto na sua parte par,

1

(1) = 5(a(t) + a(~),

e na sua parte impar,

de tal forma que:
x(t) = xe(t) + x0(t).

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Na Fig. ¢ apresentado um exemplo de sinal par e outro de sinal

impar.

Figura 1.6: Exemplo de sinais (a) par e (b) impar.

2. Periodicidade
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Um sinal é chamado de periddico se exitir T' > 0 € R tal que:

z(t)=x(t+T), VteR. (1.10)

Essa condicao serd valida para: +T', 27, £3T,.... O menor valor desse
deslocamento, Ty, é conhecido como periodo fundamental. A frequéncia

fundamental, fy, = o corresponde a ciclos por segundo ou hertz [Hz|.

0
2m
Para wy = T = 27 fo radianos por segundo [rad/s|, pois tem-se um

0
ciclo completo em 27 radianos.

Um sinal quase-periddico (do inglés almost) é um sinal cuja condic¢ao
¢ z(t) = x(t + T) tanto aproximando 7" por um valor médio (neste
caso diz-se que o sinal tem jitter) quanto aproximando o préprio sinal
x(t). Esses sinais sio comuns em ecos de sinais de ultrassom propa-
gando em um meior regular (como o figado ou miisculo) ou o sinal de
eletrocardiograma.

Um sinal quasi-periddico (do inglés quasi) é um sinal obtido pela com-
posicao com outros sinais periédicos. A soma de dois sinais periddicos
s6 resulta em um terceiro sinal periddico se a razao entre os periodos

Ty
pertencer ao conjunto dos nimeros Racionais, T e QY
2

Na Fig. [[.3] apresenta alguns exemplos de sinais com comportamento
periddico ou quasi (quase)-periédicos. Os sinais quase-periddicos nao sao
periddicos mas apenas possuem uma semelhanca com sinais periddicos.
Os sinais quasi-periodicos sao peridédicos.

2Considerando que z1(t) = z1(t + T1), 22(t) = z2(t + Tp) e que z(t) = 1 (t) + z2(t)
para que x(t) seja periddica os sinais devem obdecer a seguinte condi¢ao: MT; = NTp —
Ty

— = — € Q jaque M e N sao inteiros.
T, M Qjaq
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—— Fungiio Peribdica

T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

amplitude

—— Fungio Quasi-Periédica
:
5 1.0 5
,
5 1.0

1.5 2.0 2.5

T T

0.0 0.

! ol

—— Fungiio Quase-Periddica
-
0.0 0

amplitude

T

tempo (s)

Figura 1.7: Exemplo dos sinais (a) periédico (b) quasi-periédico gerado a par-
tir da combinagao de outros dois sinais periddicos (c) sinal de eletrocardiologia
com comportamento quase-periddico.

3. Duracao

Um sinal é dito de duragdo finita se x(t) = 0 parat >ty e t < ty.
Caso contrario, o sinal sera dito infinito.

4. Tempo-discreto ou continuo

Se a variavel livre t é continuaﬂ. z(t) é um sinal de tempo continuo,
e, se t é uma variavel discreta, definidos apenas para valores discretos
de t, entdo z(t) é um sinal em tempo discreto. Um sinal de tempo
discreto é muitas vezes identificada como uma sequéncia de ntimeros,
indicado por z[n|, onde n é um nimero inteiro. Neste texto serd
adotada a nomenclatura onde as varidveis livres entre (.) sdo continuas
e entre [.] sdo discretas. Sinais digitais sdo sinais cuja variavel livre
é discreta e também assumem valores discretos, Fig. [[.§ Quando as
amostras z[n] € R o sinal é conhecido como sinal em tempo discreto
mas quando as amostras z[n] pertencem a um conjunto finito esse sinal
é conhecido com digital. A conversao de x(t) para x[n| é conhecido como
amostragem e ¢ realizada por dispositivos conhecidos como conversores
analdgicos-digitais. Esses dispositivos fornecem o sinal z[n] em um

30 tempo continuo tem, entre dois valores quaisquer, um nimero infinito de pontos. A
varidvel ¢ assume valores ao longo de toda a reta numérica real (R) ou, dependendo do
contexto, sobre algum subconjunto dela, como os reais nao negativos.
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conjunto finito de valores, processo de quantizagao, normalmente
funcao de tensao de referéncia e um ntmero finito de bits.

45
(t)

3,,

Figura 1.8: Tipos de sinais: continuos (linha azul continua), em tempo
discreto (o vermelho) e digitais (x marrom).

1.4 Energia e poténcia média

A definigao de poténcia instantdnea em um resistor (caso onde a tensdo é
Real) é definida como:

= Ri*(t). (1.11)

Pinst(t) = v()i(t) =

A poténcia instantdnea de um sinal em relagdo a um resistor de 1
ohm é igual a P (t) = 2(t), onde z(t) é a tensdo sobre o resistor. Mesmo
considerando que R = 1 a dimensional do resistor nao desapareceu da poténcia
instantanea.

A defini¢ao de energia do sinal é:
E= / Dinst ()t = / 22 (t)dt (1.12)

e a poténcia média de um sinal é:

T/2
P, = lim T/ 2% (t)dt (1.13)

T—o0 T/2
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Para o caso de um sinal periddico, os limites da integral se reduzem ao periodo
1

TO,Pm:—/ 22(t)dt.
15 Jiro) )

A tensdo média quadrdtica é a raiz quadrada da poténcia média, ou o
seu wvalor eficaz. Os sinais sao ditoss de energia se 0 < E < oo e sinais de
poténcia sao sinais onde 0 < P,, < oo.

Alguns cuidados fundamentais:

1. sinais peridédicos nao possuem energia pois a integral eq. [1.12] ndo
converge;

2. aeq. e eq. sao validas para sinais x(t) Reais. Caso z(t) seja
complexo a poténcia instantanea serd pi,s = 2*(t)x(t) = |2 (t)|*.

Exemplo 3 : Considere a onda triangular na Fig. [3] Pede-se:

1. A frequéncia fundamental em Hz e rad/s
2. A poténcia média (R=19)

3. O valor rms.

1.00 4

0.75 4

o
4

amplitude
o
=
3

—0.25 4

T r : : " :
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
tempo (s)

Figura 1.9: Onda triangular para o Ex. [3|

solucao:
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1

1. Periodo: Ty = 0.2 s, fy = T = 5 Hz e wy = 27 fy = 107

rad/s

P Lhor 2(t)dt
B TO/—TO/Qx()

1 0 9
= — t)dt —/ 2(8)dt
TO/_TO/J“” tr [ a0

1
= -W
3

onde z1(t) =14 20t e x5(t) = 1 — 20t

1
3. VrRms = \/; URMS

Exemplo 4 :

Calcule a poténcia média e o valor RMS do sinal

1
x(t) = Acos(wpt), sabendo que cos® a = 5(1 + cos 2a)

solugao

P

1 [T 1 [T
—/ ’ 2 (t)dt " A2 cos? (wot ) dt

Ty J-1, :?0 —To
1 /T 1 A% To
— [ A1 2wot))dt = — dt
Ty Jog A g cos@uot)dl = 5 ( [ di
To
—{—/ cos(2wyt)dt)
—To
A% e r . To/2
oz (U 5 sin(2eot) Z77)
A2
2

V2

Vems = A7URMS

Exemplo 5 :

Determine o periodo fundamental do sinal z(t) =

2cos(10t + 1) — sin(4t — 1)
solugdo: Como o sinal z(t) é composto por dois sinais periddicos,

15
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deve-se determinar T} e Ty de cada componente.

2m T
10t+1) — =—. T ==
cos(10t + 1) W= 1=
2m T
in(4t—1) — =— T,=—
sin( ) wq i 2= 8
ki 5
Sendo Ty = kT, = kT5 . =5 Fazendo k1 = 5 e ky = 2
2
tem-se que Ty = .
1.5 Sinais fundamentais
Sinais exponenciais sio da forma z(t) = Ce® onde C' e s = 0 + jw

sao geralmente complexos. Sinais exponenciais complexos com ¢ = 0 sao
periodicos,

z(t +T,) = Cetwettlo) — Ceiwoteivolo — Cleiwot — y(t) (1.14)

Sinais com ¢ # 0 nao sao periddicos.

Sinais senoidais sdo da forma s(t) = Asin(w,t + ¢) onde A é a
amplitude, w, é a frequéncia em [rad/s| e ¢ é o dngulo de fase em radianos.

A Relacao de Euler associa a exponencial complexa com a func¢ao
dos sinais senoidais,

et = cos(wot) + jsin(wot) (1.15)
1 . )
cos(w,t) = 5(6‘7W°t+6_]‘”°t) (1.16)
1 ) )
sin(w,t) = ?(e]%t—e_]%t) (1.17)
J
(1.18)

Sinais senoidais amortecidos sio da forma z(t) = Ae™ sin(w,t + ¢)
e também podem ser expressos a partir das exponenciais complexas, Fig.
T11(a).
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—1.00

17

tempo (s)

Figura 1.10: Exponencial complexa. Em vermelho é a curva ¢’*°*, em azul é

cos(wpt), em verde é jsin(wpt) e em preto é cos(wot) + j sin(wot).

O sinal degrau unitario, Fig. [1.11{(b), é dado por

1, t>0
u(t) =

A funcdo impulso unitario, Fig. ¢), é definida como:

0, Vi £ 0
o) = /jo S(t)dt = 1.

(1.19)

(1.20)
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Observa-se que o grafico é apenas uma representagao da fungao impulso pois
essa funcao nao é definida em zero.



1.5. SINAIS FUNDAMENTAIS 19

ossenodide amortecida
0.8 |
0.6 |
0.4
0.2 1
N~
2\W400 Weo" 800 T000
—-0.2 +
(a)
6 -
u(t)
4 |
2 s
i t\l
—2 2 4 6 8
_2 N
(b)
6 EN
(t)
4 |
2 |
i t\l
-2 2 4 6 8
_2 N

()

Figura 1.11: Fungoes elementares (a) cossendide amortecida (b) funcao degrau
(c) representagao grafica da fungao impulso.
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Uma interpretacao para a fungao 6(t) é apresentada na Fig.

A

5(t)

ol
3
Bl
=
N~—

A
v

Figura 1.12: Sinal pulso p,(f) com &rea unitaria e a fun¢ao impulso 6(¢).

A &rea do retangulo é sempre 1 e quando 7 — 0 o sinal p,(t) — (t).
Algumas propriedades da funcao impulso:

1. a funcado impulso é par: 6(t) = §(—t), por defini¢ao;

1
2. mudanca de escala: 6(at) = aé(t)

3, /°° 2(D)3(t — to)dt — x(to)

— 00

4. x(t)o(t — to)dt = x(tg)d(t — to), por definicao;

5. ult) :/too S(ryir = [~ (5(t—7)d7ﬂ

Um sinal importante é conhecido como trem de impulso e é definido
€omo

o1, () Z §(t — kTyp). (1.21)
k=—oc0
4/00 §(at)dt = / 5(at)gdt - 2/00 5(at)d(at) = %6(75)

5/ S(t—to)dt = /t0 z(t)d(t — to)dt + /t0+ 2(t)6(t — to)dt +/oo 2(t)6(t — to)dt

+

=0,por defini¢do =x(to),x(t) é continua em tg =0,por definigdo

6t <0— / =0 et > 0 a manipulagdo é muito parecida com o item 2.
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Observa-se que o7, (t) é periddica com periodo Tj. Essa func¢ao serd melhor
estudada na secao [4.8|

Exemplo 6 :  Considere o sinal z(t) = §(t + 2) — §(t — 2).
t
Calcule a energia para o sinal y(t) = / x(T)dT.

solucao:

y(t):/t x(T)dT:/t 5(T+2)dT—/t 5(r — 2)dr

—00 —00 —0o0

Fazendo a troca de variaveis m=7+2 . dm=dren=7-—2 .
dn = dr,

y(t) = /t+2 5(m)dm — /H S(n)dn = ult +2) — u(t — 2)

—00 —00

00 2
Ec :/ y? (t)dt :/ 1’dt =t|>, =4
-2

—00
Exemplo 7 : Determine a a energia ou poténcia média dos
seguintes sinais:

1. 2(t) = e *u(t)
2. x(t) = /A
3. z(t) = cos(t)

solucgao:

1.

E, - / T 20 dt = /°° (e~ u(t))2dt

—00 —00

Ra—r Ly
= / e Mdt = ——e P =
0 4
2. Como o sinal é periddico e complexo, tem-se:

1 1~
Po= o [ Ja(t)Pdt=— [" e/t
To J(1o) 7 Jo

Como: || =1, P, = 1.
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3. Como o sinal é periddico, tem-se:

1 g2 1
P, = —/ cos (t)dt:—/
21 Jo 2m Jo

= — — cos(v)dv =
40 8m Jo

2m ]
(14 cos(2t))dt

DO |

1
2

1.6 Sinais em tempo discreto

Os sinais em tempo continuo z(t) sdo convertidos em sinais em tempo discreto
x[n] por

zln] = a(t)| (1.22)

t=nT

1
onde T é conhecido como o periodo de amostragem e T ¢ conhecida como

frequéncia de amostragem.

400

200

amplitude (arbitréria)

—200 4

—400 T T T T
6.080 6.085 6.090 6.095
tempo (s)

T
6.100

=
S
=3

)
=
S

amplitude (abitrdria)
-

—200 4

—400

Figura 1.13: Representagao de um sinal (a) continuo e outro (b) amostrado,
observa-se que no caso continuo a variavel ¢ possui dimensional de tempo e a
variavel n é adimensional pois representa amostra.

Na pratica essa operacao ¢é realizada por um conversor analégico-digital
e que vai inclusive quantizar as amplitudes das amostras.

T
100
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A soma entre sinais em tempo discreto é definida amostra por amostra,
y[n| = x1[n] + x2[n]. A multiplicacdo de x[n] por uma constante « é definida
pela multiplicacao de todos os elementos de z[n| por a.

O deslocamento temporal y[n] = z[n — ng] é dita atrasada se ng > 0 e
ocorrerd um avanco se ng < 0, ng é um valor inteiro. A reversao temporal
ocorrerd quando y[n| = z[—n).

, n=>0

, n<0

O sinal degrau unitério é definido por uln| = {0 e o sinal

1, n=0

impulso unitério é §[n| = {O 40
., n }

1.7 Sistemas

Um sistema é um "dispositivo"que processa um sinal aplicado em sua entrada
(z(t)) gerando um sinal de saida (y(¢)). E um processo (ou conjunto de
interconexoes de operagdes) que resulta numa transformagao de um sinal.

Admitindo F'{.} um operador que denota a transformacao e podem ser
usadas indistintamente as seguintes notagoes:

yt) = F{z()} (1.23)
x(t) — F{} =y (1.24)
z(t) = y(t) (1.25)

Normalmente procura-se estudar os sistemas a partir do conhecimento
de como esta organizado internamente e pelo conhecimento de alguns elemen-
tos. Normalmente esse é o caso no estudo de circuitos elétricos. Sao definidos
elementos R, L, C, fontes (controladas ou nao) e quais as leis que permitem
analisar como esses componentes sao conectados, Leis de Kirchoff.

Poderia também ser discutido o caso de combinacgoes de diferentes
func¢des matematicas para associar a entrada e saida do sistema sob estudo.
Outra abordagem poderia ser o caso de interconexao série e paralelo de
diferentes blocos para cumprir esse papel.

Exemplo 8 : Circuito RC paralelo alimentado por uma fonte
de corrente
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1/t
o(t) —@— 5 [ el (0
+ - [fJ-
(¢ R —-—C
CD i(t) u(t)
B R
a) Circuito do Exemplo b) Modelo do Exemplo [§| usando diagrama
(a)
de blocos.

Figura 1.14: Circuito e diagrama de blocos do exemplo [§]

i(t)=z(t) = ) +ig . c(t) =i(t) —igr(t)
W =yt) = 5 / ic(r
wlt) = R—yg)

Normalmente adota-se o modelo da forma de caiza preto ou black-boz.
Esse modelo ¢ apresentado na Fig. Em geral, um sistema em tempo
continuo opera sobre a varidvel (t) e um sistema em tempo discreto opera
sobre [n].

a(t) y(t) = T{z(0)}

— T{.} —

z[n] yln] = T{z[n])}

Figura 1.15: Modelo caixa preta associando z(t) (ou z[n]) e y(t) (ou y[n]) .

Conhecendo a estrutura interna do sistema e sua constitui¢do permitiria
estimar a saida a partir da entrada. O problema é quando essa descri¢ao
(constituigdo e estrutura) é desconhecida. A questao central é:

"o que se pode afirmar sobre esse sistema?"
"como posso determinar a sua saida a partir da entrada?"

"Serd que existem afirmagoes gerais sobre esse sistema?"
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Causal

Linear

Figura 1.16: Exemplo mostrando como as classes hipoteticamente estariam
distribuidas sobre o universo de todas as fungoes possiveis que associam

z(t) — z[n] e y(t) — y[nl.

Muito pouco podera ser dito sobre o sistema se nao foram feitas suposi-
¢oOes sobre o seu comportamento. E, para estimar a saida do sistema, devera
ser realizada uma analise para cada possivel sinal de entrada.

Assim, procurar-se-a dividir o conjunto de todos os sistemas que asso-
ciam z(t) com y(t) em classes e depois escolher quais classes serdo necessarias,

Fig. [1.16]

1. Estabilidade

A estabilidade é um dos principais conceitos ligados ao projeto de
sistemas. Existem diversos conceitos de estabilidade mas sera adotado
o mais simples: BIBO - bounded input bound output. Esse conceito
diz respeito a um sistema gerar uma saida limitada para um sinal de
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entrado limitado.

[x(0)] < M = [y(t)] = [F{z(t)}] < N (1.26)

. Invariancia no tempo

A invariancia no tempo afirma que se um sistema, independente de
quando, tem a mesma resposta para a mesma entrada.

Se y(t) = F{z(t)} . y(t —to) = F{a(t —to)} (1.27)

. Causalidade

Um sistema causal é um sistema cuja saida no tempo ¢y usou apenas
informagoes t < ty de x(t). Caso nao seja causal implica que para
conhecer a sua resposta em t, deveriam ser conhecidas o futuro de z(t).

. Linearidade

Um sistema ¢é linear se forem cumpridas duas condigoes: escala e
sobreposicao.

(a) escala: se y(t) = F{z(t)} entdo ay(t) = F{az(t)}
(b) sobreposicao: se yi(t) = F{x1(t)} e y2(t) = F{x2(t)} entdo y;(¢) +
ya(t) = Fla(t) + z2(t) }

Exemplo 9 :  Considerando o sistema y(t) = tz(t), determine
se ele é estavel, invariante no tempo, causal ou linear.
solugdo:
1. estabilidade:
ly(t)| = |tx(t)| = |t||x(t)| onde |x(t)| é limitida (por constru-
¢ao) e |t| ndo é limitado;
2. causalidade:

Vo tem-se y(to) = Tox(to) que nao depende de nenhum valor
t >ty em x(t)

3. invariancia no tempo:

7i(t) =

1 (t—to) — wn(t)
Ya(t)

T tx(t — to)
y(t —to) — walt) = (t

— to)w(t — to)

como y1(t) # y2(t) o sistema é variante no tempo.
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4. linearidade:

x(t) = ayz1(t) + aga(t)
y(t) = tlarz1(t) + agwo(t)) = artay(t) + astxs(t)
= ay(t) + azys(t)

o sistema é linear

Exemplo 10 :  Considerando o sistema y(t) = ¢*®), determine
se ele é estavel, invariante no tempo, causal ou linear.
solugao:

1. estabilidade:
ly(6)] = [e"V] como [a(t)] < xapax entdo |y(t)] = [e™4X|
que ¢ limitado. O sistema é estavel.

2. causalidade:
O sistema é causal pois depende apenas do tempo presente.

3. invariancia no tempo:

(t—to) — u(t) = et

r(t) ==z
YE—to) = palt) = e

Y2 (t)

Como y1(t) = ya(t) o sistema é invariante no tempo.

4. linearidade:

z(t) = arz1(t) + agxs(t)
y(t) — ea1m1(t)+agzg(t)

= a1y (t)azya(t)

— ealxl(t)eagxg(t)

O sistema nao é linear pois nao passa no teste da sobreposi-
¢ao.

Exemplo 11 :  Verifique se os sistemas abaixo atendem as
propriedades especificadas:
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1. y(t) = sin|z(t)| é invariante no tempo?

solucao:
r1(t) =z(t —to) — wy1(t) =sin(|z(t — to)|)
ya(t) = y(t —to) — a(t) = sin([z(t —to)])
como 1 (t) = yo(t) o sistema é invariante no tempo.
2. y(t) = 2*(t) é linear?
solugdo:

x(t) = ayz1(t) + agxa(t)
y(t) = (a1zi(t) + agxo(t))?a23(t) + alzi(t) + 2a121 (t)agxs(t)
= afyi(t)azye(t) + 2a121 (t)aszs(t)

Nao passa no teste da sobre posicao nem da escala.
3. y(t) = x(2t) é invariante no tempo?
solugdo:
ya(t) =yt —to) — y2(t) = z(2t — o))

Como y1(t) # ya(t) o sistema é variante no tempo.
4. y(t) = 3z(t) + 2 ¢ linear?
solugao:
z(t) = ayz1(t) + agwa(t)
y(t) = 3(arx1(t) + agza(t)) + 2 = 3ayx1(t)3aswa(t) + 2

Como o termo constante aparece apenas uma vez nao tem
como reagrupa-lo para recompor a fungao y(t). O sistema
nao ¢ linear.

Exemplo 12 :  Considere um sistema com entrada z(t) e saida
o0

y(t) = > x(t)é(t — nT). Determine:

n=— inf
1. Esse sistema € linear e invariante no tempo?

2. Sendo z(t) = cos(2nt), como é y(t) para T = 1/2.
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3. Sendo z(t) = €’ cos(2nt), ache y(t) com T = 1/4

solugao:

Exemplo 13 : Considere o sistemas da Fig. [L3|a), sendo que a
operacao de raiz quadrada produz um valor positivo. Encontre:
1. uma relagao entre z(t) e y(t)
2. se o sistema ¢ linear

3. se o sistema ¢ invariante no tempo

4. Qual a resposta de y(t) se z(t) for dado pela Fig. [L3|(b)

solugdo:

Exemplo 14 : Verifique a veracidade das afirmagoes abaixo e
justifique a resposta.

1. A interconexagao em série de dois sistemas lineares e inva-
riantes no tempo resulta em um sistema com as mesmas
propriedades.

2. A interconexacao em série de dois sistemas nao-lineares re-

sulta em um sistema nao-linear.

solugdo: Sendo o primeiro sistema 77{.} e T5{.} o segundo, y(t) =

Ti{z(t)} e 2(t) = To{y(t) }.

linearidade/escala ay(t) = Ti{ax(t)} e az(t) = Tofay(t)}
linearidade/sobreposic¢ao y1(t) + yot) = Ti{z1(t) + xo(t) } €

21(t) + 21(t) = Tofua (1) + 2(0)}
invariancia no tempo y(t — to)T1{z(t —to)} e z(t — to) = To{y(t — to)}

1.8 Sistemas Discretos

Um sistema em tempo discreto é um operador matematico ou transformacao
T{.} que opera em um sinal de entrada x[n] transformando-o em outro sinal
ylnl, T{z[n]} = y[n] ou z[n] =" y[n]
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Exemplo 15 : A fungao acumudador é dada po: y[n] =
n n—1
> x[k]. Desenvolvendo y[n] tem-se: y[n] = Y xz[k] + z[n] —
k=—o00 k=—00

y[n| = y[n — 1] + z[n]. A equacao acima justifica o termo acumu-
lador pois a saida depende do valor presente na entrada z[n| e do
valor anterior da saida y[n — 1]. Observe que a resposta depende
das condigoes iniciais do sistema.

Considerando o sinal x[n] = nu[n]

1. Se y[—1] = 0 entdo y[n| = zn: kulk] = zn:k = n(nz—i—l)
k=—00 0
2. Se y[—1] = 1 entdo y[n] = _zn: kulk] = y[—1] + zn:k: =
nn+1)+2 o
2

A saida depende de y[—1] e é conhecida como condigoes iniciais.
Se as condigoes iniciais sdo nulas o sistema ¢é dito estar em repouso.

Classes dos sistemas:

. Linear: T{az[n| + bza[n|} = aT{z1[n|} + bT{x2[n|} = ayi[n] + byz[n].

Onde y1[n] = T{x1[n]} e yoln] = T{ws[n]}.

. Invariante no tempo: y[n| = T{x[n]} — T{x[n — ny4]} = y[n — n4|
. Causal: a saida y[ng] depende apenas de valores n < ng da entrada.

. Estével: um sistema repouso é chamado de estavel |z[n]| < Bx < co —

ly[n]| < By < o0

Exemplo 16 :  Mostre que y[n| = nz[n| é linear. solugao:

yln| = T{axi[n]+ bxs[n]} = n(azi[n] + bxy[n))
naxy[n] + nbxa[n] = ayi[n] + byz(n]

o sistemas é linear.
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Exemplo 17 :  Mostre que o sistema acumulador é linear.
solugdo: Sabendo que y[n] = Y z[k], substituindo z[n] =
k=—00

axq[n] 4+ bxa[n] tem-se que:

yln] = > amn]+bwsn] = Y awmn]+ Y bao[n]
k=—00 k=—o00 k=—00
= ayi[n] + bys[n]
Exemplo 18 : O sistema y[n] = 2*[n] ndo é linear. solugdo:

yln] = (az:1[n] + bxs[n])* # ayi[n] + bya[n]

Exemplo 19 :  Seja o sistema diferenciador definido por: y[n] =
x[n] —x[n —1]. Mostre se o diferenciador é um sistemas invariante
ao deslocamento. solucdo:

yln—ng) = z[n—nd| —zn—nd—1] e T{x[n —ng4} = n[n —ng4| —
z[n —ng — 1] = y[n — ng

Exemplo 20 :  Seja o sistema compressor definido por y[n] =

x[Mn]. Determine se o sistema compressor é invariante no tempo.

solugdo:

yln —ng) = x[Mn — ng] e T{x[n — ng} = nx[n — nyg] # y[n — ny.

O sistema ¢é variante no tempo.

Exemplo 21 :  sistemas causais:
ylal = aln] = afo — 1
il = 3l
ol = sl

yln] = z[n]+zn+1]
yln] = k; (k]

yln] = x[2n]

31
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Exemplo 22 : O acumulador é um sistema instavel. solucao:
Basta mostrar um contra-examplo. Seja z[n| = u[n]. Esse sinal
é limitado, |z[n]| < 1,Vn. Qualquer que seja o limite estipulado
para o limite de y[n] sempre existird um valor de n cujo somatério
sera maior do que esse limite.

1.9 Exercicios Propostos

1. Mostre que
(a) [Ae”| = |A]

- T

(b) /% =

(c) e* = cos(km) = (—1)F
2. Determine a energia ou poténcia média para os seguintes sinais:
(a) y(t) = e "u(t)

(b) 2(t) = ;(cos(wt) b, T

€1

3. Desenhe a forma de onda para:

(a) y(t) = u(t) —u(t —2)
(b) y(t) =u(t+1) —2u(t) +u(t — 1)

4. Determine se cada um dos sinais abaixo sao peridédicos. Caso seja
periodico determine o periodo.

() 2(t) = 2cos(3t + )
(b) o(t) = je'™**

() alt)= Y e

8

5. Mostre que:
(a) [Ae”’] = |A]
(h) 77 =
(¢) e = cos(km) = (—1)*
(d) cos(9) = ;[ej‘9 + e e que sin(h) = ;j[eﬁ — e
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6. Desenhe z = Ae?’ no plano cartesiano e mostre que z = Acos(6) +
JjAsin(0)

7. Prove o teorema de Moivre: [cos(f) + jsin(6)]" = cos(nf) + j sin(nd)

8. Admitindo que z = Ae’? determine e desenhe no plano cartesiano:

10. Para o pulso retangular mostrado na Fig. determine x(2t 4 3).

x(t)

-1 1
Figura 1.17: Exercicio

11. Um sinal continuo no tempo ¢é mostrado na Fig. [1.18, Desenhe com
escalas cada um dos seguintes sinais:
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(f) (t/3)

1

1

! > ¢
1 0 1 /3

Figura 1.18: Exercicio

12. Considere o pulso triangular mostrado na Fig{l.19, Esboce cada um
dos seguintes sinais:

x(1)

1 lo 1
Figura 1.19: Exercicio

13. Desenhe a forma de onda dos seguintes sinais:
(a) u(t) —u(t—2)
(b) u(t+1) —2u(t) + u(t — 1)
(¢) —u(t+3)+2u(t+1) —2u(t — 1) + u(t — 3)
14. Mostre que o produto de dois sinais pares ou de dois sinais impares

resulta em um sinal par. Mostre também que o produto de um sinal
par por um sinal impar é um sinal impar.

15. Mostre que:
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(a) Se z(t) é impar entao: /a x(t)dt =0

(b) Se x(t) é par entdo: /_a x(t)dt = 2/0ax(t)dt

16. Mostre que d(at) = i5(15).

lal

t
17. Determine a integral / A(T)dr, &> 0 para as fungdes apresentadas

na Fig. (a) e (b). -

A(Y)
A(Y) 1
: | |
N t
t P 2T 4T
O T 2T 3T 4T
(a) funcdo degrau (b) onda quadrada

Figura 1.20: Exercicio

18. Considere os sinais mostrados na Fig. Pede-se:

(a) Frequéncia fundamental em Hz e rad/s,
(b) Poténcia média,

(c) Valor rms da amplitude.

N\ b\ JANIAN
\_/lf 0.\/).2 0.\/).4 \/

(a) Legendal

A\ 4

0 01 0.2 |0.3 |o.4

(b) Legenda2

Figura 1.21: Execicio
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19. Sejam x(t) e y(t) dois sinais periédicos com periodos T} e Ty, respecti-
vamente. Sob que condigdes o sinal soma z(t) + y(t) é periédico? E se
ele é periddico, qual é o seu periodo fundamental?

20. Determine se ou nao cada um dos sinais abaixo é periédico. Para os
periddicos determine o periodo fundamental.

(a) z(t) = 2cos(3t + 7/4)

(b) a(t) = si (5;%2)

(c) @(t) = sin®(t — 7/6)

(d) 2(t) = (27Tt) (t)

(e) x(t) = 2cos(10t + 1) — sin(4t — 1)
(0 o) = 3 e

<g> l’(t) :jej(10t+7r/2)

21. Calcule a energia ou entao a poténcia dos seguintes sinais:

(a) y(t) —/_too (r)dr, em que: z(t) = 5(t+2) — 3(t — 2)
(b) a(t) = e u(t)

(¢) z(t) = Ae”/"u(t)

(@) a(t) = S/

(e) z(t) = cos(t)

22. Considere que: x(t) = 0(t + 2) — 5(15 — 2) Calcule o valor da energia
t
para o seguinte sinal: y(t) = / x(T

23. O sinal senoidal x(t) = 2 cos(300t + 7/6) é aplicado a um dispositivo
de lei quadratica tal que: y(t) = 2°(t).

(a) Mostre que a saida do dispositivo consiste de um componente dc
mais um componente senoidal,

(b) Determine o valor do componente dc,

(

(d

(e) Valor rms de y(t) (eficaz).

)
c) Determine a frequéncia e a amplitude do componente senoidal,
) Valor de pico de y(t),

)
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24. Determine se os sistemas abaixo sdo: sem memoria, invariante no tempo,
linear, causal e estavel.

(f) y(t) = z(sin(?))
(g) y(t) = t*x(t — 1)

25. Seja um sistema cuja relagao entre entrada e saida é dada por: y(t) =
at + b, em que a e b sao constantes. Pergunta-se:

(a) O sistema é linear? justifique.

(b) Para que condicoes de a e b o sistema ¢é linear?
Sinais e sistemas discretos no tempo

1. Considere a seqiiéncia z(n) = (5 — n)[u(n) — —u(n — 5)]. Desenhe:
2. y[n] = x[n — 2]
3. y[n] = x(3 —n)

4. y[n] =z(2n —2)

se |n| < 3,

5. Um sinal discreto é definido por: z[n] =< |n|+1’ Deter-

=

c.c.
mine a sequiéncia x[n] e desenhe o sinal.

(a) Desenhe o sinal z[n — 2]
(b) Desenhe o sinal x[n + 2]

(c) Desenhe o sinal z[n]u[n].

6. Desenhe as seguintes seqiiéncias:
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(a) z[n] = cos(mn/2)
(b) z[n] = cos(mn /6
(¢) z[n] = uln] —uln — 5]
(d) z[n] = 0.5%u[n
(e) x(n) = 2"uln]

CAPITULO 1. INTRODUCAO

7. Para os itens (a) e (b) do exercicio anterior, admitindo 7' = 0.001,
determine os sinais continuos no tempo que geraram as sequéncias.

8. Expresse a sequéncia abaixo em fungao de fungoes degrau unitéario

z[n]

S W N =

sen =0,

sen =1,

sen =2, (1.28)
c.c..

9. Para cada um dos sinais abaixo, esboce z[n| e determine Ex ou Px e

Mx.

(a) e™/?uln]

o0

(b) z[n] = Y cos(w(n — 6k)/6) — u[n — 6k — 3]

k=—00



Capitulo 2

Sistemas Lineares e Invariantes
no Tempo

O estudo sobre os sistemas lineares e invariantes no tempo (LTI) procura
determinar as suas propriedades e a resposta dessa classe de sistemas para um
sinal de entrada z(t) genérico. Essas propriedades e discussoes sao equivalentes
no tempo continuo e discreto. Para preservar os aspectos didaticos do texto
sera apresentado apenas para o tempo continuo e no final de cada sec¢ao serao
apresentadas as formulas para o dominio discreto.

A linearidade significa que vale o principio da sobreposicao e o de
escala: se yi(t) = T{x1(t)} e yo = T{xo(t)} entdo T{arx1(t) + aswo(t)} =
a1y1(t) +agys(t), onde a; e ay sdo constantes. Essa ideia pode ser generalisada
para um numero arbitrario (finito) de entradas: xi, za, ..., xy,

(k) (k)

Sistema invariante no tempo significa que se um sistema arbitrario tem
uma saida para uma determinada entrada, o adiar ou atrasar essa entrada em
T segundos, a saida serd idéntica exceto que a saida serd adiada ou atrasada
do mesmo T segundos, ou seja

y(t) =T{z(t)} — y(t —T)=T{x(t -T)} (2.2)
Os principais resultados do estudo dos sistemas LTI sao:

39
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1. esses sistemas podem ser caracterizados completamente por uma tnica
funcao chamada de resposta ao impulso do sistema, e

2. a sua resposta a uma entrada arbitraria é completamente determinada

a partir do conhecimento da resposta ao impulso do sistema.

Esse método de anédlise é exclusivo no dominio do tempo e os mesmos resulta-
dos sao obtidos para sinais e sistemas em tempo discreto.

2.1 A operacao de convolucao

Para a determinacao da resposta de um sistema LIT consideram-se que:

o(t) = /°° 2(7)8(t — 7)dr, (2.3)

— 00

def
h(t) = T{z(t)=14(t)} (2.4)
O sinal h(t) é conhecido como resposta ao impulso do sistema.

Sendo y(t) = T{x(t)} e usando a eq. tem-se:

v = T Z 2(1)6(t — 7)dr)
= /O:o x(T)T{6(t — 7)}dr, T{.} élinear em ¢t

= / x(T)h(t — 7)dr,  T{.} é invariante no tempo

— 00

O comportamento de uma sistema T'{.} linear e invariante no tempo
com uma entrada arbitraria z(t) é completamente descrito pela eq.

o0

y(t) = 2(t) % h(t) / 2(T)h(t — 7)dr (2.5)

—00

Esse resultado indica que a resposta de qualquer sistema LTI pode ser
determinada pelo conhecimento de uma resposta particular do sistema, h(t).
E importante observar que esse resultado tem que ser usado com cuidado
pois:

1. todo os sistemas (LTI ou ndo) possuem uma resposta ao impulso e,
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2. a operacao de convolucao sempre podera ser feita dado dois sinais
quaisquer.

O resultado da integral de convolugao sera igual a resposta do sistema quando
o sistema for LTI. Caso nao seja LTI nada podera ser afirmado.

Exemplo 23 : Um exemplo simples de sistema LTI é o sistema
mostrado na Fig. cuja resposta ao impulso é dada por:

t

h(t) = e”Rcu(t)

A sua resposta ao sinal z(t) = u(t) — u(t — 1).

Figura 2.1: Circuito para o exemplo

solucao:

Observe que a integral na eq. [2.5] é realizada em 7 e que t é
um parametro para o sinal h(t). Dessa forma, z(t) — z(7) e
h(t) — h(7). A funcao h(t — 7) é apresentada na Fig. d.
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i
i

06 5
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 =5 0 5 10 15
tau tau

(¢) h(r —1) (d) A(t —7)

Figura 2.2: Grafico dos sinais x(7) e h(t — 7).

Para ¢t < 0 o produto dos sinais z(7) e h(t — 7) é zero. Observe
que h(t —7) é zero para T >t e x(r) ézeroT < 0e T > 1.

No intervalo 0 < 7 < 1, h(t — 7) esta percorrendo z(7) e a regido
cujo produto diferird de zero é [0,t] e, sendo assim, esses sdo 0s
limites de integracao.

Quando t > 1 o produto entre z(7 e h(t — 7) diferira de zero
apenas em 0 < ¢t < 1, suporte de z(7). Os limites de interacao
para esse intervalo serd [0, 1].

0
t<0 - y(t):/ 0dr = 0

t t—71 t
0<t<1 - y(t) :/ ¢~ dr = RC(1 — e~7c), Fig. B3(a)

0

1 t—1 t 1
t>1 - y(t) = / e  Rc dr = RCe RS (eRe — 1), Fig. 2.3(b)
0
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3
=
3
%

S
—
(tau) h(t-tau)
o
>

Figura 2.3: Gréfico dos sinais z(7) e h(t — 7) para dois valores, (a) t = 0.5 e

(b) (t =4).

y(t)

0.7

Figura 2.4: Resposta para o ex. com RC = 1.

2.1.1 Tempo discreto

Para sistemas em tempo discreto as equacoes sdao equivalentes e a operacao
de convolucao passa a ser:

o0

yn) = 3 xklh[n — k] < zn] % hin) (2.6)

k=—00
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onde h[n] = T{z[n] = d[n|}, resposta ao impulso do sistema.

2.2 Propriedades da operacao de convolucao

As representacoes usando diagramas de blocos serao mais detalhadas na secao

3.8

D)
2(t) —H ) = ho(t) Ho y(t)

(a) Sistemas série

1 hg (t)
(1) { @%ﬁ y(t)
l h1 (t)

(b) Sistema paralelo

Figura 2.5: Sistemas (a) série (hy(t) e ho(t)) e sistema equivalente h(t).

associatividade:

o)+ y(®]+2() = [ a(r)y(t = 7y) (=aN)] + 2(0)
B /O:o[/o; 2 (Tay )Y (Tyz = Tay)dTwy)2(t — 7y2)d7y2

o)+ [p(0) +20) = o)+ [ yre)a(t = mem]

= [T e pm)at Ty — 1)y
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Fazendo a troca A = 7,y + 72, A\ = d7py, naeq. 27 en = X — 7y,
dn = —dr,., naeq. 77:

/_ Z[ /_ : 2(Tag)Y(Tys — Tay)dTay)2(t — 7,2)dT,. = / / —)2(t — NdAdn
[ O:O (T [ O:O Y()2(t = Toy — 72)dTey)d ey = / / )2(t — \)dAdn
comutatividade:
Balt) % ha(t) = alt) % I (1) (25)

fazendo a substituicao de A =t — 7,

x(t) * h(t) = /O:O x(t — T)h(T)dr
-/ O:O c(\A(E — \)(—d))
_ /:o 2(\)h(t — M) (dN)
_ /: 2\t — N)d\ = h(t) * z(t)

Assim as integrais sao iguais e vale a propriedade de associagao.

distributividade:

[£(8) * ha () + 2(t) * ho(t) = 2(t) * [ha(t) + ha(1)] (2.9)

() * [h(t) + ha(t)] = Dbt = 7) + ho(t — 7)]dr

Il
\\

TV (t —7) d7+/ T)ho(t — 7)dr
= xt)*hl() () * ho(t)



46CAPITULO 2. SISTEMAS LINEARES E INVARIANTES NO TEMPO

derivada:

y(t) = xz(t)xh(t) = /_O:O x(T)h(t — T)dr
4w = /_O; m(T)jth(t _rydr = ()« L)

d
= ax(t) x h(t)

integral:

y(t) = a0 <ht) = [ a(@h(t - r)dr

/o:oy(t)dt :/ / 2()h(t — 7)drdt

=/ T)dT Ooht—T

—00

area de x 4rea de h

A integral da convolugao é igual ao produto das integrais.
escala: y(t) = z(t) x h(t) e z(t) = x(at) x h(at),a > 0 entdo:

) = /°° w(ar)h(alt — 7))dr

—0o0

Resposta ao degrau unitario: é a resposta para a entrada u(t) e
esta relacionada com h(t).

Seja: s(t) = h(t) *u(t)
= [ h(yult—ryar

-/ U h)ult — 1)dr [ h(ryutt ~ rydr

— 00 t+
como: u(t—7)=1, t>r1

sw) = [ h(rdr e h(e) = S50

—00
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200

s

08 150
25

06 =

2 100

04 g o715

50

02
25

00 00

Figura 2.6: Interpretacao para operacao de convolugao.(a) funcao pulso (b)
aproximagao de uma fungao qualquer com uma sucessao de pulsos (c) resposta
do sistema ao pulso (d) resposta do sistema a sucessao de pulsos.

2.3 Interpretacao e calculo da convolucao

A operacgao de convolucao traduz o efeito de se realizar uma medida de um
sinal z(t) porém o instrumento de medida nao é perfeito e possui uma resposta
ao impulso dada por h(t). Na Fig. o sinal x(t) estd aproximado por uma
sucessao de fungoes pulso (p,(ty) = u(ty) — u(to — 7)) ponderado pelo valor
x(tp). Observa-se que sendo conhecido apenas uma resposta ao p,(ty) como
sendo ¢(t) tem-se que:

1. o sistema ¢ linear entao pelo principio da sobreposi¢ao vale que a
resposta sera a combinacao de todas as entradas e serao escaladas por
x(to), principio da escala;

2. o sistema ¢ invariante no tempo, logo a mesma resposta vale para
qualquer tg.

Desta forma, a resposta final do sistema serd dado por y(t) =Y g(t —
(k)

'Fig. 2.6 Livro.ipynb
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k)x(k), no limite 7 — 0 esse somatério converge para a operagao de convolu-

¢ao.

Algoritmo para o céalculo da convolugao

. expresse cada funcdo em termos da variavel livre 7;

. espelhe uma das fungoes: ¢g(7) — g(—7). Normalmente se escolhe a

funcao que seja mais facil de manipular;

. faga um deslocamento de ¢, g(t — 7) ird se deslocar ao longo do eixo 7.

. comece t no —oo e o desloque até +00. Sempre que as duas funcoes se

interceptarem, encontre a integral do seu produto. Em outras palavras,
calcule uma soma ponderada de f(7) com os pesos g(—7) a medida que
t varia;

. a forma de onda resultante é a convolugao das duas fungoes f(t) and

g9(t);

. se f(t) é um impulso unitério, o resultado serd apenas a g(t), que é

chamada de resposta ao impulso, /oo d(1)g(t —1)dr = g(t)

2.4 Propriedades sistemas LTI

Causalidade

y(t) = /mhup@—TmT

0~ o)
— / hﬁﬁ@—rﬂr+/ h(r)a(t — 7)dr
—00 0
T<0—t—7>1 T>20—t>t—7

A primeira integral é ndo-causal e a segunda é causal. Como se deseja que a
resposta seja causal espera-se que no intervalo nao-causal h(7) seja igual a

Zero.

Desta forma, a condicao para que um sistema LTI é que
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h(t)=0, t<0 (2.10)

Estabilidade

y®l = | [ h(r)at = r)dr]

| Im@)la(t = 7ldr
< M, [ In()lar

—00

IN

Por construgao espera-se que x(t) < M,,Vt. Para que o produto dos termos
da eq. seja finito estera-se que h(t) seja absolutamente soméavel.

/°° Ih(1)|dt < oo (2.11)

—00

2.5 Estimativa da resposta ao impulso

Essa estimativa é feita com uso da propriedade da resposta ao degrau. A
Fig. mostra a definicdo da resposta ao impulso. A Fig. mostra o uso
da combinagado da resposta ao degrau e de um circuito diferenciador para a
obtencao do h(t).

z(t) = 4(t) y(t) = h(t)
— T{} ——

Figura 2.7: Resposta de um sistema LIT para uma entrada z(t) = §(t) e
resposta y(t) = h(t).
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y(t) = h(t)
x(t) = u(t) () s(t) sistema s
diferenciador
z(t) =onda y(t) = h(t)& — h(t)
quadrada () s(t)& —s(D)  gistema S
diferenciador

Figura 2.8: A entrada de um sistema LIT com uma func¢ao degrau tem com
saida a funcao s(t) e, sendo derivada obtém-se a fungao h(t). Ao se entrar
com uma fungdo quadrada com média zero, a fungao s(t) fica alternando
entre s(t) e —s(t). Derivando essa resposta tem-se que a resposta impulsiva
também vai alternar como h(t) e —h(t).

A Fig. mostra um circuito simples de primeira ordem para exempli-
ficar a estimativa da resposta ao impulso. Na Fig. tem-se um conjunto
de excitagoes de fun¢oes quadradas com periodos diferentes. Observa-se que
quanto maior o periodo mais a resposta vai para zero. Os casos onde o perido
¢ muito curto, tem-se que a resposta nao chega no zero.

Figura 2.9: Circuito para exemplo da determinagao experimental da resposta

ao impulso.
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1.00 4

0.75 4

0.50 4

tensdo de saida (V)

—1.00 1

" " " " " " "
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0125 0.150
Time (s)

T T
0.175 0.200

Figura 2.10: Resposta ao degrau para o circuito da Fig. [2.5

A partir dos sinais da resposta do sistema da Fig. [2.5] é aplicado um
diferenciador para a obtencao da resposta ao impulso, h(t), mostrado na Fig.
[2.5 gréfico na cor verde.

Figura 2.11: Circuito de segunda ordem para a estimativa da resposta ao
impulso.
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Resistor voltage (V)

1.00 4 —— sinal de entrada
~——— resposta ao degrau
075 1 — (1) e ~h(1)

0.50 1
0.25 1 /X\
0.004 Qe

0.000 0.005 0010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040
Time (s)

Figura 2.12: Resposta ao impulso para o circuito da Fig[2.5

No exemplo anterior, a resposta ao impulso foi determinada a partir
da resposta ao degrau unitario e diferenciando o seu sinal. Em alguns casos,
a resposta ao impulso pode ser estimada diretamente por um sinal que se
assemelhe a um impulso. Na Fig. [2.13]| é apresentado um sistema mecanico

onde se

planeja determinar a resposta ao impulso coletada por um microfone e

a excitacdo imitando um impulso feita por um martelete elétrico posicionado
na parte de baixo da placa cerdmica. A partir da resposta ao impulso pode-se
avaliar se existe ou nao fratura na pega ceramica.

Figura
fratura.

2.13: Equipamento para a avaliacdo de pecas ceramicas sijeitas a
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Volts no microfone

Tempo - segundo

T . T ” T . T L T " T % 1

Figura 2.14: Resposta ao impulso da peca ceramica apresentada da Fig. [2.13]

2.6 Exercicios propostos

1. Determine a integral de convolucao entre os seguintes sinais:
(a) z(t) = e ®u(t),a > 0e h(t) = Au(t)
1 0<t<1, 1 0<t<?2
a0 ={y 0 e -

0 c.c 0 c.c.
(c) x(t) = e™u(t),a > 0 e h(t) = Au(t)

t+1 0<t<1,
(d) z(t) = —t 1<t<2, eh(t)=0(t+2)+25(t+1)
0 c.c.

(e) x(t) = u(t —3) —u(t —5) e h(t) = e > u(t)

t 0<t<2, )1 0t <,
(£) 2(t) = { 0 c.c. ¢ h(t) = { 0 c.c.

2. Mostre que se y(t) = z(t) x h(t) entdo y(—t) = z(—t) * h(—t)

3. Mostre que se z(t) = 0, t > Ty e h(t) = 0, t > T3 entdo y(t) = 0,
t>1T) +T1s.

4. Considere os seguintes sistemas LTI em que h(T") é a resposta ao impulso.
Determine se eles sao estaveis ou causais. Justifique a resposta.
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(a) h(t) = e u(t —1
(b) h(t) = e *u(l —t
(c) h(t) =e?"

(d) h(t) =te "u(t)
(e) h(t) = 34(t)

(f) h(t) = cos(mt)u(t)

5. Considere o sistema formado por dois sistemas em paralelo com respostas
ao impulso: hy(t) = e "u(t) e hy(t) = 5e ""u(t — 1). Determine:
(a) Encontre a resposta ao impulso do sistema equivalente,
(b) O sistema equivalente é estével?
6. Considere o sistema formado por dois sistemas em cascata, com respostas
ao impulso: hy(t) = u(t — 1) e hy(t) = e u(t)
(a) Encontre a resposta ao impulso do sistema total,
(b) O sistema ¢é estavel?

7. Encontre a resposta natural do circuito RL mostrado na Fig. em
que z(t) é uma tensao de entrada e y(t) é a corrente de saida. Admita

y(0) = 1.

R
AN
x(t) y(t) } ?L

Figura 2.15: Figura do exercicio [7]

8. Para o exercicio [7] encontre a resposta particular e a resposta total
admitindo:

(a) z(t) = e’u(t) e y(0) = 1
(b) z(t) = cos(wot) e y(0) =0

9. Encontre a resposta do circuito RC mostrado Fig [2.16] admitindo:
z(t) = u(t) e y(0) = —1V.

x(0)

FC oy

Figura 2.16: Figura do exercicio [9}
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10. Considere um sistema LTI, causal, cuja entrada z(t) e saida y(t) sdo

d
relacionadas pela seguinte equagao diferencial: %y(t) +4y(t) = x(t)

(a) Se x(t) = eT1F3D4(t), qual é y(t)?

(b) Determine a saida y(t) para a entrada z;(t) = e *cos(3t)u(t).
Sugestao: utilize o resultado da parte (a), notando que Re[x(t)] =
(1)

11. Considere o circuito RLC mostrado na Fig. [2.17}

R L

x(t) y(t) | ]—]_ C

Figura 2.17: Figura do exercicio |11}

(a) determine a resposta natural,

d
(b) admitindo y(0) = 1e ay(()) = 0 determine a resposta natural para
os seguintes valoresde R, Le C: R=0,L=C=1,R=L=C=1
cR=2L=C=1

12. Resolva as seguintes equagoes diferenciais homogéneas:

(@) L0030 + 2900) = 0, 5(0) =0y (0) =1

() Lot 3L y0) + 2006 = 0, (0) = 1y (0) = 1

(©) Fu(t) + 25 y(0) + 29(0) = 0. y(0) = 1y (0) =1

@ yj%g)(t) ;jf;yw )~ ) = 0.5(0) = Ly = 1 e

(©) “ylt) + 2 25(0) + 5y(t) = 0, 4(0) = 1 e y(0) = 1

13. Determine e esboce as solugoes das seguintes equagoes diferenciais:

(a) “Sult) = 29(1) = 2(t) 2(t) = u(t) e y(0) = —1
(b) o) —29(1) = 22(1) (1) = u(t) e y(0) = 1
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14. Determine o diagrama de blocos (forma direta II) dos seguintes sistemas

LTT:
(0) 45 5(0) + 2 y(1) = (1) — B 55 (1)
(b) 5u(t) + SLy(t) — 2y(t) = (1)
(€) “3ult) = a(t) — 2 2(1)
(d) d—zy(t) + 2iy(t) —2y(t) = z(t) + ix(t) +3 /t x(rdr
dt? dt dt —00

15. Calcule a resposta ao degrau para os seguintes sistemas LTI:

(b) h(t) =—d(t+1)+d(t)—o(t—1)
(c) h(t) = cos(mt)[u(t + 3) — u(t — 3)]

16. Escreva e equagao diferencial que relaciona a saida y(t) com a entrada

x(t) para o sistema representado pelo diagrama de blocos, Fig. [2.18
Determine também a resposta em frequéncia e a resposta ao impulso
do sistema.

x(t) 431 /‘oo()dT y(t)

Figura 2.18: Figura do exercicio [16]

2



Capitulo 3

Transformada de Laplace

A partir da equacdo da integral de convolucdo eq. tem-se que a saida y(t)
de um sistema LIT com entrada x(t) é dado por:

y(t) =T{z(t)} = h(t) xz(t) = /OO h(7)x(t — T)dT onde h(t) é a resposta ao

impulso do sistemas. Em particular, se a entrada é uma exponencial complexa
z(t) = e”, onde s = 0 + jw, entdo a saida do sistema serd:

y(t) = T(} = [ hr)etdr

= e /_O:O h(t)e *"dr = e H(s) (3.1)

Esse resultados mostra que as funcdes z(t) = e* sdo as auto—fun(;()esﬂ
de quaisquer sistemas LIT e que transformagao o sinal z(t) em y(t), cujo

auto-valores sao definidos como: H(s) 2 / h(t)e *'dt. Esse resultado é

definido como a Transformada de Laplace da_resposta ao impulso do sistema.

A Transformada de Laplace de um sinal qualquer é definida como:

X@y:/mx@mﬂwt (3.2)

—00

A transformada de Laplace é muito utilizada para analisar e caracterizar

Linear Algebra, Kenneth Hoffman, Ray Kunze, 1971; ISBN-13: 978-0135367971

o7
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sistemas LTI em especial determinar a funcao de transferéncia do sistema,
causalidade e estabilidade.

3.1 Regiao de convergéncia (ROC)

A existéncia da transformada de Laplace X (s) de um sinal x(¢) depende da
varidvel complexa s assim como do sinal z(t). A regidao do plano complexo
s € S tal que a integral da transformada de Laplace converge forma a regiao
de convergencia (ROC). X (s) existe se somente se s esta na ROC.

(X(s)] =[] a(t)e™|dt

/ lz(t)e="|dt
/ T a(t)em N gy

/ 2 (t)e=" | dt
> ol

/OO lz(t)e 7"|dt < oo

—0o0

IN - IA

IN

IN

A ROC ¢ determinada de tal forma que x(t)e” 7" seja absolutamente
somavel.

Exemplo 24 :  Determine a transformada de Laplace de z(t) =
—at
e~ "u(t).

solucao

= (lim e~(@+9 _ 1) -1
t—o00 a-+ s

Para que essa integral convirja, é necessario que R{a+s} = a+o >

0..0 > —a e a transformada de Laplace serd: X(s) = T
s+a
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Exemplo 25 : Determine a transformada de Laplace para
z(t) = —e~ "u(—t).

solucao:

0
X(s) = —/ e e tdt

_ /0 o~ (atotiw)t gy
o 0

_ ef(a+a+jw)t
a+o+jw

Esse resultado é valido somente quando a + o0 < 0 ou o < —a e,
1

a+s

neste caso, a transformada de Laplace serd X (s) =

Exemplo 26 :  Determine a transformada de Laplace de z(t) =
e~ = o=y (t) 4 eu(—t).

solugdao: X (s) seré a soma das seguintes transformadas

Leut) = —— (o> —a),
Cletu(—t)] = — (0 <a)

S—a

sea > 0, ou seja x(t) cai quando |t| — oo, a intersegao das regides

de convergéncia serd a regiao —a < o < a, e a resposta sera dada
1 —2a

por: Llz(t)] = — = —— Entretanto, se a < 0, ou
s+a s—a S$°—a

seja z(t) cresce sem limite quando [t| — oo, a interse¢ao das duas

ROC sera um conjunto vazio e a transformada de Laplace nao

existe.

Neste ponto adota-se que z(t) serd de ordem exponencial, ou seja, existe
uma constante a, um valor positivo tg e M tal que |x(t)| < Me™ Vt >ty e
x(t) seja definido. Essa condigdo é necessaria para exista a transformada de
Laplace. Sinais da forma x(t) = e”” ndo possuem transformada de Laplace,
porém todas as fungoes polinomiais possuem.
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i
0 —a
0+ - _
—4 -2 —-1.0 —0.5 0.0 0.5
f 1
0 0
—e (1) 0 5
—14 _
—4 —2 0 2 4 —-1.0 —0.5 0.0 0.5
14 1 iQ
e u(t) + e Plu(—t) 0
"
0+ : - T : 1
—4 -2 0 2 4 —-1.0 —0.5 0.0 0.5

Figura 3.1: As figuras da esquerda sao as respostas no tempo e as da direita o
plano C com a regido de convergéncia em cinza. A primeira linha corresponde
a uma funcao lateral direita, a segunda linha uma funcao lateral esquerda e a
ultima uma funcgao bilateral.

3.2 Propriedades da ROC

A existéncia da transformada de Laplace X (s) de um dado sinal z(t) depende
se sua integral converge, o que dependera de z(t) e também de o. Sinais
x(t) com duragao finita (z(t) # 0,ty < t < t;) terdo sempre transformada de
Laplace.

z(t)u(t — ty)) possui duragao infinita

—0

Sinais laterais direitos (x(t)
para t > to. Neste caso o sinal z(t)
Sinais laterais esquerdos (z(t) = x(t)u(to — t)) terdo duracdo infinita para
t < tg, e valores o < 0 fardo z(t)e 7" ser absolutamente soméavel.

Consolidando esses resultados, a ROC possui as seguintes propriedades:

1. Se z(t) ¢é absolutamente somével e de duragao finita entdo a ROC de
X(s) é todos o plano S;

2. Se z(t) é um sinal lateral direito e R{s} = o0y estd na ROC, entao

et serd absolutamente soméavel se o > 0.

1.0
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qualquer s a direita de o (i.e., R{s} > og) estd também na ROC.
Neste caso, a ROC é um semi-plano lateral direito, Fig. primeira
linha;

3. Se z(t) é um sinal lateral esquerdo com R{s} = oy na ROC, entao
qualquer s a esquerda de oy (i.e., R{s} < 0g¢) estard também na ROC.
Neste caso, a ROC é um semi-plano lateral esquerdo, Fig. [3.1] segunda
linha;

4. Se z(t) é bilateral, entdao a ROC ¢ a intersecao de dois semi-planos e
neste caso podera corresponder a uma faixa ou um conjunto vazio, Fig.

terceira linha;

5. A ROC deve ser conexa.

Exemplo 27 : Determine a transfornada de Laplace para um
sinal bilateral da seguinte forma: z(t) = e,

—x(t) se x(t) <0,

solugdo: Adotando |z(t)| = { x(t) se x(t) > 0.

Lle""]

X(s) = Llz()] =
"u(t)] + Lle"u(—t))

= Ll

A transformada de Laplace podera ser obtida a partir dos exemplos

anteriores. L[e "u(t)] = o Re[s] > —b e seja b = —a
s
1 1
_ bt, (1] — —at, ()] — _ S
tem-se L[ u(—t)] = Lle""u(—t)] a s Rel[s] <
—a = b. Combinando os dois resultados, tem-se L[e”"] = P
s

1 %
s—b s2—01p2

Se X(s) existe ou nao dependera de b. Se b > 0, z(t) decai
exponencialmente com o aumento de [t| — oo, e a ROC é a
faixa entre —b e b e, X (s) existe. Caso b < 0, i.e., x(t) cresce
exponencialmente com [t| — oo, entdo a ROC serd um conjunto
vazio e X (s) ndo existe.

—b < Re[s] < b
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3.3 Propriedades da transformada de Laplace

A transformada de Laplace possui um conjunto de propriedades que sao
usadas normalmente para facilitar o seu calculo. Deve se ter um cuidado
especial com a ROC. Para essas propriedades sera adotado que: L{z(t)} =
X(s), ROC =R, e L{y(t)} =Y (s), ROC = R,

As propriedades que nao forem justificadas nessa se¢ao serao justificadas
no Cap. Transformada de Fourier, embora a transformada de Fourier seja uma
restricao da transformada de Laplace a argumentacao podera ser extendida
para o caso mais geral.

1. Linearidade: L{az(t) + by(t)} = aX(s) +bY (s), ROC D (R, N R,)

A ROC da combinacao linear de x(t) e y(t) deveria ser a intersecgao
das ROCs individuais R, N R, nas quais X (s) e Y'(s) existem. Embora
possa ser observado que em alguns casos (p.ex. de cancelamentos entre
polos e zeros) a ROC podera ser maior que R, N R,, como mostrado no

ex.

Exemplo 28 : Seja X(s) = £{z(t)} = 311 Rels] > -1, ¢
1

Y(s) =L{y(t)} = GrDs+2) Re[s] > —1.
1 1 s+ 1

Entao Lz(t) —y(t)] =

1 s+1 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
——, Re[s] > =2 A ROC da combinagao dos dois sinais é maior

s+2
que a intersec¢do das ROC individuais.

2. Deslocamento temporal: L{x(t —ty)} = e "*X(s), ROC =R,

3. Deslocamento no dominio de Laplace: £{e***z(t)} = X (s—s¢), ROC =
R, + Re[so] A ROC é deslocada horizontalmente de Relso).

1 S R,
4. Escala temporal: L{z(at)} = WX(f), ROC = — A ROC ¢
al a a
horizontalmente escalada de 1/a, o qual poderd ser tanto positivo
quanto negativo, e nesse caso a transformada de Laplace ¢ invertida
horizontalmente.
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5. Conjugado: L{z*(t)} = X*(s*), ROC = R, Justificativa:
X*(s) = | / T rt)e ] = / T (e tdt = Ll ()]

6. Convolucao: L{z(t)xy(t)} = X(s)Y(s), ROC D (R, N R,) Observe
que a ROC da convolucao pode ser maior que a interseccao R, e Ry,
devido a possibilidade do cancelamento de polos e zeros, similar a
propriedade linear.

Exemplo 29 :  Considere

X(s) = Ll(t)] = Z’i; Rels] > —2
Y(s) = Lly(t)] = Zﬁ Rels] > —1
entao

Llz(t) *y(t)] = X ()Y (s) = 1,
onde a ROC ¢ todo plano S.

7. Diferencia¢ao no tempo:

L'[C;ia:(t)] =sX(s), ROCDOR,

Pode ser justificado pela diferenciagao da inversa da transformada de

Laplace:
d 1 o+4joo d 1 o+4joo
L) = — X —Std:—/ X(s)etd
dtx<) j27T/cf—joo (S)dt6 ° J2m Jo—joo sX(s)e”ds
tem-se &
ﬁ[%m(t)] = s"X(s)

multiplicando X (s) por s pode causar o cancelamento de polos e zeros
e, assim a ROC resultante podera ser maior que R,.

Exemplo 30 : Dado
Llu(t)] =1/s, Re[s] >0

tem-se:
o) = L) =1, £LSsw] =5 Ll o) ="
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A ROC é todo o plano-S

8. Diferenciacao no plano-S

Llta(t)] = —js)qs), ROC = R,

Pode ser justificado pela diferenciacao da transformada de Laplace:

Cx(s) = [T altyetat = [T (ot

Repetindo _ _
Ltz ()] = (—1)"£X(s), ROC = R,
9. Integracao no tempo
c[/_; o(r)dr] = Xis), ROC D (R, N{Rels] > 0})

Pode ser justificado por:
00 t
x(t) xu(t) = / x(T)u(t — 1)dr = / x(T)dT

e usando a propriedade de convolugao tem-se
Llz(t) xu(t)] = X(s)-

Observe que a ROC de L[u(t)] = 1/s é o semi-plano lateral direito
Re[s] > 0,a ROC de X (s)/s é a intersecgao de duas ROCs R, N{ Rels| >
0}, exceto se ocorrer polo e zero cancelamento (quando x(t) = dd(t)/dt
com X (s) = s) nesse caso a ROC ¢é todo plano-S.

Teoremas do valor inicial e final

O valor inicial de um sinal lateral direito, z(0) £ lim x(t), e o valor
—

final, z(oc0) = tli)m x(t) (se existir) pode ser determinado pela transformada

de Laplace X (s) com o uso de:

« valor inicial: z(0) = lim sX(s)
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o valor final: z(o00) = h_r)r(l) sX(s)

Justificativa: como x(t) = z(t)u(t) = 0 (sinal lateral direito) para t < 0,
tem-se

ucloatt) = [ Satedr= [ dnle

e}

= x(t)e”*

+ s /OOO z(t)e *dt = sX(s) — x(0)

o0
e quando s — 0, as equagoes acima se tornam lim [x(t)] e Stdt =
s—0 Jp dt

/OOO dx(t) = z(00) —x(0) = lim[s X (s) —x(0)] ou seja, ll_I)I(l) sX(s) = z(c0)

s—0
* quando s — oo, tem-se lim ; dtx(t)] e tdt =0 = lim [sX(s) —

z(0)] ou seja, lim sX(s) = z(0)

Entretanto, em uma dada funcao z(t) o valor final ndo depende na
localizagao dos polos de X (s) exceto se estiverem na origem. Considere os
seguintes casos:

« se os polos estdao no semi-plano lateral direito do plano-S, z(t) ird conter
termos cujo crescimento sera exponencial e, neste caso, nao sera limitado,
x(00) nao existe;

e se existir um par de polos complexos conjudados estiverem sobre o eixo
imaginario, z(t) conterda um termo senoidal e z(00) nao sera definido;

» se os polos estao no semi-plano lateral esquerdo do plano-S, z(t) conterd
um termo descrecente exponencialmente sem contribuigao para o valor
final;

 somente quando os polos estdo na origem do plano-S, z(t) ird conter
um componente (DC) constante que é o valor final do sinal.

Considerando as observagoes acima, o valor final também pode ser
obtido pela expansdo em fragoes parciais de X(s): X(s) = > =
i=0 S — Di




66 CAPITULO 3. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Co <

2y

s i—1

onde p.s sao os polos e pg = 0. O sinal correspondente no

S —DPi

n n
tempo serd: x(t) = Z C,ePit = Cy + Z CieP t > 0. Todos os termos exceto
i=0 i=1
0 primeiro representam exponenciais crescentes/decrescentes ou senoides.
Multiplicando ambos os lados de X(s) por s e fazendo s — 0, obtem-se:
" sC;
lim sX(s) = lim [Co+ .
s—0 s—0 = S — i
exceto o primeiro termo Cy. Se todos os polos p;, i = 1,2, --- , n estdo no semi-
plano lateral esquerdo do plano-S, seus sinais no tempo terao um decaimento
para zero, deixando apenas o primeiro termo Cy, o valor final x(00).

] = (Cpy. Todos os termos se tornam zero,

L[X(s)]=L [1 <1 + ! )} = 1(1 + e *)u(t) Quando t — oo,

2\s  s+2 2
tem-se z(00) = 1/2. Aplicando o teorema do valor final: x(cc) =

1 1
SX(S) <0 = m =

Exemplo31: X(s)= primeiro se encontra x(t):x(t) =

2

s=0

1
Exemplo 32 : X(s) = ———. De acordo com o teorema

s(s —2)

1
do walor final tem-se: x(o0) = SX(S)‘ o= Ty Entretanto,

como a inversa da Transformada de Lapiace z(t) = L[X(s)] =

1 1 1 1
5{2(3—2_.9)

= —[e* — 1]u(t) ndo é limitada (o primeiro
termo cresce exponencialmente), o valor final nao existe.

2

O teorema do valor final pode inclusive para determinar o ganho DC do
sistema (quociente entre a saida e a entrada) quando o sistema esta em estado
estaciondrio e os componenetes dos transientes ja decairam. Normalmente
se assume que a entrada é a funcdo degrau unitario z(t) = u(t), DC gain =

. 1 .
lim {SH(S)J = £1_I>I(l) H(s).

s—0

Exemplo 33 :
s+2

s2+2s+ 10
O ganho DC no estado estaciondrio: t — oo podera ser encontrado
com lir% H(s)=10.2

s—

H(s)=
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3.4 Transformada de Laplace inversa

A féormula da integral para a transformada inversa de Laplace, é dada pela
integral de linha:

x@)—-cqpx@}——zl,hnllf”Te“XLgd& (3.3)

onde a integral é feita ao longo da linha vertical paralela ao eixo-jw. Na
pratica, a determinacao de da transformada inversa de Laplace para sistemas
descritos por EDO é feito usando a técnica das fragoes parciais.

Condigoes: Ordem do Q(s) maior que P(s), caso nao seja divide-se os
polinomios e trabalha-se o quaciente.

N Ak
Se os polos de H(s) forem distintos entdo X (s) = >
k=15~ Pk

A = (s — pi) X(8)|s=pp, k=1,2,..., N, Teorema dos residuos.

em que

Se ocorrer um polo s,, com multiplicidade r, entao sao incluidos r

~ kl k2 kr
termos na expansao, , CIRRRR - onde:
R (R
k o 1 dr—i TX N 1 2 3 4
i_m@{(*s_sp) (S)}s:sp, 1=1,2,...,r ( ) )

Pares de transformadas de Laplace importantes

A
Ake_atu(t> <~ Hika, o> —a (3 5)
krtrfl . kr
Mt — 3.6
) A i i (36)

3.5 Transformada de Laplace de sinais tipicos

L. 6(t), o(t — 1)
L{o(t)} = / S(t)e *'dt = " = 1,Vs utilizando a propriedade do

deslocamento temporal, tem-se L[6(t — 7)] = e *"Vs
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2. u(t), t u(t), t" u(t)
Considerando a proprledade de mtegragéo no dominio do tempo, tem-se:

L{u(t)} = L{ / T)dT} = — Re[ | > 0. Aplicando a diferenciagao
d . 1 1
no dominio S, ‘tem—se. E[tu(t)] = —£[g] = S—z,Re[s] > 0 e em geral:
" _nl
L[t"u(t)] = ﬁ,Re[s} > 0.

3. e u(t), te""u(t)
Aplicando a propriedade do deslocamento no dominio S tem-se L{u(t)} =

1 —at _ 1 :
E,Re[s] > 0 tem-se L{e “u(t)} = ot Re[s] > —a. Apli-
cando a mesma propriedade tem-se L{t"u(t)} = +1, Re[s] > 0 tem-se
n_ —at TL'
E{t € ( )} = m,R@[S} > —a
4. e~y (t), sin(wot)u(t), cos(wot)u(t)
substituindo a nas transformadas conecidas
1
Lle™"u(t)] = R -R
et = ——,  Rels] > ~Rela
por a = £jwy, tem-se
, 1 , 1
—jwoty ()] = d Jwoly ()] =
Lle 7% u(t)] P and  L[e’"u(t)] p— Re[s] >0
1 . . 1 1 1 S
L thu(t)] = L[ 4+ e = =
cos(ent)u()] = 5L+ = St ] =
e
1 . . 1 1 1 w
; Hult)] = — Jwot __ ,—jwot] _ _ _ 0
Llsin{witlu(t)] = - Lle e = ol = v a
5. t cos(wot)u(t), t sin(wot)u(t)
substituindo @ nas transformadas
1
—at _
Llte™*u(t)] = Gra Re[s] > —a
by a = +jwg, tem-se
. 1 . 1
Llte 7y (t)] = ————, and L[te’"u(t)] = ————, Rels| > —a
te (0] = o ult)) = . Bels
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L[t cos(wot)u(t)] = ;E[t (&7t emIw0t)] = ;[(s _Ew0)2+(8 +2w0)2] = <52 _::}(2)0)2
L[t sin(wot)u(t)] = ;jﬁ[t (e ) = 21j[<s —iwo)f (s +3W0)2] - (822-8:112))2

6. e “cos(wot)u(t), e sin(wot)u(t)

Aplicado a propriedade do deslocamento no plano-S

S
L[cos(wot)u(t)] = R
© . Wo
L[sin(wot)u(t)] = R
tem-se sta
;C[eiatCOS(W()t)U(t)] = (3—|—a)—2—|—u]8
e

w
Lle~sin(wot)u(t)] = (S-i-a)—gﬂng

O logaritmo de niimero complexo: para numeros reais, tem-se a seguinte
relacio: y = In(x) — x = e¥ com z € RT e y € R. Essa relagdo pode ser
usado para estender o logaritmo para o campo complexo: w = In(z) — z = ¥
com w,z € C. A tnica condi¢do é z # 0. Desta forma, para se obter uma
expressao para In(z). Escrevendo a forma exponencial de z, z = pe? | segue

que pe? = z = e¥ = T = % . ¢ onde é u e v representam a parte real
e imagindria de In(z). Dessa forma, u e v sdo: |z| = p = €" — u = In|z|
e = e — v = arg(z), e In(z) = In|z| + iarg(z). Note que o logaritmo

complexo assume infinitos valores, dado que arg(z) contém todos os nimeros
da forma 6 + 2kw, com k € Z.

3.6 Representacao de sistemas LTI pela trans-
formada de Laplace

Considerando a propriedade de convolugao, os sistemas LTI podem se re-
escritos como:

y(t) = h(t) = z(t) <> Y(s) = H(s)X(s) (3.7)
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Tabela 3.1: Alguns pares de transformada de Laplace

Regiao de convergéncia

Funcao w(t) = L7H{X(s)} | X(s) = L{z(t)}
impulso unitério d(t) 1 Vs
impulso atrasado St —7) e " Vs
degrau unitario u(t) il R(s) >0
rampa tu(t) 512 R(s) >0
n!
t"u(t) e R(s) >0
degrau unitario atrasado u(t — ) 26_7—8 Re(s) >0
exponencial e u(t) . j_ - Re(s) > —«
exponencial bilateral e~ell 2@2 a 2 —a < Re(s) < «
exponential (1 —e) - u(t) s(s(j— o) Re(s) >0
seno sin(wt) - u(t) = in Re(s) >0
COSSeno cos(wt) - u(t) = ij Re(s) >0
seno hiperbolico sinh(at) - u(t) 2 “ o Re(s) > |af
cosseno hiperbolico cosh(at) - u(t) = j " Re(s) > |a
seno amortecido e~ sin(wt) - u(t) = 0;;2 o Re(s) > —«
cosseno amortecido e cos(wt) - u(t) o1 ;;2 T Re(s) > —a
logaritmo natural In(t)u(t) —l(ln(s) - 9) Re(s) >0
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Se um sistemas LTI puder ser re-escrito por uma equagao diferencial com
coeficientes constantes relacionando a sua entrada e saida, a transformada de
Laplace converte a equagao diferencial em uma equagao algébrica, propriedades
da diferenciacao e integracao:

ﬁ[j;x(t)] =s"X(s) (3.8)

Um sistemas LTI é causal se a sua saida em y(ty) depende somente na
entrada atual ou o seu passado (t < ty) de z(t). Considerando que o sistema

= 0, sua resposta y(t) = h(t) ao impulso
£<0
x(t) = 0(t) em t = 0 com condigoes nulas em ¢ < 0, i.e., h(t) = h(t)u(t). Sua

resposta a uma entrada geral z(t) é :

tem condigoes iniciais nulas y(¢)

y(t) = h(t) * (t) = / T h(n)a(t — T)dr = /0 T ()t — r)dr

—00

Se um sistema LTI é causal, entdo a ROC de H(s) é o semi-plano
lateral direito. Em particular, se H(s) é um quociente de polindmios H (s) =
N(s)/D(s), entdo o sistema ¢ causal se somente se sua ROC ¢é a direita do
do polo mais a direita

Exemplo 34 :
Dado h(t) = 6(t - 1) de um sistema LTI, encontre H(s):

H(s) = L[5(t +1)] = / TSt Ve tdt = et

—00

Devem ser considerados os dois casos:

« quando h(t) = 0(t+1), H(s) = e’ pode ser considerado como
um caso especial polynomial (expensdo em séries de Taylor):

X(s):eS:1+5+182+~-+i5"+--~
2 n!
Como o polindémio do numerador tem ordem infinita, maior
que do a ordem do denominador (zero), existe um polo em
s = 0o e a ROC néo ¢é o plano lateral direito, h(t) nao é
causal.
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o Quando h(t) = 4§(t — 1), tem-se:

1 1
€5 1+s+is2+ 4Tt

Como a ordem do polindémio do denomidador ¢ infinita, maior
do que a ordem do numerador (zero), nao existe nenhum
polo em s = 0o e a ROC é um plano lateral direito e h(t) é
causal.

Um sistemas LTT é estdvel se sua resposta ¢ limitada para uma entrada
limitada para todo ¢:

if |x(t)| < By then |y(t)] < oo

Como a saida do sistema LTI ¢é relacionado pela convolugao, tem-se:
o0

y(t) = h(t) % (1) = / h(r)z(t — 7)dr < 00

—0Q0

y_|/ t7d7|</ ||xt7')\d7'<B/ dr < oo
0 que é nescessario:

/OO Ih(r)|dr < oo

—00

Se a resposta ao impulso h(t) de um sistema LTI é absolutamente
somavel entao o sistema ¢é estavel. Combinando as duas propriedades, tem-se:

P(s)
Q)

estéavel se somente se todos os polos de H(s) estao no semi-plano lateral
esquerdo do plano-S, ou seja, a parte real dos polos é negativa Re[s,| < 0, Vs,

Um sistema LTI causal com funcao de transferéncia H(s) =

Exemplo 35 : Seja a fun¢ao LTI dada por

1
a-+s

H(s) =
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, sem especificar a ROC. Essa H(s) poderia ser a transformada
de uma das duas possibilidades dos sinais h(t).

H a>0 \ a<0
Re[s] > —a eixo-jw na ROC | eixo-jw fora da ROC,
h(t) = e “u(t) causal, estével causal, instével
Re[s] < —a eixo-jw na ROC | eixo-jw fora da ROC,
h(t) = —e “u(—t) || ndo-causal, instavel | nao-causal, estdvel

Exemplo 36 :

Seja a funcdo de transferéncia LTI H(s) =

73

%, Re[s] > —1. Essa é uma versao com deslocamento
s
temporal de Lle "u(t)] = 1/(s + 1), cuja resposta ao impulso

&h(t) = eyt + 1) se T > 0, entdao h(t) # 0 durante o in-
tervalo —7 < t < 0, o sistema nao é causal, embora sua ROC
seja o semi-plano lateral direito. Esse exemplo serve como um
contra-exemplo mostrando que nao é verdade que qualquer semi-
plano lateral direito corresponde a um sistema causal, enquanto
que todos os sistemas causais possuem ROCs como semi-planos
laterais direitos. Entretanto, se X (s) é racional, entdo o sistema é
causal se somente se sua ROC é um semi-plano lateral direito.

Agora H(s) podera ainda ser considerado como uma fungao racional
em s com o numerador um polinémio de ordem M = oo, qual é maior do
que o grau do polindémio do denominador N = 1, ou seja, H(s) possui um
polo em s = 00, ou seja, sua ROC nao pode ser um semi-plano lateral direita,
e, o sistema nao serd causal. Por outro lado, se 7 < 0, entao esse polinémio
aparecera no denominador, nao existird nenhum polo em s = oo, a ROC sera
um semi-plano lateral direito e o sistema serd causal.

3.7 Sistemas LTI descritos por EDO

Um computador analdgico ¢ um tipo de computador que utiliza os sinais
continuos dos fendmenos fisicos, como grandezas elétricas, mecanicas ou
hidraulicas, para modelar o problema a ser resolvido, ja os computadores
digitais usam sinais digitais. Como um computador analégico nao sofrem com
o erro causado pela quantizacao. Em vez disso, os resultados de computadores
analogicos estao sujeitos a erros causados por ruido eletrénico.
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Computadores analogicos foram amplamente utilizados em aplicagoes
cientificas e industriais, onde os computadores digitais da época nao tinham
desempenho suficiente. Computadores analdgicos podem ter uma ampla
gama de complexidade. Réguas de célculo ou nomogramas, Fig. [3.2(d) sdo os
mais simples, enquanto computadores de controle de armas de fogo navais e
grandes computadores hibridos (digitais e analdgicos ) estavam entre os mais
complicados.

O advento da computacao digital tornou os computadores analogicos
mais simples obsoletos desde as décadas de 1950/60, embora os computadores
analogicos continuassem sendo usados em algumas aplica¢des especificas,
como o computador de vOo em aeronaves, e para ensinar sistemas de controle
nas universidades. Aplica¢gbes mais complexas, como o radar de abertura
sintética, permaneceram no dominio da computacao analogica até a década de
1980. Os carburadores dos automéveis foram usados até a década de 1980/90,

Fig. [3.2(a).

A programagao dos computadores analégicos era feita pela interconexao
(Fig. [3.2(b) e (c)) dos blocos integradores, somadores ou multiplicadores
(implementados por operacionais) e os sistemas eram modelados como uma

EDO.
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()

Figura 3.2: Exemplos de diferentes computadores analégicos (a) Carburador
automotivo (b) Computador analégico (c¢) Detalhe do computador analdgico
e sua interface (d) Régua de célculo.

Um sistema LTI possui a seguinte relacao entre entrada e saida no
tempo: y(t) = z(t) * h(t) e no dominio de Laplace: Y (s) = X(s)H(s), assim

H(s) = X(Z) Um sistema LTT descrito por uma EDO tem a seguinte forma:

entao aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados, tem-se uma
equacao algébrica em s

Y(s)[kz_: aps®] = X(s)[kz_: br.s"] (3.10)

e sua func¢do de transferéncia é um quociente de polinémios
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Y(s) M bys

H(s) = = 3.11
() X(s) SN, apsk (3:11)
bur TThty (s — s.
_ YM H?V_l(s S k) (312)
an Hk:1(3 - 82k>
N(s)
= K 1
D(s) (3.13)
onde K = by/ay é um constante e s, (k = 1,2,---, M) sdo conhecidos
como os zeros de H(s) (raizes do polinémio N(s)) e sp,,(k=1,2,--- ,N) sdo

conhecido como polos de H(s) (raizes do denominador do polinémio D(s)).
A EDO sozinha nao especifica completamente a rela¢ao entre x(t) e y(t), e
informacgoes adicionais, como as condi¢Oes iniciais, devem ser fornecidas.

Exemplo 37 :  Um circuito consistindo de um indutor L e um
resistor R com tensao de entrada z(t) = v(t) aplicada aos dois
elementos em série, é descrito pela EDO:

. d .
v(t) = vr(t) +vp(t) = Ri(t) + L%z(t)
Aplicando a transformada de Laplace nessa equacao, tem-se

V(s) = Vg(s)+ Vi(s) = RI(s) 4+ LsI(s) = (R+ sL)I(s)

« se a sailda for a corrente i(t) através do circuito RL, entao
o quociente entre a entrada V' (s) e a daida I(s) é definida
como a condutancia do cirz:u)ito:

1 I(s 1 1 1
His) =Gl = 705 = Vis) " ResL  Lstijr
onde 7= L/R e G(s) =1/Z(s) é a impedancia do circuito.
A resposta temporal, tem-se:

hit) = 2et/w(t)

« se a saida for a tensdo através do resistor vg(t), entao a
funcao de tranaferéncia do sistema é

HR<S) o VR(S) o R . R/L 1/7’

V() R+4+sL R/L+s s+1/7

onde 7 2 L/R > 0. Cuja resposta ao impuslso é hg(t) =
1,

— Tu(t).

e u(t)
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« se a saida for a tensdo através do indutor vy, (t) entéo a funcao
de transferéncia é

Vi(s) sL s B 1/7

H - — — = — —
1(s) V(s) R+ sL 1/T+s s+1/7
1— HR(S)
1
com resposta ao impulso dada por: hy(t) = 6(t) — —e ¥/ u(t)
T

Como as ROCs de ambos Hg(s) e Hp(s) sdo os mesmos semi-

planos a direita do tnico polo s, = —1/7 no lado negativo do
eixo-Real, 0 eixo jw esta contido na FOC e a resposta de frequéncia
existe:
, 1/ , Jw
Hgr(jw) = Hg(s = — Hgr(jw) = Hg(s = —
r(Jw) R( )s:jw Jo+1/7 r(Jw) R( )s:jw jo+ 1/t
Exemplo 38 :  Uma tensdo v(t) é aplicada como entrada em

um resistor R, um capacitor C' e um inductor L sao conctados
em série. De acordo com as Leis de Kirchhoff, o sistemas pode
ser descrito pela equacao diferencial no dominio temporal:

v(t) = vp(t) + vr(t) +ve(t) = th i(t) + Ri(t) + é [mi(T)dT

ou pelo conjunto de equagoes algébricas no dominio de Laplace:

V(s) =Vi(s) + Vr(s) + Ve(s) = [sL+ R+ 810]](3)

se a corrente i(t) através do circuito é a saida, a fungao de trans-
feréncia do sistemas sera:

V(s)

= 1)

1
=sL+R+— =Z(s)
s
que corresponde a impedancia total equivalente

Zr(s) =sL, Zgr(s)=R, Zo(s)=—

Se a saida é a tensdo através dos trés elementos (V, Vg, or Vi),
a fun¢ao de transferéncia H(s) pode ser facilmente obtida pelo
divisor de tensao:
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« salda de tensdo através do capacitor ve(t)

B 1/sC B 1/LC
 Ls+R+1/sC 2+ (R/L)s+ (1/LC)

Hc<8)

« saida é a tensao através do resistor vg(t)

R (R/L)s

Hp(s) = Ls+R+1/sC  s2+ (R/L)s + (1/LC)

« saida é a tensdo através do indutor vy (t)

B sL B 52
- Ls+R+1/sC 24 (R/L)s+ (1/LC)

\/E 1
¢ e L
VLC

o denominador comum da funcdo de tranasferéncia na forma
padrao (canonica)

HL(S)

se for definido
AN

>

¢

N | =

s+ (R/L)s + (1/LC) = s° 4+ 2Cwns + w2 = (s — p1)(s — p2)

com duas raizes

pra = (= £/ = Dw, = (¢ £ jy/1 = )wn

e a funcao de transferéncia acima podem ser escritas como:

e saida em C: )

He(s) = n
o(s) s2 + 2Cwps + w2

com dois polos p1, ps € sem zeros;

e saida em R:
2Cw, s

$2 4 2Cwys + w2

com dois polos py, ps € um zeros na origem;

Hp(s) =

e salda em L:

82

$2 4+ 2Cwy s + w2

com dois polos py, ps e dois zeros repetidos na origem.

HL(S) =
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Exemplo 39 : Identificacdo de sistemas: encontre h(t) e H(s)
do sistema LTI, sabendo que a entrada é x(t) e a saida y(t):

{ z(t) = e Ptu(t)
y(t) = h(t) = z(t) = (7" — e ™ u(t)

No dominio-S, a entrada e saida sao relacionadas por:

X(s) = ., Rx: Re[s]> -3

1 1 1
Y(S): - - )
s+1 s+2 (s+1)(s+2)

A funcao de transferéncia pode ser obtida por:

Ry : Re[s] > —1

H(s) Y (s) s+3 s+3 2 1
S) = —= = = —_
X(s) (s+1)(s+2) s2+3s+2 s+1 s+2

O sistema H(s) possui dois polos p; = —1 e ps = —2 cuja ROC
podem ser de trés formas possiveis:

e Ry : Rels] < —2, h(t) é lateral esquerda (ndo-causal,
instéavel);
e Ry: —2 < Re[s] < —1, h(t) bilateral (ndo-causal, instével);
e Ry : Re[s] > —1, h(t) é lateral direita (causal, estével).
Deve-se determinar qual das ROCs é verdadeira para H(s). Como

as ROC de um produto ¢é a interseccao dos intervalos das ROCs
dos fatores (sem o cancelamento de polos-zeros):

Y(S) = H(S)X(S), Ry = RH ﬂ RX
ROC de H(s) deverd ser a terceira opgao acima e ter-se-a:

2 1
s+1 s+2

h(t) = £ [ } — (2e7" — e ()

A equagao de H(s) podera ser escrita como:
Y (s)(s* 4+ 3s +2) = X(s)(s+3)

Cuja inversa é um sistema de equacgoes diferenciais com coeficientes
constantes dado por:
d2

Tyt + 3;1@/(15) +2y(t) = ;ia:(t) +3x(t)

79
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Bloco
Somadaor
Divisao do
ml{t} _ m{t} > Fungao de sinal > I:t}
Transfer&ncia ¥
z3(t) u(t)

Figura 3.3: Elementos béasicos de um diagrama em bloco.

3.8 Diagramas de bloco

Um diagrama de blocos de um sistema é uma representacao grafica das
transformacoes realizadas por cada um dos componentes sobre os sinais do
sistema. O diagrama de blocos fornece uma visao geral do sistema. Embora
as transformagoes possam ser representadas no tempo, é mais comum de
faze-las no dominio de Laplace. A transformada de Laplace converte muitas
das operagoes no tempo como a diferenciacao, integracao, convolugao e outras
em operagoes algébricas no dominio-S. Mais ainda, o comportamento de uma
sistema complexo composto da interconexoes de diferentes sub-sistemas LTI
pode ser facilmente analisado no dominio-S. Primeiro sera considerado alguns
sistemas LTT interconectados simples.

« elementos béasicos: (Fig. possui os seguintes elementos, a es-
querda o elemento de soma (circulo) onde x(t) = z1(t) + x2(t), observe
o sinais, + ou —, junto das setas que entram no circulo. O bloco que
relaciona z(t) com y(t), y(t) = h(t) x x(t) ou Y(s) = H(s)X(s). J& na
bifurcagao da saida tem-se que os sinais sao iguais a y(t).

« combinacao paralela: (Fig. [3.4(a)) se uma sistema é composto de
dois sistemas LTI com resposta ao impulso h(t) e g(t) respectivamente
conectados em paralelo.

y(t) = h(t) x z(t) + g(1) x x(t) = [A(t) + g(0)] * 2(t) = heq(t) * (1)
onde h(t) é a resposta ao impulso total:

heg(t) = h(t) +g(t), ou  Hegs) = H(s) + G(s)
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(1) " 0 y(®)
G(s) —j
@

LACIIN i
(v

Figura 3.4: Tipos de associagoes (a) paralelo (b) série.

x(t) +~ H(s) y(t)
L G(s)

Figura 3.5: Sistema com retro-alimentagao

« combinacao série: (Fig. [3.4(b)) se o sistema é composto de dois
sistemas LTI com respostas ao impulso h(t) e g(t) conectados em série.

y(t) = g(t)  [h(t) x 2()] = [g(t) * h(t)] % 2(t) = heg(t) * (1)

)
onde h(t) é a resposta ao impulso total:
h

heq(t) = h(t)xg(t) = g(t)*h(t), —ou  Hey(s) = H(s)G(s) = G(s)H(s)

« Sistemas com realimentacgao:

Sistemas com realimentacao sao sistemas composto por sub-sistemas
LTI, Fig. 3.5, com h(t) na ligacdo direta de x(t) para y(t) e uma outra
ligacao g(t) que liga de y(t) para x(t), a sua saida y(t) pode ser implici-
tamente determinada no dominio temporal

y(t) = h(t) * e(t) = h(t) = [z(t) + g(t) * y(t)]

ou
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Enquanto a equagao no tempo seja mais dificil de se resolver a equagao
no dominio de Laplace: Y (s)[1 — H(s)G(s)] = H(s)X(s) e a fungdo de
transferéncia podera ser obtida por

Yis) _ H(s) _ H{(s)

X(s) 1—H(s)G(s) 1+[-G(s)H(s)]

A realimentacado podera ser positiva ou negativa. Neste caso, existira
um sinal negative em frente de g(t) e G(s) do caminho da realimentagao

tal que e(t) = z(t) — g(t) *xy(t) e

_Y(s)  H(s)
Hel$) = X0 = T4 H(=)G0s)

H(s) =

d
Exemplo 40 :  Seja um sistema de primeira ordem %y(t) +

3y(t) = x(t) descrito no dominio-S pela sua func¢ao de transferén-
cla:

Y (s) I 1/s

X(s) s+3 1+3/s
Comparando o H(s) com a fun¢do de transferéncia do sistema
de realimentagao, pode ser observado que o sistema de primeira
ordem pode ser representado como um sistema de realimentacgao
com H(s) =1/s (um integrador implementado por amplificador
operacional) no caminho direto, e G(s) = 3 (o coeficiente de
realimentagdo) no caminho negativo reverso.

Exemplo 41 :  Considere um sistema de segunda ordem cuja
funcao de transferéncia é
1 1 1 1 1
H(s) =

s2+3s+2:s+1 s—|—2:8—|—1_s+2

Essas trés expressoes para H(s) correspondem a trés diferentes dia-
gramos de blocos. As duas tltimas expressoes sao respectivamente
as formas cascata e paralelas compostas de dois sub-sistemas, e
elas podem ser facilmente implementadas como:

Alternativemente, a primeira expressao, uma forma direta, podera
também ser utilizada. Para tanto, dever-se-a considerar a forma
geral H(s) =Y (s)/X(s) = 1/(s* +as +b), ou seja,

s2Y (s)+asY (s)+bY (s) = X(s), ou s*Y(s) = X(s)—asY (s)—bY(s)
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dado que s*Y(s), pode-se primeiro obter sY (s) com o uso de
um integrador 1/s, e entdo obter sa saida Y(s) a partir de sY'(s)
com o uso de outro integrador 1/s. Visto que esse sistema pode
ser representado como um sistema de realimentacdo com dois
caminhos reversos negativos com a = 3 de sY (s) e b =2 de Y(s).

Exemplo 42 : Um sistema de segunda ordem cuja funcao de
transferéncia é
cs® +ds+e 1

— _ 2
H(s) = s2+as+b _52+as+b(cs tdste)

Esse sistema pode ser representado como a castata de dois

sistemas 1

Z(s) = Hi(s)X(s) = 2+ as+b

X(s)

Y (s) = Hy(s)Z(s) = (cs* + ds +e)Z(s)

O primeiro sistemas H;(s) pode ser implementado com o uso
de dois integradores com os caminhos reversos mostrados no
exemplo anterior. E o segundo sistema é uma combinacao linear
de s°Z(s), sZ(s) e Z(s), todos estao disponiveis no caminho direto
do primeiro sistema. O comportamento total do sistema podera
ser descrito por:

O diagram de bloco desse exemplo podera ser generalizado para
representar qualquer sistema que seja representado por uma fungao
racinal de polinémios:

M b Sk:
H(s) = S0 (M < N)
Y=o arS*
se M > N, H(s) pode ser separado em varios termos (por divisao
longa) a qual poderé ser individualemnte implementada e entao
combinada para gerar a saida Y'(s).

3.9 Transformada Unilateral de Laplace

A transformada de Laplace apresentada até entdao é conhecida como bilateral
pois pode ser aplicada em sinais laterais esquerdos e laterais direito. Ja a
transformada de Laplace unilateral de um sinal arbitrario z(t) é defindo como
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UL(D)] = X(s) 2 / T p()u(t)etdt = / T a(t)e e

—0o0 -

Essa definigdo sempre assume que z(t) = 0 para ¢t < 0. Quando a
transformada unilateral de Laplace é aplicada para se encontrar a funcao de
transferéncia H(s) = UL{h(t)} de um sistema LTI, é sempre considerado que
o sistema ¢é causal. E, a ROC ¢ sempre o semi-plano lateral direito.

Pela defini¢ao, a transformada unilateral de Laplace de qualquer sinal
x(t) = z(t)u(t) é identica a sua transformada bilateral. Entretanto, quando
x(t) # x(t)u(t), as duas transformadas sao diferentes.

A transformada Unilateral de Laplace compartilha muitas das proprie-
dades da transfomada bilateral.

Prova:

uclLawy - / T (e tdt = / T et e ()] = w(t)e

- / T r)d(e)

0-
oo

= —z(07) + s/ z(t)e *'dt = sX(s) —z(07)

Pode-se expandir esse resultado para derivadas de ordem superiores
UL ()] = sUL[Z' ()] — 2'(07) = s*°X(s) — sz(07) —2/(07)

e no caso geral

UL[Z™ (1)) = s" X (s) — ni:l sPzm=1=R ()
k=0

Exemplo 43 :  Considere seguinte sistema de segunda ordem
descrito pela EDO:

j;y(t) + 3iy(t> +2y(t) = 2(t) = 2u(?)

com condigoes iniciais:

y(07 )=y =3, Y0 )=p=-5
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Aplicando a transformada unilateral Laplace em ambos os lados,
tem-se:

2 2
s%Y (8)—syo—y1+3sY (5)—3yo+2Y (s) = 5 o [s24-3542]Y (5) = ;+y0(s+3)+y1

resolvendo para Y'(s):

B yo(s + 3) 1 2
Y(s) = (s+1)(s+2) (s+1)(s+2) +s(s+1)(s+2)
3(s +3) 5 2

- +
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
Os dois primeiros termos sao a solugdo homogénea (resposta do
transiente) e o tltimo termo é a solugdo particular (resposta
estacionaria). No dominio temporal a resposta é:

[ 3(s+3) 5 LT 6 3 5 5
ult) = £ [(s+1)(s+2)_(s—l—1)(s+2)]: L+1_s+2_s+1+s+2
1 2
s+1+s+J

= [e7" 4+ 2e*u(t)

e

y(t) = L7 [5(54-1?(5—%2)] =L [i_ sil i S—T—J
= [1—2e" 4+ e ?u(t)

y(t) = yn(t) +yp(t) = [L — e + 3 "Ju(t)

3.10 Resolvendo EDO com o uso da transfor-
mada Unilateral Laplace

Devido a propriedade de diferenciacao, a transforma unilateral de Laplace é
uma ferramenta poderosa para resolver EDO com condigoes iniciais. Observa-
se que nesse caso o sistema com as condig¢oes iniciais fard que com a resposta
seja diferente de zero mesmo quando a entrada é zero, solu¢do homogénea.

O sistema tem em sua entrada uma funcao degrau e, neste caso, essa
excitagdo determinara a resposta particular do sistema. A funcdo particular é
sempre ¢é da forma e* com s € C; podendo representar os casos de excitacdo
constante (como no caso do exemplo), fungoes exponenciais crescentes ou
descrescentes e fungoes senoidais.
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Exemplo 44 : Um sistema é descrito pela EDO

jﬁy(t} + 35ty(t) +2y(t) = (1) = au(t)

com condigoes iniciais y(07) = J e y'(07) = 7. Para determinar

y(t), primeiro se aplica a transformada unilateral de Laplace na
equacao diferencial

s%Y (s) — Bs —y 4+ 3sY (s) — 38 +2Y(s) =
= (" +3s+2)Y(s) —Bs —v— 38 =
=a/s

que poderd ser resolvida para Y(s) algebricamente

a B(s+3) g
G612 GEDE+2)  GrDE+2)

=Y

Vis) = —
(5) + Yis).

Essa é a solucao geral de EDO e é composta de duas partes:

« a sulugdo homogénea (entrada zero) causada pela condi-
¢ao incial diferente de zero (y(0) # 0, 3/ (0) # 0) com x(t) = 0
(uma equagao diferencial é homogénea se sua entrada é zero):
Yi(s) = Bls+3) gl

(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

« uma resposta particular causada por condicoes inici-

ais nulas (y(O)a: y'(0) =0), z(t) # 0:

Yyls) = -

(s+1)(s+2)

Dado valores especificos de o, f e ¥ como o =2, f =3 e v = —5,
Y (s) pode ser expandido por fragoes parciais:

Y(s) = Yp(s) +Ya(s)

_ 2 3(s+3) 5

T G612 (1D +2) rDGr2)

12 1 6 3 5 5

N [g_s+1+s+2]+[s+1_s+2]+[s—|—2_3+1]
1 1 3
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Finalmente, a transfomada inversa de Laplace de Y (s) da uma res-
posta no tempo dada por y(t) = UL Y (s)] = [1—e " +3e H]u(t).

A solugdo particular com a condicdo inicial nula (causada pela

1 2 1
entrada () u(t)) € y(t) . 3+1+s+2
[1—2e7"+e *]u(t) que é diferente da saida com condigdes iniciais

nao-nulas.

Se for aplicada a transformagao bilateral de Laplace na mesma
equacao diferencial, é obtido

s*Y (5) +3sY (s) +2Y(s) = (s + 35 +2)Y(s) = a/s

. «@ .
que pode ser resolvido para Y (s) = . Essa é a
s(s+1)(s+2)
solugdo particular acima com condicao inicial nula. A partir disso
observa-se que a transformada bilateral de Laplace pode apenas
resolver equagodes com condigoes iniciais nulas. Quando existir
um condic¢ao inicial nao-nula devera ser usada a transformada

unilateral de Laplace.

3.11 Exercicios propostos

1. Determine a transformada de Laplace e a regiao de convergéncia dos
seguintes sinais:

aa T

cos(wo + wo)u(t) e Asin(wot + wo)u(t)
= e~ cos(wot + o )u(t)

—
5 8 &

—~
—~
o e @D
e N N T N T N N
A~~~ /N /N /N /N /N /N

)

)

)

)=e

) = Acos(wo)u(t) e Asin(omegaot)u(t)
)=A

)

)

)

)

—
—
~—
8
~+
I
~
3
g
—~
~
~

2. Determine a transformada de Laplace dos seguintes sinais:
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(a) z(t) =te u(t) a>0

t2
(b) z(t) = Ee_atu(t) a>0
(c) Baseando-se nos itens a e b, determine também a transformada de
n—1
Laplace do seguinte sinal: z(t) = 1)'e_atu(t) a>0

3. Dado que x(t)?sfj27 determine a transformada de Laplace de:
(a) =(2t)
(b) a(t—2)
(c) tha:(t)
(d) /_toow(T)dT
4. Determine a transformada de Laplace inversa de:
(a) X(s) = 52ng 7> 0
1
(b) X(s) = 2192545
(©) X(5) = 510
(@) X(s) = 5ot
(e) X(s) = (s + 1)_(353—_1)7(3 +2)
0 X =G 9)8(52 +3)
®) X = 51015
2 _
(h) X(s) = 33+835+2i552+3
(i) x(9 = 2

s+ 3

5. Dada a Transformada de Laplace X (s) = G 1)2:
s s —
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w jw w jw
K2 K 2 |
|
" o o $ o b
2 I-l
2 -2 A I
Figura 3.6: Exercicio [0]
(a) Desenhe todas as regides de convergéncia possiveis,
(b) Assinale as condigoes causais, nao-causais e bilaterais,
(c) Assinale as regides estéveis e nao-estaveis,
(d) Fornega a resposta temporal para cada um dos casos.

6. Sabendo que os quatro diagramas de zero-polos, Fig. [3.6] correspondem
a sinais causais, determine o correspondente sinal no dominio do tempo
para cada um deles.

7. Considere um sistema LTI com resposta ao impulso: h(t) = 2e~*'u(t).
Determine o sinal na saida do sistema quando se aplica na entrada o
seguinte sinal: z(t) = tu(t)

8. Considere um sistema com M zeros e M polos tais que: ¢ = o + j5i €
P = —ay + j Bk As localizacoes deles sao simétricas em torno do eixo
Jjw. Pede-se:

(a) Mostre que |H(w)| =1 (sistema passa-tudo).
(b) Determine e esboce a resposta de fase e de amplitude para um par
o tal que: X(s) = ———
zero-polo tal que: X(s) =
P q s+«
9. Um sistema de controle possui um caminho direto com dois elementos,

1
K e PEEE como mostrado na Fig. Se for incluido um caminho
s
reverso, s, qual o sistema equivalente de R(s) para Y (s)? Sendo K € R

determine quais de valores de K fazem o sistema ficar estavel.

(8]
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R(s) 1 Y(S.)_

-~

Figura 3.7: Exercicio [9]

10. Determine a funcao de transferéncia entre R(s) para Y (s) do sistema
mostrado na Fig.

+ Y(s)
G(s) > Gy(8) » Gy(s) —>
\_, +
H(s) [« Gy(s)

Hy(s)

Y

Figura 3.8: Exercicio |10}

11. Determine a fungao de transferéncia entre R(s) para Y (s) do sistema
mostrado na Fig.

H,
+
R(s) ? s *_% Y(s)
+

Figura 3.9: Exercicio

12. Determine a fungao de transferéncia entre R(s) e D(s) para Y (s) do sis-
tema mostrado na Fig. [3.10, Como poderia ser resolvido esse problema
usando a linearidade?
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D(s)
R(s) + Y(s)
4?— G(s) » Gy(s) >
+7
H(s)

Figura 3.10: Exercicio [12]

13. Determine a funcao de transferéncia entre R(s), Di(s) e Ds(s) para
Y'(s) do sistema mostrado na Fig. [3.11]

D,(s)

R(s) p2 Y(s)
G(s) G, (s) >
+
H,(s) - H,(s)
\ﬁ

D,(s)

A
h

Figura 3.11: Exercicio [13]
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Capitulo 4

A Transformada de Fourier:
tempo continuo

A transformada de Fourier é uma transformada que expressa uma funcao
em termos de fungoes de base senoidais, como a soma ou integral de fungoes
senoidais multiplicadas por coeficientes complexos. A transformada de Fourier
pode ser vista como um caso particular da transformada Laplace quando
s = jw. As transformadas sdo operadores lineares e sao invertiveis. A
transformada inversa tem quase a mesma forma que a transformada direta mas
normalmente é calculado com o uso de fragdes parciais ou computacionalmente
usando o algoritmo FFT.

As transformadas continuas e discretas de Fourier tém muitas aplicacoes
nas engenharias em disciplinas como processamento de sinal, processamento
de imagem, estatistica, criptografia, actstica, oceanografia, sismologia, 6ptica
e outras areas. Nos campos relacionados com o processamento de sinal, a
transformada de Fourier é tipicamente utilizada para decompor um sinal nas
suas componentes em frequéncia ou na estimativa da densidade espectral de
poténcia.

As funcoes de base senoidal sao fungoes de diferenciagao, o que implica
que esta representacao transforma equacoes diferenciais ordinarias lineares
com coeficientes constantes em equagoes algébricas ordindrias. Através do
teorema da convolucao, as transformadas tornam a complicada operacao de
convolugao em multiplicagoes simples.

Esse capitulo apresenta os principais resultados da Transformada de
Fourier para sinais em tempo continuo e no Capitulo 5 é feito um paralelo

93
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para sinais discretos, apresentando as principais diferencas.

4.1 Definicao e interpretacao

A Transformada de Fourier pode ser interpretada a partir da Transformada
de Laplace e, pode também ser derivada a partir do limite da série de Fourier,

segio [I00}

(4.1)

O par de transformadas de Fourier, em w radianos/s, para sinais conti-
nuos sao:

X(w) = / T (et (4.2)
1 oo ,
z(t) = %/_OOX(jw)eJ“tdw (4.3)
(4.4)
ou para o caso de sinais em tempo discretos,
Xoe(@) = 3 afnlein (4.5)
] 1 Xon(w)e’"d (4.6)
rn| = — r(w)e w .
21 J(2n) 2
(4.7)

onde X, (w) significa que o espectro de X (w) é repetido em 27 = ws. A
abordagem discreta sera apresentada no Capitulo 5.

Como X (jw) é complexo a sua representacao normalmente é feita como:
X (jw) = | X (jw)[e“XU9) O gréfico | X (jw)| x w é conhecido como espectro
de amplitude e o grafico ZX (jw) X w é conhecido com espectro de fase. O
termo espectro diz respeito a uma medida em funcao do seu comprimento de
onda ou frequéncia.

A condicao de existéncia da Transformada de Fourier é que o sinal x(t)
seja de energia ou poténcia finita. Deve atender as condi¢oes de Dirichlet,



4.1. DEFINICAO E INTERPRETACAO 95

e numero finito de descontinuidades;

e numero finito de maximos e minimos;

o
« absolutamente somavel, / |z(t)|dt < oo
—o0

Um sinal periédico nao é absolutamente somavel e, a principio, nao
possui transformada de Fourier. A série e a transformada de Fourier sao
relacionadas pelas func¢ao impulso, a ser discutido na secao 4.5.

Exemplo 45 : Determine a Transformada de Fourier para a
fungao z(t) = e “u(t), a > 0

Solugdo:

A solucao pode ser obtida pela integracao (definigdo) com a

1
X(f) = a2t ou X (w) = 2nf = w.

Fazendo as contas,

X(jw) = /w () I dt

— 00

o t jwt
= / e eIVt
0

_ /oo e(,ijra)tdt
0

A Fig. [A1] apresenta os graficos assumindo que ¢ = 1. Em
(a) tem-se o sinal x(t), em (b) o grafico do |X(jw)| e em (c)
tem-se o grafico de ZX (jw). Para a representacao de X (jw) na
forma grafica adota-se o médulo e fase. O mudulo é dado por

| X(jw)| = ——— e £X(jw) = —arctanw/a.

|:w2+a
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1.5 %
x(t)
14
0.5 |
t
—0 : :
2 4 6 8 10
—0.5~
(a) Resposta no tempo.
H(w)
P w\l
-10 -5 5 10

—50 +

(b) Espectro de amplitude (azul) e fase (vermelho).

Figura 4.1: Resposta no tempo e frequéncia para o Exemplo[d5e a = 1. A
escala do espectro de amplitude foi multiplicada por 50.

Exemplo 46 : Determine a Transformada de Fourier para a
fungao x(t) = ret(t/7) = u(t +7) —u(t — 1)

Solucao:
A solugao pode ser obtida pela integragao (definigdo) e o seu

resultado é Tsinc(Tw) onde sinc(6) = SH;w)

sin(x)

. sin(mx
e a normalizada (7)

A

YA funcdo sinc(x) ndo normalizada é definida como
T

sin(x
( )daz =7

oo
normalizacao é devido
o X
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Fazendo as contas,

X(jw) = / x(t)e I dt
= / e It
I
= —— e—zwt
Jw
1 —iwT WT
= ﬁ( (& +e )
1 :
= —2jsin(wr)
Jw
sin(w) ,
=7 = 7sinc(wT)
wT

AN N .-
AT

Figura 4.2: Resposta de frequéncia do pulso com duracao 7o = 1
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4.2 Propriedades

As propriedades a seguir sdo provadas na secao [4.4]

Linearidade:

Flaxy(t)+bxa(t)} = aF{x1(t) } +0F{x2(t)} = a X1 (w)+bX5(w) a,beC
(4.8)

Escala: )
Flz(at)} = —X(%

al ) aecC (4.9)

Deslocamento:

tempo  Flz(t—a)} = e "X (w) aecC (4.10)

frequéncia  F{e/"z(t)} = X(w—a) aecC (4.11)
Modulacgao:
Fla(t) cos(wot)} = ; (X(w—wp) + Flwtw)] woeR  (412)

Transformada da derivada:

')} = (jw)X(w) (4.13)
F{zM®)} = (iw)"X(w) neN (4.14)

onde z™ indica uma derivada de ordem n de z(t).

Convolugao:

Flz1(t) xz2(t)} = Xi(w)Xa(w) (4.15)
Flri()za(t)} = Xi(w)* Xo(w) (4.16)

onde * denota a operacao de convolugao.

Teorema de Parseval:

1

/_O:O (1) |2dt = %/_Z X (w]?du (4.17)
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4.2.1 Aplicacgoes

Aplicagao 1: As antenas para comunicac¢ao precisam ter um comprimento de

— a — do sinal transmitido para desempenharem a sua funcao. Caso fosse

transmitida a voz (300 Hz até 3400 Hz) captada diretamente do microfone a
antena deveria ter ¢ = Af, A &~ 10°m ou equivalente ao comprimento de 10
km no melhor caso. Para resolver esse problema e interpretando a Prop.
deslocando a banda de frequéncia da voz para uma frequéncia bem mais alta,
essa operacao € conhecida como modulagao.

Aplicagao 2: A prop. ¢ basicamente utilizada na conversao de EDO
em um sistemas de equacao lineares em frequéncia.

Aplicagao 3: A prop. ¢ utilizada em SLIT cuja resposta é a
convolugao entre h(t) e z(¢). No dominio da frequéncia a resposta sera
simplificada em H (w)X (w).

Aplicacao 4: A prop. diz que a energia (ou poténcia média) pode
ser calcula tanto no tempo quanto na frequéncia. Algumas normas com a de
Qualidade de Energia recomenda que o calculo seja feito em frequéncia. Em
linhas gerais deve-se efetuar esse calculo onde seja mais facil.

4.3 O Diagrama de Bode

O diagrama de Bode ¢é o grafico da resposta de frequéncia de um sistema.
Essa resposta geralmente é apresentada como a combinacdo de uma grafico
de amplitude e outro da fase. Ambas os graficos apresentam o eixo horizontal
proporcional ao logaritmo da frequéncia. A determinagao da resposta de
frequéncia sem esse recurso e sem o uso dos recursos computacionais modernos
era um trabalho muito tedioso e dificil com o uso de réguas de calculos e
calculadoras mecanicas.

Para contornar esses problemas, o engenheiro H. W. Bode, quando
trabalhava nos Laboratérios Bell (Estados Unidos) na década de 1930, com o
projeto de amplificadores de telefonia, desenvolveu o método grafico usado até
hoje. Os principios desenvolvidos por Bode foram amplamente aplicados aos
problemas de controle e projeto de circuitos eletronicos. O diagrama de Bode
é um exemplo de andlise de sistemas no dominio da frequéncia. O diagrama
de Bode para, um sistema linear e invariante no tempo, com a funcao de
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transferéncia H(s) sdo os gréaficos da funcao |H (s = jw)| por w e ZH(s = jw)
por w em gréficos log x log.

4.3.1 Equacionamento

Primeiro serda desenvolvido as equacoes para o diagrama de Bode para a
amplitude e posteriormente para a fase.

Normalmente o desenho do espectro de amplitude, |H (w)|

H(w) = H(s)

= |H(jw)|e“H0w) (4.18)

Para a andlise de |H (w)| tem-se:

PO 15M 0’

|Q(S)| | ZnN:() bn5n|

(s — 2l T Js = 2]
- 4.20

TG =)~ I 5=l (4.20)

|H(s)| (4.19)

onde z, sdo as raizes do polinémio P(s) e sdo conhecidos como zeros de H (s)
e p, sao as raizes do polinémio Q(s) e sdo conhecidos como polos de H(s).

Interpretando o termo |s — z,| e [s — p,| observa-se que representam o

médulo dos vetores § —Z, e & — pr- Ambos os vetores sao representados
no plano complexo S.

Nesse contexto, |H(s)| pode ser determinado a partir do produto dos
comprimentos dos vetores < — 7z divido pelo comprimento dos vetores il —17,1).
No caso particular onde s = jwy os vetores de frequencia wy se encontram
sobre a reta imaginaria jw do plano complexo S.

Para simplificar as contas determina-se |H (jw)| em escala logaritmica,
|H (jw)|ap = 201logyo [H (jw)]-
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Figura 4.3: Diagramas de polos e zeros no plano S.

M N
|H(jw)lag = Y |jw — zalas — Y ljw — Dulas (4.21)
n=1 n=1
M . N .
Jw Jw
= > lenlasl = = Uap = X_ [Palanl"— — 1lun (4.22)
M N M N
w w
= > lealan = 2 Ipalan + 32 12 — Lam = - 12- - 1(4:23)
n=1 n=1 n=1 " n=1_Imn
Nao depende da frequéncia Depende da frequéncia

Observa-se que as parcelas dos somatérios, eq. [4.21], contribuem para
|H(jw)| sao adicionados nos termos com zeros e subtraidos nos termos com
polos. Na eq. observa-se que os termos sdo compostos por termos que
nao dependem da frequéncia e termos que dependem da frequéncia.

Para simplificar a andlise posterior sera considerado que:
Q jw
|H(jw)las = \k|dB+Z|?—1ydB, qeS (4.24)
n=1

M N
\klag = Z |2nlas — Z |pnlap € quando g é zero de H(s) a contribuicao é
n=1 n=1

positiva einegativa qu;ndo q é polo.
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Jw

ﬁ
pr
z

g

Figura 4.4: Diagramas de polos e zeros no plano S e na reta jw.

Analisando os termos

0] (W
Ag = |‘7q—1|dB:2010g10|‘7q—1| (4.25)

Considerando ¢ € S, entao ¢ pode ser de duas formas:

1. ¢ € R, compondo apenas termos de 1* ordem;

2. q € C e neste caso deve-se ter também ¢* pois os coeficientes de P(s) e
Q(s) sao Reais. Nesta caso os termos serdo de 2 ordem.

Analisando primeiramente os termos ¢ Reais. Neste caso serd analisado
|Ag| para dois casos: |w| < |q| e |w| > |q|.

No caso
w| < |g| . Ag = ‘; ~ 0 = 20log, |J;" 1| ~20logy, 1|~ 0 (4.26)
€ 1Nno caso

S1=Ag = 20logy |22 — 1] ~ 20log,, |22 (4.27)
< q q

jwl > gl .~

< | &

Q

20 logy |w] —201ogy, |q| (4.28)
M —_—
X H
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Quando |w| < |g| a contribui¢ao de ¢ (independende de ser polo ou
zero) para a resposta total |H (w| é zero. Quando |w| > |g| a contribuigao de
q para a resposta total |H(w| é é uma reta com coeficiente angular 420 para
os zeros e —20 em um grafico Ay (que é logaritmo) por |w|sp. Essas retas
sao conhecidas com as assintotas geradas pelos polos e zeros. E, a resposta
total |H(w)| é um somatorio de efeitos com |k|4p mais as contribuigdes dos
zeros menos as contribuicoes dos polos.

Para refinar essas aproximagoes sao considerados os casos onde:

1

1. |E| =5 Ag = 1dB para zeros e Ag = —1dB para polos;
q

2. |f| =1 .. Ag = 3dB para zero e Ay = —3dB para polos;
q

3. |£| =2 .. A =06dB para zeros e Ag = —6dB para polos.
q

Exemplo 47 :

Desenhe o Diagrama de Bode para a funcao de transferéncia:

(s+1)

H(s) = 1000 (s + 10)(s + 100)

(4.29)

Passo 1: reescreva a fungao de transferéncia na forma apropriada.
Coloque os polos e zeros em evidéncia, determine |k|.

1000 ($+1)

_ 4.30
10100 (35 + 1)(135 + 1) (4:30)

H(s)

Passo 2: Identifique na funcao de transferéncia as suas partes cons-
tituintes. A funcao de transferéncia neste exemplo é constituida
de 4 componentes:

1. a constante |k| = 1;

2. um polo em s = —10
3. um polo em s = —100
4. um zeros em s = —1
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AlH (jw)|ap
Z|H (jw)|

(jw)lan

—20 — r r r — -
1072 107! 10° 10! 102 10°

Figura 4.5: Diagrama de Bode para o médulo (superior esquerda e inferior) e
fase (superior direita) do ex. . Na figura superior esquerda é apresentada
as retas assintotas para os polos e zeros.

Passo 3: Desenha cada componente do diagrama de Bode. Isso é
feito como descrito a seguir.

A constante |k| é a constante igual a 0. Todos os polos e zeros
tem a sua esquerda o valor de zero. A partir da posi¢ao de cada
zero (neste exemplo 10 e 100) possuem as retas descedentes com
um inclinagdo de —20dB/decada. O zero em 1 possui coeficiente
angular de 20dB/decada (para cima).

Para o segundo caso quando os termos ¢ sao complexos esses deverao
compor os termos de 2° grau pois ¢ e ¢* fardo parte dos polos ou zeros. Para
o desenvolvimento a seguir serdao adotados apenas os casos com polos pois o
desenvolvimento para zeros é equivalente. Os polos adotados sao: —a + 4.

k k

HE) = Go0G-0) " Gra—ipGrarp 3
k

T 2+ 2as+al+ B2 (4.52)

fazendo w? = o + 3% e (w, = a tem-se
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— ¢=01
— (=02 |

— c=os5f]
— (=07
— (=104

amplitude (dB)

£lez

Figura 4.6: Diagrama de Bode para o médulo e fase para um polo complexo
em funcao do (.

k
H(s) = §2 4 2Cwy,s + w? (4.33)

B k/wn,
= T (5/wn)” + 2C(s ) (4.34)

fazendo s = jw e ky = k/w, (resposta DC) e u = w/w, (frequéncia
normalizada),

: ko
H(jw) = ——5—— 4
(jew) 1—u?+ j2Cu (4.35)

|H(u)lag = 201ogyoko — 20logy, |(1 — u?) + j2Cul (4.36)

Para o estudo do Diagrama de Bode Fase o desenvolvimento tedrico

serd feito a partir da eq. e

Para a andlise de ZH (w) tem-se:
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P(s)
H =
) = o6
Hﬁ/[:l (5 —2p) Hﬁ/[:l |s — zn]ejls—zn
H - = B
) [ (s —pa)  TI0L |5 — poleiés—en

Na Fig. apresenta a resposta, modulo e fase, para um sistema
composto de um polo complexo em funcao de (.

(a) Vetores polos e zeros em (5).

Opn =
r angulo Pn

z

o
Z @z=

angulo Zn <, .
Fq

©pn =
angulo Pn"

(b) Angulos para os polos e zeros.

Figura 4.7: Diagramas de polos e zeros no (S) e na reta jw.
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M N
LH(s) = > Z(s—2z)— > Z(s—pn) (4.37)
n=1 n=1
M N
ZH(jw) = > Z(jw—z,) — Z (jw — pn) (4.38)
n=1 n=1

A composigao do ZH (jw) é feita individualmente pelos polos e zeros.
Os angulos Z(jw — z,) referentes ao zeros sao somados e os angulos Z(jw — z,)
referentes ao polos sdo subtraidos. Observe na Figid.3.1]

Quando w = 0 e os polos ou zeros Reais se encontram no semi-plano
lateral direito de S. Os angulos serao de 180 graus ou w. Ja estando no
semi-plano lateral esquerdo de S os angulos serao de 0 graus.

Quando w é igual ao modulos dos polos ou zeros Reais e se encontram
no semi-plano lateral direito de §. Os angulos serao de 135 graus. Ja estando
no semi-plano lateral esquerdo de S os angulos serdao de 45 graus.

Quando w — 0o 0s polos ou zeros Reais os angulos serao de 90 graus.

4.4 Transformada de Fourier de Funcoes Es-
peciais

Seja o par de transformadas F{z(t)} = X (jw)

Transformada de Fourier da funcao derivada,

')} = (ju)X(jw)

= (Jw)F(z(t))
(4.39)
Condicdo: z(t) — 0,¢ — £o0
Justificativa
Fla) = L O:O 2 ()e Tt dt (4.40)
= 2(t)e = + (jw) /_ ‘: ()t dt (4.41)

= (Jw)X(jw) (4.42)
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Tabela 4.1: Regras para tracar o Diagrama de Bode

Parcela modulo fase
Constante: K 20log10(|K]) K>0: 0
K<0: £+180°
Polo na origem -20 dB/decada passando por -90°
Integrador 0OdBemw=1
Zero na origem +20 dB/decade passando por 0 dB at w =1 +90
Diferenciador
Polo Real Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0 dB Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0
Desenhe a assintota de alta frequéncia com -20 dB/decada Desenhe a assintota de alta frequéncia com -90
Conecte com linhas em wq Conecte com uma linha reta ligando de 0.1wg até 10wq
Zero Real Desenhe a assintota de baixa frequéncia com dB Desenhe as assintotas de baixa frequéncia com 0°

Desenhe a assintota de alta frequéncia com +20 dB/decada
Conecte as linhas em wq

Desenhe as assintotas de alta frequéncia com +90°
Conecte com uma linha reta ligado de 0.1wg até 10wq

Polos conjugados complexos

Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0 dB
Desenhe a assintota de alta frequéncia com -40 dB/decada
Se ¢ < 0.5 entdao desenhe um pico em wg com amplitude
|H(jwo)| = —20log10(2¢), caso contririo ndo desenhe o pico
Conecte as linhas

Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0°
Desenhe a assintota de alta frequéncia com -180°
Conecte com uma linha reta ligado de 0.1wg até 10wq

Zeros conjugados complexos

Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0 dB
Desenhe a assintota de alta frequéncia com +40 dB/decada
Se ¢ < 0.5 entao desenhe um pico em wg com amplitude
|H(jwp)| = +20log10(2¢), caso contririo ndo desenhe o pico
Conecte as linhas

Desenhe a assintota de baixa frequéncia com 0°
Desenhe a assintota de alta frequéncia com +180°
Conecte com uma linha reta ligado de 0.1wg até 10wq
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De forma recorrente:

F{z™ ()} = (jw)"X (juw) (4.43)
Transformada de Fourier da integral da funcao
F{ / 7)dr} = —X(jw) (4.44)

Condigao: w#0 e / z(t)dt = X(0) =0

—0o0
Justificativa
t

Seja ®(t) :/ 2(7)dr . @' (t) = z(t)

—00

F®} = Falt) (4.45)
= (Jw)e(w) .. (4.46)
FOO} = —-X() (4.47)

Dualidade tempo-frequéncia

Fjtalt)} = - X(jw) (1.48)
Justificativa
X(jw) = /_O:om(t)ej”tdt (4.49)
dcde(jw) - d‘fd /_O:Ox(t)ej“tdt (4.50)
_ /_O:Oa:(t)di{e_j“t}dt (4.51)
— /°° 2(t)(—jt)eI=tdt (4.52)
— / ((—jt)a(t) e dt (4.53)
= F{(—jt)z(t)} (4.54)

Dualidade convolugao e multiplicagao
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Seja F{a1(t) x x2(t)} = X1 (jw) Xz (jw)

Justificativa:

Fla(t)  oa(t)} = /°° [ /°° xl(T)xg(t—T)dT}e_j”tdt

— /O:O x1(7) [/o:o xo(t — T)e_j“tdt] dr

Usando a Prop. / To(t — 7)e dt = e X, (jw)

—00

_ / Y () [XQ( jw)e_j“”] dr

= Xg(jw)/ xi(7)e Tdr

—0o0

= Xp(jw)Xi(jw) = X1 (jw) X (jw)

De forma equivalente: F~'{ X (jw) * Xao(jw)} = z1(t)w2(t)

A seguir serdo calculadas a Transformada de Fourier para algumas
funcoes especiais.

Transformada de Fourier da fungio impulso, F{i(¢)} =1

Justificativa:
]:1{1?,(2 ;t;(t) #0(t) - X(w) = X(jw)F{o(@)} . F{o@®)} = 1e,
Mostre que §(t) = 217T /_ O:O e dw
Justifica
5(t) = F {1}y = ;ﬂ JARCEE
Mostre que §(t) — 71T [ costetyas

justificativa
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1 oo
it) = %/_meﬂ"tdw

1 00
= —/ cos(wt) +j sin(wt) dw
27T — 00 N—— N—_——

p impar
1 e
= —/ cos(wt)dw
 Jo
(4.55)
Determine que F{z(t)},z(t) =1
Justificativa
o —jwt 1 o j(—w)t
F{1} = / le™ dt:27r—/ ! Tt
—0o0 21 J-o
6(—w)
= 216(—w) (4.56)

Como a funcao §(t) é par, §(t) = §(—t). Logo F{1} = 21d(w)
Determine a F{z(t)e’"}

justificativa

= / ejwote Jtqt
— / —] w—wo tdt
X(j

j(w — wo))

Fla(t)e! '}

88

Determine a F{z(t) cos(wpt)}
justificativa

[e.0]

Fla(t) cos(wot)} = /

—0o0

x(t) [2(e]°’°t - ejwot)] e Itdt

Relagao de Euler

_ ;X(j(w—wo))vL =X (j(w+wo))
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Determine F{e/“°"}
justificativa
F{1} = 27/(w)

Flz(t)e™'} = X(j(w—wo))
(4.57)

Combinando as duas equacdes, tem-se: F{e/**'} = 276 (w — wy)
Determine a F para cos(wyt) e sin(wot)

Justificativa

1 . .
cos(wot) = §(ejw°t—|—e_]“’°t)

F{cos(wot)} = ;(]—“{ej”“t} + F{e 9wt}
= 7w —wp) + T (w + wo)
(4.58)

De forma equivalente,
F{sin(wpt)} = —jmd(w — wp) + jmd(w + wp)
Teorema de Parseval’]

O teorema de Parseval é comumente escrito como:

oo 1 o0

/ 2(t)Pdt = - / X (Q)[2d02 (4.59)
—00 T J—o00

onde X (Q) = F{z(t)} representa a transformada de Fourier continua de z(t)

e {2 representa o componente da frequéncia (em rad/s) de x(t).

A sua interpretacao é que a energia total (o mesmo pode ser mostrado
para a poténcia média de x(t)) do sinal contido na forma de onda z(t) ¢ igual
ao total da energia do forma de onda da transformada de Fourier X ().

Zhttps://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Parseval


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Parseval
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4.5 A série de Fourier

Em matematica, uma série de Fourier é uma forma de representar uma
fungao periédica como a soma de ondas senoidais simples. Mais formalmente,
decompde-se qualquer funcao periédica ou sinal periddico para a soma infinita
de fungoes oscilantes simples, ou seja, senos e cossenos (ou, equivalentemente,
exponenciais complexas).

Esse caso da decomposigao seria igual a transformada de Fourier exceto
pela condicao de que a fungao periddica nao é absolutamente somavel. Neste
caso, espera-se que as fungoes sejam absolutamente somaveis apenas sobre o
periodo.

4.5.1 Formulacao

O sinal x(t) como uma combinagao de sinais pode ser escrita da seguinte
forma:

z(t) = Y azel™! (4.60)
k=—oc0
7
Observa-se que z(t) deve ser peridédico com periodo Ty = —. Os termos
Wo

ar sao os coeficientes da série (complexos), kK = 0 termo constante ou DC,
k =1 primeiro harmonico, k£ = 2 segundo harmonico e assim sucessivo.

T

Figura 4.8: Exemplos da funcao quadrada representada como somas de senos
€ COoSSenos.

Determinacao dos coeficientes da série de fourier. Multiplicando a eq.
em ambos os lado por e /™" tem-se:
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o0

x(t)e_j”wot = Z ay e’ kw0t g —inwot (4.61)
k=—00

— Z ay,el (kF—n)wot (4.62)
k=—0o0

E, integrando sobre o periodo 7 tem-se:

x(t)e Imolgr = / akej(k_")wotdt 4.63
/(To) ( ) (To) k;oo ( )
- Y / eI k=mnt gy (4.64)

k=—o00 (To)

Observando que

[ ety — O e kA (4.65)
(To) Ty, se k=n.

ou seja,
okt _ — funcgoes ortogonais (4.66)
Ty, base para funcoes periddicas.
Manipulando as equagoes acima, tem-se
1 )
ag = — / x(t)e IR0ty equagao de andlise (4.67)
To J(1o)
z(t) = Y @™ equagio de sintese (4.68)
k=—00

A convergéncia da série é garantida se as condi¢oes de Dirichlet forem
satisfeitas sobre o periodo:
1. z(t) é um sinal absolutamente soméavel sobre Tj
2. Apresenta um numero finito de descontinuidades sobre o periodo

3. Apresenta um nimero finito de maximos e minimos sobre o periodo.



4.5. A SERIE DE FOURIER 115

No caso de fungoes descontinuas, essa aproximacao sera feita pelo valor
médio de cada descontinuidade.

Como os termos ay sao complexos, em muitas bibliografias, se adota a
notacao por fungoes trigonométricas:

z(t) = Ao+2> Aycos(kwot + ¢y), ou (4.69)

k=1
= Ao + 2 Z Bk COS(]wat) + ]Ck sin(k:wot) (470)

k=1

onde

1
B, = i /To x(t) cos(kwot)dt (4.71)
Cr = 1 / x(t) sin(kwot )dt (4.72)

Tg To

4.5.2 Propriedades

As propriedades da Série de Fourier sao idénticas a Transformada de Fourier
e Laplace.

Linearidade Sejam dois sinais x1(t) e xo(t) com periodo Ty e frequéncia
2
wy = % tais que: SF{z1(t)} = ar e SF{xa(t)} = by entdo SF{z(t)} =
0
Aay, + Bbondex(t) = Axq(t) + Baa(t)

Deslocamento temporal Seja y(t) = z(t —t4) ... SF{y(t)} = by, =
e Ihwotaq,

Reversao temporal Seja y(t) = z(—t) .. SF{y(t)} = a_y.
Compressio/expansdo Seja y(t) = z(at) - y(t) = Y azel

Operacoes sobre os sinais

[e.9]

1. {L‘(t) = Il(t)l‘g(t) o Cp = Z akbk_l

l=—00
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t 1
3. [m $(7’)d7’ = bk = mak

d .
4. y(t) = ax(t) 2obe = jkwoag

Relacao de Parseval

1 o0
P:—/ 2(t)2dt = a2 473
T (TO)| (1) k;oo| K (4.73)

O grafico de apaj, = |ag|* - k é conhecido por Densidade Espectral de Poténcia.

Sinais reais e perioédicos

1. Sinal par entao a; sao reais

2. Sinal impar entao a sao impares

4.5.3 Interpretacao: relacao entre Série de Fourier e
Transformada de Fourier

Apesar da transformada e da série de Fourier serem muito parecidas, a
Transformada de Fourier pode ser interpretada como o limite de Tj (periodo
fundamental) quando tende para infinito. Observe que a condicao de aplicagao
da Transformada de Fourier é que x(t) seja absolutamente soméavel sobre todo
intervalo de defini¢do da x. No caso de fungoes peridédicas esse condi¢ado nao
¢ atendida.

retornando a eq. e aplicando a Transformada de Fourier tem-se:

[e.9]

Fle@)} = Y apF{e/™"} (4.74)
k=—00
Usando a propriedade P. [4.4] tem-se:
X(jw) =F{z@)} = > ar2md(w — kwy) (4.75)
k=—o00

Os termos ay sao os pesos dos impulsos nas posi¢oes kwy conhecidos como
harmonicos.
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A anadlise de um sinal periédico no tempo faz com que a sua represen-
tacdo em frequencia seja discreta, ocorrendo em posigoes fixas kwy no espaco
dos sinais.

4.5.4 O limite da série de Fourier

Seja xp(t) uma funcdo peridédica com periodo T e seja z(t) = Tlim xp(t).
—00
Reescrevendo xp(t) a partir da sua Série de Fourier, tem-se:
rrlt) = 3 a
- 7/ (e (4.76)
an = e xp(t)e :
d 27w = = 2 substituind 4.76] ¢
onde wy = — ou — = ——, substituindo na eq. 4. em-se
0 T T 27'(" q p
=Y |2 / " wnlm)ernorde | e (4.77)
x = = xp(z)e x|e .
4 O O AV g
bstituindo — por 2
substituindo — por —
T P or
=5 o | [ ererarwert @79
x = — xp(z)e x| woe :
g i 2m | -T2 4 0

Fazendo T — 00 .. wy — 0 = dw, kwy — w e Z —>/

n=-—o00 o0

21 J—oo | J=T)2

x(t) = L /oo [/T/2 :U(t)eijdx] e“'dw (4.79)

X(jw)
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Par de Transformadas de Fourier

X(jw) = /OO (t)e I

1 oo -
z(t) = g/_ooX(jw)ej“’tdw

(4.80)

4.6 Atraso de fase e de grupo

A resposta de fase de um filtro ©(w) fornece o deslocamento de fase que uma
senoide tem para uma dos componentes senoidais da entrada. Muitas vezes é
mais importante considerar o atraso de fasd’|

O atraso de fase de um filtro LTI H(2) com resposta de fase O(w) é
definido por

Plw) = - (4.81)

O atraso de fase fornece o atraso em segundos em cada componente
senoidal aplicado na entrada do filtro. Por exemplo, no filtro y[n| = x[n] +

T
x[n — 1], a resposta de fase é O(w) = —w5 que corresponde ao atraso de fase

T A
de 3 o qual é meia amostra.

De forma geral, se a entrada do filtro com resposta em frequéncia
H(e’) = G(w)e’®®@ é 2[n] = cos(wnT), entdo a saida é y[n] = G(w) cos(wnT+
O(w)) = G(w) cos(w(nT —P(w))) e pode ser visto que o atraso de fase expressa
a resposta de fase como um atraso temporal.

Em se trabalhando com o atraso de fase, devem ser tomados todos
os cuidados para que os multiplos de 27 sejam incluidos em O(w). Sendo
definido ©(w) como o angulo do complexo obtido pela resposta de frequéncia
H(e?), e isso ndo é suficiente para obter uma resposta de fase que pode ser
convertida no atraso de tempo real. Descartando os multiplos de 27, como é
feito na definicdo angulo complexo, o atraso de fase é modificado por multiplos

3Signal Analysis (1997) Athanasios Papoulis ISBN-13: 978-0070484603
“https://technick.net/guides/theory/edft/013/ e http://www.iowahills.com/
BiGroupDelay.html


https://technick.net/guides/theory/edft/013/
http://www.iowahills.com/B1GroupDelay.html
http://www.iowahills.com/B1GroupDelay.html
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periodos das senoides. Sendo que as analises de filtros LT1 é feita em senoides
sem inicio ou fim, ndo se pode (em principio) distinguir entre o atraso de
fase "real'e o atraso de fase sem os periodos da senoide. Por outro lado, é
conveniente definir a resposta de fase do filtro como uma funcao continua da
frequéncia com a propriedade de ©(0) = 0 (para filtro reais). Isso significa
que o “unwrapping” da resposta de fase para se obter uma curva de atraso
de fase consistente.

Definicao. A forma mais comum para a representacao de resposta de
fase do filtro é chamado de atraso de grupo, e é definido por

D(w) = —dci)@(w) (4.82)

Para respostas de fase linear, o atraso de grupo e de fase sao identicas,
e podem ser interpretadas como atraso no tempo.

Para qualquer funcao de fase, o atraso de grupo D(w) pode ser interpre-
tado como o atraso temporal da envoltéria da amplitude de uma senoide com
frequencia w [Papoulis 1977]. A largura de banda da envoltéria da amplitude
nessa interpretacao deve ser restrita ao intervalo de frequéncia no qual a
resposta de fase é aproximadamente linear.

4.7 O Teorema da Amostragem

O teorema de amostragem é a base matematica para converter um sinal de
tempo continuo z(¢) em suas amostras z[n] em tempo discreto. A obtengao
da sequéncia de amostras z[n] é feita usando a relagao abaixo:

xln) = x(t)|_ = aw(nTs) (4.83)
1
onde n € Z, T's é o periodo de amostragem (s é de sampling) e Fs = T éa

frequéncia de amostragem.

Na pratica, essa operacao é executada por um conversor analégico-
digital (AD) que inclui também um quantizador das amplitudes das amostras,
especificado em niumero de bits. Um possivel diagrama interno geral de AD ¢
apresentado na Fig.
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—

Figura 4.9: Esquerda: Relagao entre as fungoes x(t), s(t) e x(t)s(t). Direita:
amostras x[n| a partir do sinal z(t)s(t).

O sinal s(t) é um trem de impulsos periédicos como:

s(t) = i d(t — nTy). (4.84)

n=—oo

O primeiro passo na conversao analdgica-digital s(t) - z(t) é:

A conversdo, eq. [4.83] garante que z(t) — z[n] mas nao a volta
xz[n] — z(t). De forma geral, devem ser feitas suposi¢oes sobre z(t) que
garanta esse retorno ao sinal original z(¢). Por exemplo a Fig. H mostra a
conversao onde as amostras obtidas nao descrevem o sinal original.
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1.01 \ -
0.5
0.0

LT

Figura 4.10: Exemplo de conversao AD onde as amostras nao guardam
semelhanca com o sinal original.

Fazendo a transformada de Fourier tem-se:

S(jw) = ;—W Z d(Q2 — kQy), onderziﬂ—7T (4.86)

, 1
X)) = 5 XY *5(Q) (4.87)
_ 1 > X(@- k) (4.88)

O X(j9) consiste de copias de X (j2) espagadas de €. Essas copias sdo
sobrepostas como na Fig. c). Observa-se que para nao haver sobreposicao
espectral das repeti¢oes X (j€2) (quando ocorre isso é conhecido como aliasing),

Fig. [4.7/(d).
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X(jQ

S(Q)

>
| >
=

X(j) = S(j)

Figura 4.11: Representagao espectral do sinal amostrado x(t).
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_QS + Qmax _Qma,:r Qm,ru: QS - Qmax QS QS + Qmax

Figura 4.12: Representagao espectral do sinal amostrado z4(t) onde
QS - Qmaac > Qmaz ou QS > 2Qmax-

Observa-se que:

1. Se X(2) =0, |Q] > Qaz, Banda limitada, e

2. Qs - Qmam > Qmaw Qs > QQmam

Essas condigoes sdo conhecidas como Teor. de Nyquist e se forem atendidas
o sinal X () poderd ser obtido a partir do sinal X () filtrando (removendo)

todas as repeticoes a partir da frequéncia €2, > 78 Se a condicao nao for
satisfeita o sinal original ndo poderd obtido a partir de x(t) = F {X(Q)} e

serd permanentemente perdido.

A reconstrucao do sinal z(t) a partir de z,(t) é dado por:
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z(t) < z,(t) = x(t)op(t) (4.89)
= xz(t) Y 6(t—nT) (4.90)

= i z(t)o(t —nT) = i z(nT)o(t —nT) (4.91)

(4.92)

Sabendo que TF{d7(t)} = woduy(w) =wy > 6w — kwp)

k=—o00
TF{z,(t)} = Xo(w) = 217T[X(w) sk Wo 0w, (W)] (4.93)
1 1 °
= LX) 0] = HIX @) Y B — Kbl

k=—o00

Considerando que: z(t) * §(t — tg) = x(t — to), tem-se:

1 & 1
Xa((,d)zf > X(w—kw), T < 57
k——o0 max

(4.95)

1
Como X,(w) é peridodico em —, pode-se escrever a sua série de Fourier
T’

Xo(w) = > Cn€IE0 (4.96)
1 [wo/2 ‘
Ch = — ’ X&(w)eﬂ"%“’/wodw (4.97)
Wo J—wp/2

1
Como X, (w) = X(w), —wy <w < wy e SWo > Wi, tem-se:

1 WM .
Cp = — X (w)eIn2m/wo gy, (4.98)
Wo J—wpr
1 oo .
Como z(t) = TF{X(w)} = 7/ X(w)edw e X(w) = 0, |w] >
T J—00

whr, tem-se:
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x(t) ! /wo X (w)eldw

2T —wo

T
Fazendo t = —nT = —n— tem-se:
Wo

2m 1 [wo .
-nT) = —n—) — / X —jn27rw/w0d
r(—nT) = x( nwo) or ) (w)e W

Comparando as eq. e |4.100] tem-se:

WoCp, = /X(w)e_j"%w/wodw

2 .
27r93(—n—7r) = / X (w)eIn2me/wo gy,
w

Onde se conclui que

2rx(—n—) = wocy
Wo
2w 2m
N = —_— — TN — :T - T
c wox( nw()) x(—nT)

125

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)
(4.103)

(4.104)

(4.105)

Observa-se que as amostras ¢, deverao ser escaladas pela taxa de

amostragem 7'

4.8 Funcao Trem de Impulso

O Trem de Impulsdﬂ é uma fungao (ou fungao generalizada) obtida a partir
de impulso. Em engenharia elétrica, também recebe o nome de funcdo de
amostragem ou 07, (t). E definida como um conjunto infinito de impulsos

unitarios, espagados de uma unidade:

*https://pt.wikipedia.org/wiki/Pente_de_Dirac


https://pt.wikipedia.org/wiki/Pente_de_Dirac
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oy (t) = > d(t—k) (4.106)
onde §(t) é a funcao impulso e k € Z.

A distribuicao é periédica com T = Ty. Algumas propriedades sao
evidentes, a partir da defini¢ao:

L. 6T0<_t) - 5T0 (t)
1 1

1

n+3
3, / S, (t)dt = 1,n € Z

4 6n,(t) =0, t¢Z

O trem de impulso exibe a propriedade de, para qualquer fungao xz(t),

[e.e]

Sr()z(t) = S a(k)o(t — k) (4.107)

k=—o00

Outra propriedade 1til estd relacionada a convolucao:

o0

or,(t) xz(t) = Y. z(t —k) (4.108)

k=—o00

A convolucao com o trem de impulso gera uma sequéncia em que 0s
valores de z(t) em determinados instantes sdo deslocados periodicamente.
Se x(t) # 0 para |t| > 1, haverd superposi¢ao entre os valores mas, no caso
de x(t) # 0 apenas para [t| < 1, a sequéncia resultante sera periddica com
periodo igual a uma unidade.

A Série de Fourier da fun¢ao na forma exponencial é do tipo:

o) = 3 ¢, T (4.109)

n=—oo

cujos coeficientes de Fourier, ¢, sao:
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1 to+T
T to

1 P t
= T/zz o, (t)e " Tdx

_9oxt
27TT

Cn 5T0T (t) e

!

nN

N

1 r3 ¢
= T/_Z S(t)e " Tdx
1

0
767271’7

1
Logo, todos os coeficientes sao iguais a T e sua representacao em Série

de Fourier é:

6T0(t):; 3 T (4.110)
e7
A (i) = Qs S 6(Q — kQs) (4.111)
k=—o00

Exercicios Resolvidos

Exemplo 48 :  Considerando um sistema LIT cuja resposta ao
impulso é dada por h(t) = e"*u(t). Determine a safda quando é
aplicado na entrada o sinal z(t) = e u(t).
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solugao

h(t) = e~ u(t) L Hw) =

a—+ jw
x(t) = e Pu(t) L Hw) = T
V() = HW)X(0) = Yw) = ot
Yiw) = a—fjw * bfjw
A= b i a B= b_—la

Exemplo 49 :
2

d d
cl it la EDO —y(t 4—
é descrito pela dto( )+ n

Um sistema LIT com condig¢bes iniciais nulas

(1) + 3y(1) = a(t) + 22(1).

Determinine a funcao de transferencia do sistema.

solugao Aplicado F de ambos os lados da EDO tem-se:

(jw)?Y (W) + (jw)4Y (w) + 3Y (w)
Y(@)[(jw)* + (jw)d + 3]

2(jw) X (w) + 2X (w)
X(w)[2(jw) + 2]

V() jwt+2 A B
HW) = 30 Gl 14(w) 13 jutl jwt3
1
E 1 R 1
h(t) = ie_tu(t) + 56_3tu(t)
(4.112)

Exemplo 50 :

saida do sistemas quando z(t) = e ‘u

t

Considerando o exercicio anterior, encontre a

(t)
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solugao
X@) = o V() = Hw)X ()
w) = 7 T w)=H(w)X(w
Jw+2 Jw + 2
Yw) = — . . = — 5
(Jw+1D)(jw+3)jw+1  (Jw+1)2(jw+ 3)
B A N B n C
CojwHl o (w12 jw+3
1 1 -1
A = — B — — —_ —
4 2 ¢ 4
1 1 =1
() jw+1  (jw+1)2  jw+3
1 1 1
y(t) = Ze’tu(t) + §te’tu(t) — ze’3tu(t)
(4.113
Exemplo 51 : Seja um sistema LTI cuja resposta para a

entrada x(t) = [e™" + e ¥ u(t) é y(t) = [2e7" — 2 *]u(t).

1. Determine H (jw)
2. Determine h(t)
3. Ache a equacao diferencial que relaciona a entrada e a saida

4. Construa o diagrama de blocos do sistema.

solucao
1.
1 1 2 2
Xw) =7t YW=~
1+jw 34+ jw 1+jw 44+ jw
(4.114)
1 1
H _ Y(w) _ 1fjw + 3+jw
(w) = b% = 2 2
(w) I+jw  Atjw
_ _3B45w) (4.115)
(24 jw)(4 + jw)
2.
A B 3
Hw) = . A== B=~- 4.116
W= T i e 2 (4.116)
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Aplicando a transformada inversa:

3

h(t) = 5(6_% + e )uf(t) (4.117)
3.
Y (w) _ 3(3+ jw)
X(w) (2+ jw)(4 + jw)
Y(w)2+ jw)(d+ jw) = X(jw)3(3+ jw)
(jw)?Y (W) + 6(jw)Y (w) + 8Y (w) = 3(jw)X(w) + 9X (w)
T+ 60 y(0) +8u(t) = 3 5(0) + (1)

(4.118)

4. Integrando duas vezes: y(t)+6y'(t) +9y" (t) = 32'(t) + 92" (t)

Exemplo 52 : Sendo a onda quadrada, Fig. ??, possui coefici-
entes da série de Fourier dados por:

sin(kwot)
= —". 4.119
ak k ( )
Determine a transformada de Fourier sendo Ty = 47
Exemplo 53 :  Calcule a transformada de Fourier para a fungao
x(t) = sin(wpt)
Exemplo 54 : Determine a F do sinal
z(t) = ' |t < 7/2 (4.120)
Exemplo 55 : Determine a F e desenhe o espectro do sinal
x(t) = s(t) cos(wpt) e o espectro de s(t) dado por:
Exemplo 56 : Encontre a Transformada Inversa de Fourier
para:
' 1
X(juw) = — 24T (4.121)

—w? 4+ 5jw + 6



4.9. EXERCICIOS PROPOSTOS

Exemplo 57 :  Determine a representacao por série de Fourier
1
do sinag x(t) = 5 + sin(wpt) 4 2 cos(wot) + cos(2wot + %)

solugao:

Exemplo 58 : A onda quadrada é definida em um periodo

1, |t <
como: z(t) = { o <7 . Determine a série de Fourier

0, 7< |t| <T[)/2
para Ty = 87. solugdo:

Exemplo 59 : Encontre a série de Fourier para a onda dente
de serra periddica (Tp =2) e x(t) =t, -1 <t < 1.

solucao:
Exemplo 60 : Determine a série de Fourier para a onda qua-
-1, —2<t<0 .
drada com periodo Ty =4 e x(t) = ~ . solugao:
1, 0<t<2.
Exemplo 61 :  Supondo as seguintes afirmagoes sobre z(t):
1. ele é real e impar
2. ap =0, |k’|>1
1 /2 9
3, f/ o (t)2dt = 1
2 Jo
Determine dois sinais que satisfazem essas condigoes.
solucao:
Exemplo 62 :  Encontre a série de Fourier de z(t) = cos(gt)|.
solugdo:

4.9 Exercicios propostos
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1. Desenhe o diagrama de Bode com as suas retas assintotas para cada

uma das fungoes de transferéncia abaixo:
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s+ 0.1a
H(s) = 1000 = 10° rad
(a) H(s) (s + a)(s + 1000a) " “ rad/s
So41
(b) H(s) = 1012
15 +1
(c) H(s) = :—Jw com w = 10° rad/s
S
241
(d) H(s) =100 ___
) S+ D(s+20)(5 + 1)

1
— 10—
° 2425+ 2
41
§$)= v
T+ 11s+20
20(s* + s+ 1)
H(s) = 2
(g) H(s) s(s+1)(s+ 10)

2. Para cada um dos circuitos apresentados na Fig. determine: a
funcao de transferéncia, o diagrama de polos e zeros, os diagramas de
Bode (mdédulo e fase) e especifique o tipo de filtro.

3. Considera os diagrama de Bode na Fig. [£.14] Determine os polos e
zeros e suas fungoes de transferéncias.

4. Determine a transformada de Fourier e esboce ao menos o espectro de
amplitude dos seguintes sinais:

(a) (1) = Aret(*)

(b) 2(t) = o(t)

(c) z(t) = e “u(t) a>0
(d) z(t) =e M a>0

(e) x(t) =te " u(t) a>0

t se|t| <1,
<f>rx\={ UE

0 c.c..

(g) x(t) como na Fig. [4.15}

5. Determine a transformada de Fourier inversa das seguintes fungoes:

)

w

(a) X(w)= Aret(2W
(b) X(w) =276 (w)
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1kQ
+
Vin(s) @ LkQ1IpF == Vo(s)
(a)
+Vo(s)_
1kQ
Vin(s) () 1kQ —1uF
(b)
1kQ
+ _
Vin(s) @ 1kQ S vn (D) 1070, S1MQpF ==V,(s)
- +

C 2R
Vin(s) &) %REC

(d)

Figura 4.13: Circuitos para o exercicio [2}
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[Hlq <H
w, 100w, W/10 W, 10W,
0dB o, o
: i : :
-ni2
-40dB |-
(@
<
HI,, H
10° 10¢ 10? 10° 10°
0dB :\\ Wl w
N i -n/4
\\\\
-23dB [ - N -ni2
(b)

Figura 4.14: Diagramas de Bode para o exercicio [3]

Figura 4.15: Figura do exercicio [dg]
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2cos(w), se|w| <,

(¢) X(w) :{ 0, cc. .

sin(3(w — 2m))
w—27

(d) X(w)=2
(e) X(w)=el™

(f) X(w) = utilize a propriedade da convolugao.

(14 jw)*’

6. Utilize o teorema de Parseval para determinar a seguinte integral:
00 4
—00 |2 + ]w|

7. Um sistema LTI apresenta a seguinte resposta ao impulso: h(t) =
2e*tu(t).

(a) Esboce o espectro de amplitude e fase da resposta em frequéncia
(diagrama de Bode: amplitude e fase).

(b) Determine o sinal de saida do sistema quando o sinal de entrada é
dado por: z(t) = 3e " u(t)

8. Suponha um sistema LTT cuja resposta ao impulso é dada por: h(t) =
e 'u(t) e seja x(t) o sinal de entrada do sistema tal que: z(t) =

3
Z akej(k”/4)t em que ap = ———. Determine o sinal de saida do
P k| +1

sistema. (Faga uma tabela com os valores das amplitudes dos harméni-
cos da entrada e da saida e interprete os resultados).

9. Utilize a propriedade da convolucao para encontrar a transformada de

Fourier da seguinte fungao: z(t) = g sin®(t)
m

10. Desenhe o diagrama de Bode das seguintes respostas em frequéncia:

(a) H(w) =1+ jw/10
1
" 1+ jw/10
10(1 + jw)
(1+ jw/10)(L + jw,/100)

(b) H(w)

(¢) H(w) =

11. A Fig. [4.16) representa o diagrama de blocos de um sistema LTI de
segunda ordem, o qual se pretende analisa-lo.
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d/dx

d/dx

Figura 4.16: Figura do exercicio

(a) Escreva a equagao diferencial que relaciona a saida y(t) com a
entrada z(t).

(b) Determine a resposta em frequéncia H(w) e identifique os seus
polos.

(c¢) Determine a resposta ao impulso h(t).

(d) Desenhe o diagrama de Bode (linear por partes) da resposta em
frequéncia (somente o médulo).

12. Seja €, a taxa de Nyquist para um sinal z(¢). Determine a nova taxa
de Nyquist para os sinais y(t) formados a partir de z(t).

(a) wlt) = 42(1)
(b) ()

(€) w(t) = (41
(@ w(t) = ()

13. Um sinal de eletrocardiograma (ECG) analégico contém frequéncias
uteis até 100 Hz. Qual a taxa de Nyquist para esse sinal? Suponha
que a taxa de amostragem seja 250 Hz, qual a maior frequéncia que
pode ser representada unicamente nesta taxa? Se o sinal acima fosse
amostrado em 150 Hz, o que aconteceria?

14. Um sinal em tempo continuo z(t) pode ser recuparado a partir de suas
amostras z(nTs) com Ty = 1 ms. Qual é a maior frequéncia do sinal

(t)
15. Seja x(t) = cos(5007t)

(a) Determine z[n] para uma frequéncia de amostragem igual a 1000
Hz;
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(b) Determine x[n] para uma frequéncia de amostragem igual a 200
Hz;

)

(c) A partir de z[n] do itém (b) determine o novo sinal no tempo
continuo utilizando a frequéncia de 200 Hz;

(d) explique o que aconteceu.

16. Um sinal z(t) real, com periodo fundamental T, = 8, apresenta os
seguintes coeficientes nao nulos para a série exponencial de Fourier:
a1 =a_1 =2eaz=a"y = j4 Determine z(t) na forma » Ay cos(kwot)

(k)

27
—t
3

5%
—t

17. Para o sinal periédico z(t) = 2 + cos(—-t) + 4 sin( 3 ) determine wy e

os coeficientes a; da série de Fourier.

18. Determine a série de Fourier para os seguintes sinais:
(a) z(t) = 2sin(27t — ) + sin(67¢)

(b) z(t) = ; + sin(wot) + 2 cos(wot) + cos(2wot + %)

() 2(t) = [1 + cos(2mt)] cos(10t + %)

(d) onda quadrada com periodo Ty: x(t) = { L, selt| <, .
0, /cc. .

(e) x(t) = Al cos(2m fot)]

(f) z(t) = A|sin(27 fot)]

2, se0>t<1,
(g) z(t) = { 2 sel>t<2 periodica.
4\t T
(h) onda triangular: z(t) = A(1 — IU)’ It] < ?0, periodica.
0

(i) onda dente de serra: x(t) =t, |t| <1, periodica;
: | sin(nt), se 0>t <2, -
(j) =(t) = { 0, se2>t>4 " periddica

19. Suponha que sdo dadas as seguintes informagdes a respeito de z(t):

(a) x(t) é real e impar,
(b) peridédica com Ty =2 e apresenta série de Fourier,

(c) ar =0, |k| > 1
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(@ 5 [ leoPar=1

Determine dois sinais que satisfazem as condi¢bes acima.

20. Uma técnica para se construir uma fonte dc simples é usar um sinal ac
periodico e retifica-lo utilizando um retificador de onda completa. Isto
é, colocamos o sinal z(t) na entrada de um sistema que produz uma
saida y(t) = |x(t)|. Admitindo z(t) = cos((t), pede-se:
(a) O sistema ¢ linear ou nao linear?

(b) Desenhe as formas de onda na entrada e na saida.

(¢) Quais os periodos e frequéncias fundamentais dos sinais de entrada
e de saida.

(d) Determine os coeficientes da série de Fourier da saida y(t).
(e) Qual a amplitude da componente dc do sinal de entrada?
(f) Qual a amplitude da componente dc do sinal de saida?

21. Repita o problema anterior admitindo um retificador de meia-onda e
compare os resultados.



Capitulo 5

A Transformada de Fourier:
tempo discreto

A transformada de Fourier discreta é a transformada de Fourier para sinais
em tempo discreto. Na secao [4.7] é feita a formulacao espectral de um sinal
amostrado. Neste caso, o espectro é formado pela repeticao do espectro
do sinal z(t) (com banda limitada) e suas copias deslocadas de kF's, onde

Fs= T ¢ conhecido como frequéncia de amostragem.

5.1 Conceitos iniciais - a DTFT

A DTFT (discrete-time Fourier transform) é muito parecida com a TF e suas
propriedades sao equivalentes. A representacio de sistemas LIT em tempo
discreto é equivalente ao tempo continuo e o seu desenvolvimento é feito
colocando uma entrada z[n] = e’ em um sistema cuja resposta ao impulso

é h[n].

il = 3 ke
uln] = i BlK]e ek

(5.1)

139
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Definindo-se H(e’*) = > h[kle 7" é chamado de Resposta de
k=—o00
Frequéncia do sistema e H(e’*) é a Transformada de Fourier, F{.}, de
h[n]. Observa-se que essa entrada na forma de exponencial complexa é a
mesma que aparece na saida multipliacada por H(e’”), que modifica a sua
amplitude e fase.

A propriedade de periodicidade de X (e/*), secio ajuda em distinguir
entre a DTFT e a transformada de Fourier de x(t). Neste caso, X(f) (ou
X (59)), é a transformada continua de () com banda limitada e X (e/*) se
apresenta de forma periddica.

A Fig. M(a) mostra o sinal 'Nightingale.wav’ Hamostrado com uma
frequéncia Fy = 44.100Hz. Na Fig. [5.1{(b) apresenta um trecho de sinal
(azul) e a sua envoltéria (laranja). O sinal de envoltéria foi re-amostrado
para F; = 2.940Hz. Na Fig. [5.1{c) mostra o mdédulo da TF para o sinal de
envoltéria. Observa-se a repeticao do espectro de amplitude em k2.940H z, k
inteiro.

Exemplo 63 : Determine a resposta de frequéncia do sistema
y[n] = z[n — ndl.

solucao

y[n] _ 6jw(n—nd) _ e—jwndeiwn (52)
H(ev) = e v
[H(e™)| =1

(w050 o

A principal diferenca da resposta de frequéncia para sinais em tempo
continuo e discreto é a notacao H(e’“ ™) = H (/™)) sendo a resposta de
frequéncia peridédica em 27 = F,. Sendo assim podem ser usadas as seguintes
notagoes para o dominio de frequéncia

(5.5)

0<w<2r ou 0<f<1
—rT<w<m ou —05<f<05

"http: / /www.orangefreesounds.com /nightingale-sound,/
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30000
10

20000
10000 s

00

-10000
-05
~20000

~30000

(a) (b)
m p
40 q
30 p
20
N ,.l*k‘
0 L -"m
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
frequency - Hz

(c)

Figura 5.1: O sinal (a) Nightingale.wav e o trecho (linhas verticais em preto)
usado para calcular a envoltéria. (b) mostra o sinal normalizado (azul) e a
sua envoltéria (laranja). (c) Espectro de poténcia do sinal de envoltéria e
suas repeticoes em £2.940H z, k inteiro.

Frequéncias digitais entre —m e 7 significam que o sistema ¢é representado
pelas frequéncias de tempo continuo de —€, a €2, onde Q, = 27 F,. O par de
transformada de Fourier de um sinal x[n] é definido por:

1 = N i
xln] = 5 / X(e?*)e"dw < equagdo de sintese (5.6)
™ J-m
X(e) = Z z[n]e " < equacdo de analise (5.7)

n=—oo
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; X (e)| espectro de amplitude
Jwy) — ’ . )
X(e™) { £X(e’) espectro de fase (58)
A condigdo de existéncia da Transformada de Fourier é: X (e/¥) <
o0, Vw, justificativa:

X)) = |3 sl 3 Wl 69)
|X(e™)] < i: |z[n]| < oo (5.10)

A condicao de existéncia da Transformada de Fourier é que o sinal z[n]
oo

seja absolutamente somdvel, > |z[n]| < oo

Exemplo 64 : Determine a Transformada de Fourier para z[n| =

a"u[n]
solugdo:
X(e) = Z a"ulnle " = Za"e‘jwn
n=—00 n=0
n=0
admitindo que |ae | = |a| < 1E| pode-se aplicar a férmula de

somatério dos termos de uma PG infinita

1
1 — ae—iw

X(e) =

Na Fig. tem-se a esquerda a representacdo no tempo para
apenas 200 amostras e a direita tem-se o calcula da DFT com
700 amostras. Observa-se que o espectro é periédico com 200
amostras e 200 = 27

27| = Vcos?w +sinw =1

> 1
BZ%qnzli_q
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: 1.
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Figura 5.2: Gréfico que apresenta a solugdao do problema [64] com a = 0.95. O
grafico azul representa o médulo de X (e’“) e a curva laranja ¢ a sua fase.

Exemplo 65 : Determine a Transformada de Fourier para
2[n] A 0<n<M-1
0 c.c.
solucao:

. M_l .
X)) = > AeIn
n=0
B Al — e IwM _ Aefjw(Mfl)/Qsin(wM/Q)
1 — e sin(w/2)

5.2 Densidade espectral de energia ou potén-
cia

O desenvolvimento abaixo foi feito apenas para sinais com energia finita e
pode ser feito de forma equivalente para sinais com poténcia média finita.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
digital frequency

Figura 5.3: Grafico do ex. em azul é o médulo da transformada de Fourier
e laranja ¢ a fase. Foram adotados A =1, M =5 e no total foram simuladas
30 amostras e o eixo horizontal é [0, 27].

e = 3 Bl = 3 ellatl
= :fi: m[n]{;ﬁ /:rX*(ejw)e_jwdw}
— 2177/7; X*(ej‘“){n:f:oox[n]e_jw"}dw
_ /piX*(ej‘”)X(ej”)dw

21 J

B, = 2 /W X (%) |2 du (5.11)

" 2r )

A quantidade | X (e/)|> = S,(f) é conhecida como densidade espectral
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de energia. Quando o sinal possui poténcia média S, (f) fica conhecida como
densidade espectral de poténcia média ou simplesmente densidade espectral de
poténcia.

Exemplo 66 : Determine a energia para o sinal apresentado
no ex.

solugao:

sin(wM/2) 2

X<ef‘w>2{ w2
(AM)?, w=0

Y

5.3 Propriedades da Transformada de Fourier
Discreta

5.3.1 Propriedades de simetria

Sequéncia conjugada simétrica (Par):

reln] = 23l-n] = 3 (aln] + "))

Sequéncias complexas

1. 2*[n] < X*(e™¥)
2. Re{zn]} < X.(e7¥)
3. Im{z[n]} & X,(e™%)
4. z.[n] < Xp(e )

5. zo[n] « i X (e™¥)

Sequéncias reais
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6.

7.

8.

9.

10.

X(e™) =X (™)

Xp(e') = Xp(e™)
Xi(e) = = Xp(e™)
X ()] = [X(e77*)]

X () = —£X(e7¥)

5.3.2 Propriedades e teoremas gerais

1.

2.

Linearidade: az[n] + by[n] <+ aX (e™7*) + bY (e77¥)
Deslocamento no tempo: x[n — ng] < e 7“4 X (e77%)

Deslocamento em frequéncia: x[n]e’0" » X (e~7(@w0)

. Inversdo do tempo: x[—n] <+ X (e %)

Diferenciagio: nz[n| <> j de (e7)
w

00 1 - )
Parseval: B, = Y |z[n]|* = 2—/ | X (e7) 2w
Nne—oco mwJ—7
Convolucio: x[n] * y[n] <+ X (e/)Y (/)
Modulacao:
z[njwn] <+ X(e)*Y(e*)
1 ™ . .
_ / X (&YW (70 dp
21 J—n
1 , A
x[n] cos(won) < §[X(ej(‘“_“’°))+X(e](w+w0))]
Exemplo 67 :  Determine a Transformada de Fourier de z[n| =
nl lal < 1
a™, la| <

solucao
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Fazendo z[n] = x1[n| 4+ x2[n] onde

) 1
=a" < X&) = —r
x1[n] = a"u[n] 1(e7) =
zaln) =a"uln —1] < D a e =) (aed)"
n=-—oo n=1
, ael®
— Xp(eY) = ———
2(6 ) 1 — aetv
Combinando as duas transformadas:
1 ae %

X(e) = X(e) + Xy(el) = 1—ae® ' 1—qeiw

: 1 — a?
(™) 1 — 2acos(w) + a?

Exemplo 68 : Funcao de transferéncia do filtro de médias
1

moéveis: y[n| = g(x[n + 1] + z[n| + z[n — 1])

solugdo:

Usando a propriedade xz[n — k| = z[n] * d[n — k] tem-se que a

1
fungdo de transferéncia é hln] = g(é[n + 1] + 0[n] + d[n — 1]).

Aplicando-se a Transformada de Fourier,
A 1 . A 1 2
H(e™) = g(e]‘“ +1+e) = 313 cos(w)

| 1
()] = L1+ 2c08(0) e
0. 0<w< T

w PR

U= 3

LX () = o
T, £l <w<T

147

5.4 A Transformada Discreta de Fourier - TDF

A transformada discreta de Fourier é a transformada de Fourier para um
sinal (z[n]) com comprimento finito N e, a frequéncia calculada sobre um
conjunto finito de valores, tipicamento feito em computadores. Neste caso,
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. 10
10 Se

os| ** 08
L ]

00 R AT ¢ .

. P 2, m @ 00
02 seste g Pal VAV

(] ° -02
04 . e 4] - .

0 5 10 5 0 3 EY 00 02 04 06 08 10
samples digital frequency

(a) (b)

Figura 5.4: Gréfico para o ex. [68] (a) apresenta o sinal de entrada x[n] em
azul e a saida y[n] em vermelho. (b) apresenta a resposta de médulo (azul) e
fase (vermelha) para H(e’*).

como ¢ adotado um conjunto discreto de frequéncias a suposi¢do é que o sinal
seja periddico no tempo e T'= N.
Neste caso, as amostras de frequéncia serdao igualmente espagadas e
2T
iguais a f = ~ ¢ transformada de Fourier sera calculada sobre esses pontos,

ex[n] = eI Tk,

A representagao em Série Discreta de Fourier de x[n] é definida como
um combinacao linear de exponenciais complexas tais que:

3 X (k)ed ¥ (5.12)

N—1 Y N-1 1 N-1 Y
S X(k)eIwmr = N X (k) v (5.13)
k=0 n=0 *V k=0
trocando a ordem dos somatorios (5.14)
N—-1 h 1 N-1 2
= — N ™
];)X( ){an::()e } (5.15)

CO1mo:

(5.16)
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Utilizando a eq. tem-se:

X(k) =Y x[n]edCGr/Nink (5.17)

observe que:

1. X[k] é periédico com periodo N

2. é um sequeéncia finita de tamanho N
3. notagao z[n] < X[k]| e,

4, e IN =Wy

Exemplo 69 : Determine a Transformada Discreta de Fourier
para z[n] = u[n] — u[n — 5] com periodo N = 10.

solucao:

X = = 12
M= Wi = T
_ i sin(km/2)
sin(km/10)
— k=01,2....9

Observa-se que a transformada de Fourier para esse problema é

oy _jzwsin(5w/2)
X () = e )

Admitindo-se que wy, = 2km/10, tem-se:

ik sin(km/2)

= Sk 10)
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5.4.1 Propriedades

1.
zn| = axy[n] + bxao[n] < X[k] = a X [k] + bX,[K]

2. Deslocamento de um sinal: xz[n + M| < X[k]
3. Simetrias

(a) o*[n] & X*[=H]

(b) weln] = 1 (aln] + 2*[-n]) & Re{X[)

(€) oln] = g (aln] — 2*[=n]) > jTm{X[H]}
4. a[n] é real

| X [k]| é par

5.4.2 Convolucao peridédica

Sejam dois sinais periédicos, x1[n] e x2[n], com periodo N.
x1[n] * xo[n] é equivalente a transformada discreta inversa
Xy [K] Xo[k].

-1 N-1
Xilk] = 1 [n]WRF e Xo[k] = Y aa[n]WxF, entdo
m=0 r=0
N—1N-1
Xl[k]XQ[k] = Z ZEl ZEQ[ ]W]VH-FT]{;
m=0 r=0
ri[n] xxan] = — ) X [k]|Xo[k]W"
N k=0
N—1 N-1 1 N-
N m:Ox1 Tzzj() :L‘Q N 2—:

Linearidade - considere dois sinais x1[n] e xa[n], ambos com periodo N,

= WyMFX k]

A convolugao de
de Fourier para

k(n—m—r)
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x1[n] * xa[n Z x1[m]xa[n — m)| (5.18)

A eql5.18 mostra que z1[n] * 23[n] é obtido de um modo similar a
convolugdo de sinais nao-peridédicos. E, x1[n] * x9[n] é peridédica com periodo
N. Esse tipo de convolucao é conhecida como convolugao periodica ou circular.

Considerando um sinal com comprimento finito N. O par de transfor-
mada discreta de Fourier é definido como:

N—1
=Y 2[n]W{" <+ equagdo de sintese (5.19)
n=0
]' —kn ~ z
— Z X[EJWS™ <= equagdo de sintese (5.20)
TN k=0

observacoes:

1. x[n] sdo amostras em nT'

2
2. X[k] sao calculados em frequéncias multiplas de Qp = Nigﬂ

3. X|k] é periodica

Exemplo 70 :  Determine a TDF para z[n] = {1,1,1,1,1,0,0,0,0,0}
solucao:

9

X[k = E_;)I[H]Wﬁ)k

=y Wik
n=0
1— Wi
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5.5 O algoritmo FFT -Fast Fourter Trans-
form

O algoritmo proposto por Cooley e Tukey (1966) explora as propriedades de
simetria da DFT e diminui sensivelmente o niimero de operagoes realizadas.

A DFT ¢ dada por X[k] = sumjp o z[n]Wr", k=0,1,...,N — 1 onde
Wy = €_j%§

Re-escrevendo a DFT por seus termos pares e impares (e N par)

2
(2n1+1)

X[k] = x[2no]W, 2"0)’“+Z 20y + 1]W

no=0 n1=0

indices pares indices impares

N-1 N-1
2 2

- 22ng W+ WE ST a2n, + YWE (5.21)

no=0 n1=0

Considerando a seguinte igualdade:

2%kn —j272kn . —j2nkn . kn
W = 7R = TN = whn, (5.22)

Desta forma, a DFT pode ser re-escrita apenas por termos N/2

N-1 N—1
2 2
X[k] = 2[2n0] W55 + Wi - w20 + WS
no=0 n1=0
= G[k]+ WK H[K] (5.23)

onde G[k] é uma DFT com N/2 pontos realizada sobre as posi¢oes pares de
x[n] e H[k] é uma DFT com N/2 pontos sobre as posi¢oes impares de z[n].

5.6 Exercicios

N-1
1. Prove a seguinte relacio: Y e/2"/N0=Kn = N(p = )0ce
n=0
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x(0)
x(2)
X(4)
x(6)

x(1)
X(3)
X(3)
X(7)

EXERCICIOS
G(0)
E wl
DFT de G . .
N/2 pontos G2 > )
a3 . "_i/
I iG) N x
- H(O) z Wy
—_,J DFTde H " /\ Wy
| N/2pontos H@) | , \’fw
H(3) Wy
L2 ] N - A

Figura 5.5: FFT de z[n] com N = 8 e, G[k] e H[k] com tamanho 4.

. Calcule a TDF da sequéncia: xz(0) = 2;2(1) = 2;2(2) = —2 e x(3) =

. 3. Calcule a TDF inversa, de N pontos (N = 10) de:

153

X(0)
X(1)
X(2)
X(3)

X#)
X(®)
X(®)
X(@)

—2.

1 k=0,
X[kl =192 k=23e7
0 c.c.

Um sinal analogico é amostrado em 10kHz e a TDF de 128 amostras é
calculada. Determine o espacamento de frequéncia entre as amostras
espectrais.

Mostre que a resolucao espectral de uma TDF de N amostras de um sinal
é melhorada acrescentando zeros (por exemplo M) & sequéncia original,
e em seguida calculando a TDF de N + M pontos. Exemplifique.

Encontre a TDF das seguintes sequéncias. (Considere 0 <n < N —1e
k um valor inteiro de indice de frequéncia):
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M(0) &0)

X(0) ——»
DFT de .
N/4 pontos M(1) \ //W;%
G(1)

"
P(0)
X(2) ———» G(2)
DFT de 2
"
N/4 pontos P(1) 4
X(6) —— - G(3)
Wi
A DFT de x(0) e x(4) acima & calculada como :
x(0) M(0)
Wy =) Numero de multiplicagées
complexas === Nlog, N
x(4) M(1)
=

Figura 5.6: Ultimo nivel do algoritmo FFT.

1 n=0,...,4
x[n| =
{0 n > 4.
OBS: faga N=4, 8 e 16. Observe as diferencas

7. Exemplo no computador: Obter a TDF de x[n] = cos(2ra/N)n, onde
N =128 e a = 1; 1.5e2.
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‘I‘(O) "‘ w 0.0 '3 w 0.0 ﬁ “';l 0

x(1) ® vmv ® — N
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/RS DG

x(4) & & &
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j(] 2) //I‘\\\ w 0’A u u4 —
2(13) —oll\\ "AWM
J(l—l) I. ® I\m. \Hrl —
2(15) -W‘m >

]

=)
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Figura 5.7: Diagrama completo com todos os sub-blocos do algoritmo FFT.
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Capitulo 6

A Transformada Z

A transformada de Fourier de um sinal em tempo discreto x[n] é definida
como:

X(e¥) = Flaful) = 3 alale = 3 afalern (61)

considerando que z[n] seja absolutamente somével: > |z[n]| < co. Existem
n=—o00

muito sinais nao absolutamente soméveis que sao do interesse da engenharia e
neste caso a transformada de Fourier nao existe. Para superar essa limitacao,
pode-se multiplicar o sinal x[n] por uma fungao exponencial e °" de tal forma
que z[n] seja forgado a ser absolutamente soméavel para algum valor real do
parametro o. Neste caso, a transformada de Fourier discreta fica:

o0 [e.9]

F{z[nle™"} = :Z_ [z[n]e”")e 7" = ; znle”@Hm - (6.2)
= :i: x[nle™" = :i: z[n]z™" = X(2)

O resultado dessa soma é uma fungao de variavel complexa definida como:

z = =7t (6.3)

X(z)=Zz[n]]= > z[n]z" (6.4)
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Dada a transformada Z X(z), o sinal original pode ser obtido pela
inversa da transformada Z, que pode ser derivada a partir da transformada
de Fourier equivalente. Dessa forma, tem-se:

X(2) = X(e7M%) = i [z[n]e"""]e 7" = Flz[n]e "] (6.5)

n=—oo

—on on

e, z[n]e” " pode ser obtido pela transformada de Fourier inversa: z[n]e 7" =
) 1 r2r . .
FUX (7)) = — / X (7% edon
2m Jo

Multiplicando ambos os lados por 7", tem-se:

1
27

21 . . 1 21
/ X (e7T9w)elotin gy = —/ X(z)z"dw (6.6)
0 2m Jo

z[n]

Para representar a inversa da transfomada em termos de z (ao invés de
w), tem-se

‘ , d
dz =d(e”7) = €7 edw = jz dw, e, dw= ]j (6.7)
e a transformada Z inversa fica:
1
oln] = 27X()] = oo j{ X(2)2" dz (6.8)

Observe que a integral com respeito a w varia de 0 a 27 se torna uma
integral com respeito a z = ¢’ ™% no plano-Z complexo, ao longo de um
circulo com raio fixo e¢” e variano o angulo w de 0 a 27. Dessa forma, tem-se
o par:

2ln] = 271X (2)] = ;U fx()za

O par de transformadas Z, direta e inversa, também podem ser representadas
como
z
z[n] <= X(2)
Em particular, se o = 0, ou seja, z = /*, entdo a transformada Z representa
a transformada de fourier discreta:

X(2) = i z[n]e " = X (e/w)

z=eJw n=-—0o
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Diferente da transformada de Fourier discreta que converte um sinal 1-D
x[n] no tempo em um sinal 1-D complexo X (¢’*) no dominio da frequéncia,
a transformada Z X (z) converte o sinal 1D z[n| para uma func¢ao complexa
sobre o plano complexo chamado de plano-Z, representado na forma polar
pelo raio |z| = [e7¥| = €7 e Angulo Lz = Z(e7T¥) = w.

Em particular, quando essa funcao 2D X (z) = X (e77%) é calculada ao
longo do circulo unitario |z| = e® = 1 corresponde a o = 0, ela se torna 1D
periédica X (e’*), a transformada de Fourier discreta de z[n]. Graficamente,
o espectro peridodico do sinal pode ser determinado como a secdo reta da
funcio 2D X (z) = X (e”17*) ao longo do circulo unitario, |z| = €.

6.1 Funcao de transferéncia de sistemas LTI

A saida y[n] de um sistema discreto LTI com entrada z[n] pode ser obtido
pela operacao de convolucgao

yin] = Olaln]] = hn] aln] = Y hlkJaln — K]

k=—o00

onde h[n] é a resposta ao impulso do sistema. Em particular, se a entrada é
uma exponencial complexa

entao a saida y[n] sera:
yln) = O[z"] = > hlk]z"F=2" Y hlkle ™" = H(2)z"

sn

Essa equacao representa que exponencial complexa x[n] = 2" = * é uma

auto-funcao de qualquer distema discreto LTI, cujo autovalor é:

H(z)é i hlk]z7*

k=—o00

conhecida como a transformada Z da resposta ao impulso h[n|, conhecida
como fungao de transferéncia (ou sistema) do sistema LTI. Em particular,
quando 0 = 0, z = ¢* = €/, a funcdo de transferéncia H(z) se torna a
resposta de frequéncia, a transformada de Fourier da resposta do impulso do
sistema.
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()2 > e

n=—oo

6.2 Mapeamento entre o plano-S e o plano-Z

O plano-S e o plano-Z sao relacionados por um mapeamento especificado pela
funcao analitica complexa:

z=¢ ="t = 7l = pel¥
onde
Re[s] =0 o |z| =r=¢€
Im[s] = jw Lz =w

O mapeamento é continuo[]. Considere o mapeamento das seguinntes caracte-
risticas:

« A origem s = 0 do plano-S é mapeado em z = €” = 1 sobre o eixo Real
no plano-Z.

« Cada linha vertical Re[s] = o no plano-S é mapeado ao circulo de raio
|z] = € centrado na origem do plano-Z. Em particular,

— a linha vertical Re[s] = 0 = —oo é mapeada como a origem
|z| =" =0

— o eixo imaginéario Re[s] = 0 é mapeado como o circulo unitério
z| =€’ =1

— a linha vertical Re[s] = 0 = oo é mapeada como o circulo de raio
infinito |z| = > = oo.

6.3 Regiao de Convergéncia

A existéncia da transformada Z X (z) de um sinal x[n] dependerd da varidvel
complexa z = €° assim como do sinal propriamente dito. X (z) existird se e
somente se o argumento z estiver dentro da regido de convergencia (ROC) do

yizinhanca de pontos no plano-S sio mapeados na vizinhanca dos pontos do plano-Z e
vice-versa
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plano-Z, que é o lugar geométrico dos pontos do plano-Z cuja transformada
Z existe. A ROC da transformada Z é determinada por |z| = || = ¢? (um
circulo), a enquanto que a ROC para a transformada de laplace é determinada
por 0 = Rels], (uma linha vertical). Esse férmula é sempre necessaria

s 1
d a"=——, paralz|<1
or 11—z

Exemplo 71 : A transformada Z de um sinal lateral direito
x[n] = a"uln] é

[e.9] o 1
X()= 3 aubl = M) = e =

Para que a soma convirja, ou seja, para X (z) existir, é necesséario
ter laz~'| < 1, a ROC é |z| > |a|. Como um caso especial é
quando a = 1, z[n| = u[n| e tem-se

1
Zlunl) = |2l >1
Exemplo 72 : A transformada Z de um sinal lateral esquerdo
z[n] = —a"u[-n —1] &

X(z) = - i a"u[-n—1jz7" = — i (az™h)"

s 1 z 1
- 11— -1y 1 — —
Z(a ?) l—a1lz z2z—a 1—az!

n=0

Para que o somatério acima convirja é necessario que |a”'z| < 1, a
ROC seja |z| < |a|. Comparando as duas solugoes acima observa-se
que a principal diferenca é que sinais totalmente diferentes podem
possuir a mesma transformada Z mas com diferentes ROCs.

Exemplo 73 : Encontre a inversa de uma dada transformada
Z para X (z) = 42° + 2+ 327!, Comparando essa com a definicio
de transformada Z:

X(2)= Y zn]e™" = z[-2]2"+z[-1]z"+2[0]+z 1]z 4z [2]z 2
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tem-se
xn| = 46[n + 2] + 26[n] + 36[n — 1]

Em geral, pode ser usada a propriedade de deslocamento temporal

Z[0[n + ngl] = 2™

para o inverso de X(z) dando diretamente a x[n].

Exemplo 74 :  Algumas vezes a inversa da transformada 7 de
uma dada X (z) pode ser obtida pela divisao longa.
1
X(z) = ——
() 1 —az™!
tem-se

l+(1—az)=1+az ' +a*2 2+

que ird convergir se a ROC é |z| > |al, |az™'| < 1 e tem-se

. Alternativamente, a divisao longa também podera ser feita como:

l+(—az'+1)=-a"tz2—a?2*—- .

que converge se a ROC é |z| < |a, [a™*2] < 1 e tem-se

z[n] = —a"u[—1 — n]

6.4 Zeros e Poles da Transformada Z

Todas as transformadas Z dos exemplos anteriores sao quocientes de polino-
mios escritos na variavel z que podem ser escritos na forma geral

NG _ Silob _ bu (=~ 2)
D(z)  Silpaz®  anILli(z — 2,)

onde N(z) é o polinémio do numerador is de ordem M com raizes z,,, (k =
1,2,--- M), e D(2) é o polindmio do denominador de ordem N com raizes
Zps (K =1,2,--- | N). Em geral, considera-se M < N. Se nao for o caso,
realiza-se a divisao dos polinémios.

X(z) =

Os zeros e polos do quociente X (z) = N(z)/D(z) sao definidos como:
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e Zero: Cada uma das raizes do numerador z, para o qual X (z) =

2=z,

X(2z,) =0 ¢ um zero de X (z).
Se a ordem D(z) for maior que N(z) (i.e., N > M), entao X (o0) =0,
i.e., existe um zeros no infinito:

blz + bg

2 =0
asz® + a1z + ag

Z—00
« Polo: Cada uma das zaizes do denominador do polindémio z, para o

qual X (z) = X(z,) = 0o seja um polo de X (z).
Se a ordem de N(z) for maior que a de D(z) (i.e., M > N), entdo
X (00) = o0, i.e, existe um polo no infinito:

b222 —I— blz —f- b()

a1z + ag

— 00

Z—00

A maior parte do comportamento dos sistemas LTI pode ser obtido grafica-
mente a partir da ROC e dos polos e zeros da fungao H(z) no plano-Z.

6.5 Propriedades da ROC

A existéncia da transformada Z X(z) de uma fungao z[n] depende se o
somatoério da tansformacgdo converge ou nao:

[e.o] e} o0

X(z)= Y znlz= Y zn)(e”) e = > zn]lz] e < 00
n=-—o00 n=-—00 n=-—o00

que depende da duracdo e magnitude de z[n] assim como da magnitude

|z| = r = €7 (a fase de z £z = w ndo tem efeito sobre a convergéncia do

somatorio).

Sinais laterais direita: x[n] = z[n|u[n —ny] podem ter uma duracao
infinita para n > 0, e |z| = €’ > 1 tende a atenuar x[n]|z|™" com n — oo.

Sinais laterais esquerda: xz[n|u[ny — n| poderd ter duragdo infinita
paran < 0, e |z] = ¢? < 1 tenderd a atenuar z[n]|z|™" com n — —oo.

Considerando essas observagoes, podem ser apresentadas as seguintes
propriedades para a ROC:
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Se x[n] tem duragai finita, entao a ROC é todo o plano Z (a transformada
Z converge, i.e., X(z) existe, para qualquer z) exceto z = 0 ou z = 00;

A ROC de X(z) consiste de um anel centrado na origem do plano Z;

Se z[n] é um sinal lateral direito e o circulo |z| = ry, entdo qualquer
valor finito de |z| > ry estd na ROC.

Se x[n] é um sinal lateral esquerdo entdao todos 0 < |z| < 1o estard na

ROC;

Se z[n] é um sinal bilateral (com duragao de menos infinito até mais
infinito) entdao a ROC é uma intersecgao de duas ROCs podendo ser
um anel ou um conjunto vazio;

Se X(z) é um quaociente de polinémios, entdo a ROC nao possui

nenhum polo (por defini¢cao X (z) = 00). A ROC ¢ limitada por
polos ou se extende ao infinito; -

Se X(z) é um quociente racional de um sinal lateral direito z[n|, entao
a ROC ¢ a regifo externa ao polo com maior raio. Se xz[n] = 0 para
n < 0 (causal), entao a ROC inclui z = oo;

Se X (z) é um quociente rational de um sinal z[n|, entdao a ROC estara
na regiao mais interna ao polo mais interno. Se z[n| = 0 para n > 0
(ndo-causal), entdao a ROC inclui z = 0.

A Transformada de Fourier X (e’*) de um sinal z[n] existird se a ROC de
uma transformada Z X (z) contém o circulo unitario |z| =1 or z = ’.

Exemplo 75 :

n=-—3

n n

quando z = 0, 27" = oo paran > 0, quando z = o0, 27" = 0
para n < 0. Desta forma nem z = 0 ou |z| = oo sdo incluidos na
ROC.

Exemplo 76 :

z[n] = a™ = a"un] + a "u[—n — 1]
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Como a transformada Z é linear, X (z) é a soma das transformas
de dois termos:

1 -1

Zla"uln) = (el >lal),  Zloul-n—1] = ———, (2] <1/lal)

1—azV
Se |a| < 1, i.e., z[n| dacaird quando |n| — oo, a intersecgao de
duas ROCs ¢ |a| < |z| < 1/|a|, e tem-se:

1 1 a?—1 2

Zlalnl] = l—az! l1-alz!l q (z —a)(z —1/a)

Entretanto, se |a| > 1, i.e., x[n] crescerd sem limite quando
|n| — oo, a intersec¢do das ROCs é um conjunto vazio, neste caso
a transformada 7 nao existira.

Exemplo 77 : Dadas a seguintes transformada Z, encontre os
sinais correspondentes:
1 1/5 6/5
X(z) = = — / /

(1—1z11 =21  1-1z1 1-2271

Os dois polos sdo z,, = 1/3 e z,, = 2. X(2) tem trés possiveis
ROCs associados com trés sinais diferentes no tempo x[n:

+ A regido externa ao polo z,, = 2, correspoder ao sinal lateral
direito
() uln] + g2

——(=)"uln] + =2"uln
53 5

« A regido interna ao polo z, = 1/3, corresponde ao sinal

lateral esquerdo
1
5

x[n] =

6
x[n] (g)”u[—n - 1] - 52”u[—n —1]
« O anel entre os dois polos 1/3 < |z| < 2, correspode a um
sinal bilateral

1.1, 6.,
—5(5) uln] — 52 u[—n — 1]

o[n] =

Observe que a tnica ROC que inclui o circulo unitério |z| = 1
é a terceira resposta e neste caso z[n| tem tranformada discreta
de Fourier transform. Para os demais casos a transformada de
Fourier nao existe.
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6.6 Propriedades da Transformada Z

A transformada Z tem um conjunto de propriedades semelhantes a transfor-
mada de Fourier (e a transformada de Laplace). A principal diferenga é na
geometria das ROCs. Serao considerados

Zlz[n]] = X(2) ROC =R,

Zlyl)] = Y(:) ROC =R,

« Linearidade
Zlazx[n] + by[n]] = aX(2) +bY (2), ROC 2 (R,NRy)

A ROC de uma combinagao linear de z[n] e y[n] é a interseccao das
ROCs R, N R, onde tanto X (z) quanto Y'(z) existe, observe que em
alguns casos a ROC de uma combinagao linear podera se maior que
R, N R,. Por exemplo, sendo z[n] = a"u[n] e y[n] = a"u[n — 1], a ROC
é |z| > |a], mas a ROC da sua diferenca a"u[n] — a"uln — 1] = [n] é
todo o plano-Z.

e Deslocamento temporal

Zx[n —ngl] = 27" X(2), ROC =R,

justificativa:
Zx[n —ng)] = i x[n —nglz™"
Sejam=n—ng,n=m-+ng e
i xlm)|z7MT" = 27 X (2)

A nova ROC é a mesma que a original exceto pela possibilidade de
incluir ou remover a origem ou infinito.

o Escala temporal

Z[z[n/k]] = X(2*), ROC = RY*
onde x[n/k| é definido como

x[n/k] o | z[n/k] sen é multiplo de k
|0 caso contrario
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Exemplo 78 :

Se x[n| é um sinal rampa
n |1 2 3 4 5 6
Zn] |1 2 3 4 5 6

entdo a versao expandida x[n /2]

é
n |1 2 3 4 5 6
n/2 105 1 15 2 25 3
3
3

m 1 2
zn/2] 0 1 0 2 0

onde m é a parte inteira de n/k.

justificativa: A transformada Z desse sinal expandido é

Zz[n/k]] = i z[n/klz™" = i x[m]z_km:X(zk)

n=—o0o m=—00

Observe a mudanga da indice de n para m nao tem efeito
sobre os termos descartados sdo todos zeros.

o Convolucgao
Zlzn| xy[n]] = X(2)Y(2), ROC 2 (R,NR,)

A ROC da convolucao poderd ser maior que a interseccao de R, e R,
devido ao possivel cancelamento dos polos e zeros.

o Diferenca temporal
Zlz[n) —xn—-1]=1-2"1X(2), ROC=R,

Justificativa:

Zlzn] —zn—1)]=X(z)—-27'X(2)=(1-21)X(z) = : ; 1X(z)

Observa-se que o zero z = 1 e polo z = 0, a nova ROC é a mesma que
R, exceto pela possivel retirada de z = 0 causada pela soma do polo
ou soma de z = 1 causado pela soma de zero que possa cancelar o polo
existente.

e« Soma temporal

21 alkl] = ——X(:), ROC 2[R, (2] > 1)

1—271
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Justificativa: A soma de z[n] pode ser escrito como a convolugao
com u[n]:

k=—0o0 k=—oc0
Aplicando a propriedade de convolucao, tem-se
" B 1
11—z

X(2)

com Z[u[n]] =1/(1 —2z71).
Espelhamento temporal

Z[z]-n]]=X(1/z) ROC =1/R,

Justificativa:
Zlalonl] = 3 alonls = 3 alml(G) "= X(1/2)
onde m = —n.

Escala no dominio Z

Zla"z[n)) = X (2) . ROC = |a|R,

Justificativa:

Zla"z[n]] = i z[n] <Z>_n - X <Z>

n=-—00 a a

Em particular, se a = ¢/°, a relacdo acima se torna
Zle™0zn]] = X(e7*°2) ROC = R,

A multiplicacdo por e /“° em z corresponde a rotacdo por wy no plano
7, ou seja, um deslocamento de frequencia por wy. A rotagdo é tanto
horario (wy > 0) quanto trigonométrico (wy < 0). Essa propriedade é
essencialmente a mesma que o deslocamento de frequéncia da Transfor-
mada Discreta de Fourier.
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« Conjugado
Z[x*[n]] = X*(2*), ROC =R,
Justificativa: O conjugado complexo da transformada Z de z[n] é

[e.e] o0

X'(z) =13 sl = >0 2"n](z")7"

n=—oo n=-—00

Substituindo z por z*, obtem-se o resultado desejado.

« Diferenciacao no Dominio Z

Znx[n]] = —2 iX(z), ROC = R,

dz
Justificativa:
iX(Z) = i x[n]i(z_"): i (—n)x[n]z‘”_lz_—l i nx[n]z™"
ie.,
Zlnafn]] =~ X(2)
nxn]] = —z2—X(z
dz
Exemplo 79 : Fazendo a derivada com respeito a z do
lado lateral direito de
) = |2l > ol
atup|]] = ———= |2 a

tem-se

d [ 1 } . —az 2
dz [1—az"1] (1 —az1)?
Usando a propriedade de diferenciacao

az"!

Z[na"u[n]] = A= ar 1)

2| > |al

Observe que a ROC |z] < |al, tem-se

-1
n az
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6.7 Transformada Z de sinais tipicos
e d[n], 6[n —m)|
Z[d[n]] = i d[n]z" =1 forall z

n=—oo

Usando a propriedade de deslocamento temporal, tem-se

Z[o[n —m]] =2z forall z

e u[n|, a"u[n], na"u[n]

> 1
Z = = > 1
ulnl) = X 57" = 1= I
Usando a propriedade de escala, tem-se

1 1
T 1- (z/a)™t T 1-az ! 21> lal

Aplicando a propriedade da diferenciacao

Z[a"u[n]]

d 1 —az"? az™1
Zinaulnll — — 2% _ — >
[nauln] Zdz[l — az—l} Z(l —az71?  (1—az"1)? |2 > lal
o eEI0yln], coslnwoluln], sin[nwoluln]
Usando a propriedade de escala em Z[u[n]] = 1/(1 — z7!), tem-se
, 1 1
jnwo _ _
Z[e?"0uln]] = TS il gy |z| > 1
e similarmente, tem-se
. 1
—jnwo _
Zle uln]] = T |z > 1
E, tem-se
eInwo 4 eminwo 1 1 1
Zleos(nwo)ulnl] = Z[———F——ulnl] = Sy + T
_ 2 — (e%0 4 gJwo) 1
21 — (e9%0 4 i)z 4 272
1 — coswyz™"
= > 1
1 — 2coswpz=1 + 272 12
Similarmente

sinwyz "

Z[sin(nwg)u[n]] |z| > 1

1 — 2coswyz=1 + 272
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o r"cos[nwglu[n], r"sin[nwoluln|
Usando a propriedade de escala, tem-se

1 —r coswyz ™!

Z[r"cos(nwg)uln|] |z| >r

1 —2r coswpz=t + r2z=2

r sinwez !

Z[r"sin(nwo)uln]] |z| >r

1 —2r coswgz=t +r2z72

6.8 Analise de sistemas LTI com o uso da
transformada Z

Usando a propriedade de convolucao, a transformada Z se torna um ferramente
util para a andlise de sistemas LTI da forma:

y[n] = hln] * z[n] =5 Y(z) = H(2) X (z)

Quando a entrada é x[n] = ™ = 2" a operagao desse sistema sobre a entrada
¢ H(z) multiplicada a entrada:

e Sistemas LTI e causais

Um sistema LTI é causal se a sua saida y[n] depende somente do estado
corrente e dos passados de z[n|. Considerando que inicialmente esta em

repouso y|[n| = 0, entao a sua resposta y[n] = h[n] a entrada impulso

n<0
xz[n] = d[n] em n = 0 estard em repouso para n < 0, i.e., h[n| = h[n]uln].
Sua resposta a entrada geral z[n] é:

[e.°]

y[n] = hln] * z[n] = i hlm]x[n — m| = z_:oh[m]x[n —m

m=—o0
Usando as propriedades de ROC, tem-se que

Se um sistema LTI é causal (com resposta ao impulso h[n] =0
for n < 0), entao a ROC da sua fung¢ao de transferencia H(z)
é a parte exterior de um circulo incluindo o infinito. Em
particular, quando H(z) é uma fungao racional, o sistema seri
causal se somente se a ROC é o exterior circulo definido pelo
polo mais externo, e a ordem do numerator nao pode ser maior
que a ordem do denominator.
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o Sistemas LTI estaveis

Um sistema LTI serda estdvel se a sua resposta a qualquer entrada
limitada também for limitada para qualquer que seja n,

Se |z[n]| < B, then |y[n]| < oo

Como a saida de um sistema LTI é relacionado pela convolugao, tem-se:

y[n] = h[n] * z[n] = i hlm|xz[n —m] < oo

m=—00
and que sera simitada se:

o0

> |hfmll <0

m=—0oQ

Se a resposta ao impulso do sistema h[n] LTI for absolutamente somé-
vel, entao o sistema sera estavel. Essa condig¢ao também é necessaria.
Todos os sistemas estaveis tem a sua resposta impulsiva absolutamente
integravel.

Sistemas LTI causais e estaveis

Um sistema LTI causal com fungao de transferéncia racional
H(z) é estavel se somente se todos os seus polos estao no
interior do circulo unitario no plano Z, i.e., a magnitudes de
todos os polos sao menores do que 1.

|Re[z,]] <1 (for all z,)

Exemplo 80 :
A funcao de transferéncia de um sistema LTT é
1
H(z)= —
(2) 1 —az™!

sem a especificacdo da ROC, o H(z) poderpa se a transformada
Z de um dos possiveis sinais h[n].
o Se a ROC é |z| > |al, o sistema ¢é causal e h[n] = a"u[n].

— Se |a| < 1, i.e., a ROC inclui o circulo unitério, o sistema
é estavel,
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— Se |a| > 1, i.e., a ROC nao contém o circulo unitério, o
sistema ¢ instavel;

e Se a ROC é |z| < |a|, o sistema nao é causal e hln] =
—a"ul—n —1].
— Se |a| < 1, i.e., A ROC nao inclui o circulo unitério na
ROC, o sistema ¢ instavel,

— Se |a|] > 1, i.e., A ROC inclui o circulo unitario, o sistema
¢ estavel

6.9 Sistemas LTI descritos por equacoes de
recorréncia

O sistema de diferengas de primeira ordem ¢ definido como
dx[n] = x[n + 1] —z[n|, or dz[n] =zx[n] —x[n —1]
O sistema de diferencas de segunda ordem é definido como

d*z[n] = dz[n]—dx[n—1] = z[n]—x[n—1]—zn—1]+2[n—2] = 2[n]—22n—1]+x[n—2]

kte:ptésima

Em geral, a diferenca de ordem de diferenca envolvera termos

x[n — kJ.

Similar a um sistema LTI continuo descrito por um conjunto de equagoes
diferenciais, o sistema discreto LTI é descrito por um conjunto de equagoes
de recorréncia ou equagoes de diferenca finitas:

kz_: apy[n — k] = kz_: brz[n — k|

onde z[n] e y[n] é a entrada e saida discretas respectivamente. Apds aplicar
a transformada Z em ambos os lados da equagao de recorréncia, obtém-se a
equacao no dominio 7 z:

Y(Z)[]; apz ] =X (Z)[’; biz]

e sua funcdo de transformada é um quociente de polinémio:

Y(2) _ ch\/lzo bz _ b7M Hé\il(z_zzk) - K

)= X0 T SomeT oy MG DO)
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onde K = by/ay é um coeficiente e z,,, (k = 1,2,---, M) sao as raizes do
polinémio do numerador e z,,,(k =1,2,--- , N) sdo as raizes do polindmio
do denominador. Observa-se que, assim como no caso continuo, somente as
equagoes de recorréncia nao especificam completamente a relacao entre x[n] e
y[n] e, informagoes adicionais devem ser fornecidas. A funcao de transferéncia
H(z) nao especifica completamente o sistema. O mesmo H(z) com diferentes
ROCs representarao diferentes sistemas podendo ser, no minimo, causal ou
nao causal.

Exemplo 81 : A entrada e saida de um sistema LTI é descrito
por

yln] ~ gyl — 1] = 2ln] + 3aln 1]

Observe que sem mais nenhuma informagao extra como as condi-
¢oOes iniciais, essa equagao nao especifica y[n] quando x[n] é dado.
Tomando a transformada Z dessa equacao e usando a propriedade
do deslocamento temporal, tem-se

Y(z) — ;z_lY(z) = X(2)+ ;Z_lX(Z)

e a funcao de transferéncia é

Y(z) 14327 = 11 (1+}z’1)
T.-1

X(z) 1-1z71 1-12 3

H(z) =

Observe que a causalidade e estabilidade do sistema nao podera
ser afirmada se nao for indicada a ROC. Considerando as duas
possiveis ROCs:

e Se a ROC ¢ |z| > 1/2, e inclui o circulo unitario o sistema
sera causal e estavel:

hin] = (;)nu[n] + Z1’> (;)n_l uln — 1]

« Se ROC é z|] < 1/2, nao inclui o circulo unitario. O sistema
sera nao causal e instavel:

- () o3 (2) o
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6.10 Determinacao da Transformada de Fou-
rier a partir do diagrama de Polos-Zeros

Dado um diagrama de polos-zero de H(s), pode-se determinar qualitativa-
mente o comportamento do sistema em funao de w.

6.10.1 Sistemas de primeira ordem

Sistemas de primeira ordem é descrito por

y[n] — ayln — 1] = z[n]
Tem resposta ao impulso h[n] dada por

hin] — ah[n — 1] = §[n]

hn] = a™u[n]

Alternativamente, aplicando a tranformada Z da equacao de recorréncia
tem-se

Y(2) —az"'Y(2) = (1 —az )Y (2) = X(2)
e a funcao de transferéncia considerando ser causal

Y(z) 1
X(z) 1—az!

H(z) = 2| > |al

H(z) possui um zero em z = 0 e um polo z, = a e a ROC ¢ a regiao |z| > |a]
externa ao polo. Se |a|] < 1, entdo o circulo unitério |z| = r = 1 estard
incluido na ROC, a tranformada de Fourier existe e o sistema é estavel. A
resposta ao impulso do sistema é

hin] = Z7Y[H(2)] = a"uln]

embora h[n| seja diferente de uma resposta ao impulso tipica do caso continuo
h(t) = e~*/7u(t), sdo essencialmente o mesmo de h(t) e pode ser re-escrito

h(t) = e Vu(t) = (e7 V) u(t) = atu(t)

onde

A _
a=e T
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sendo z = ¢’ € H(z), obtém-se a resposta de frequéncia do sistema

~ 1 eIv v —0 wu
H(e?) = — = — = — = —
1 —ae v ev —q ev —a v

onde u e v sdo dois vetores no plano 7Z definido por
u=e*—-0=¢€"  v=eY—-a

Para qualquer frequéncia —m < w < 7 representada por z = €’“ no circulo
unitario, a magnitude e fase da resposta de frequéncia

- |ul
)| =

il
ZH(e) = Lu— Lv

que pode ser determinado graficamente no plano Z a medida que a frequéncia
w muda na faixa —7m < w < w. Se for considerado que 0 < a < 1, entao
quando w = 0, o denominador encontra o seu minimo em 1 — a, e |H(e’*)|
¢ maximizado, 1/(1 — a), e quando w = 7, o denominador é méaximo em
(=1 —a)| =1+a, e |[H(e™)| é minimizado, 1/(1 + a). A fase de H(e*) =
Zu — Zv é zero quando w = 0 ou w = m, e é negativo para 0 < w < 7 e
positivo para —m < w < 0.

6.10.2 Sistemas de segunda ordem

Um sistema de segunda ordem em tempo discreto é da seguinte forma
y[n] + ary[n — 1] + agy[n — 2] = x[n|
A transformada Z dessa equagao de recorréncia é
Y(2) +a127'Y (2) + a2z Y (2) = (1 + a1zt + a2z )Y (2) = X(2)
e a funcao de transferéncia é

Y(2) 1 22 22

H(z) = = =
(=) X(z) l14+azt4az? 2Z24az+ay  (2—2p)(2—2p,)

que possui um zero duplo em z = 0 e um par de polos complexos conjugados

a 1 a y
Zp1,p2 = _51 :t§\/m: —?lﬂ:% 4ao —a%
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Define-se

>

A
ay = —2rcosf, and ay=7r* (0>60>7)
e a funcao de transferéncia é

2

H(z) =

22 — 2r cosOz + r?
com polos e zeros

Zpypn = T(cos0 £ j sind) = r e*?

Para o sistema ser causal e estével, tem-se |z,| =7 < 1. Quando 0 < 0 < ,
H(z) pode ser expresso como

H(z) 22 1
z - =
(2= 2p)(z = 2p) (L= 2527 ) (1 — 2p,271)
B 1 B A N B
(1 —reif2=1)(1 —red0271) 1 —reifz=l = 1 —reifz1
onde
e? —e=°
"~ 2j sinf’ 25 sind

A resposta ao impulso do sistema pode ser determinada pela transformada Z
inversa

hln] = [A(re?®)™ + B(re %) "|uln] = 57 sind Zin@ R L )
_ sm[(@ + 1)6] ali]
sinf

quando 6 = 0, H(z) possui um polo duplo em z, =1 ¢

1

HE) =gy

e a nova resposta ao impulso
hin] = (n + 1)r"u[n]
quando 0 = 7, H(z) possui um polo duplo em z, = —7r ¢

1

HE) =y
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e a nova resposta ao impulso
h[n] = (n+ 1)(=r)"u[n]

Para se determinar o comportamento do sistema em funcao de w no plano Z,
fazendo z = ¢’ em H(z) tem-se a resposta de frequéncia do sistema como
1 (e7)?2 02

H(e) = — S = —— . 4 — =
(™) (1 —reffe=iw)(1 —re=d%e=iv) (e —reff)(eiw —re=3%) vy vy

onde u, vy e vy sd0 trés vetores no plano 7 definidos como
u=e —0=e", v =2 —red?, vy = el — eIl

Para qualquer frequéncia —m < w < 7 e representada por z = €’“ no circulo
unitario, a magnitude e fase da resposta de frequéncia representada no plano
/

: Juf®
H(e)| =
[ H ()] ool
e .
LH(Y) =2/u — Lvy — Loy
quando w = =+, v; e vy sdo maximizados |H(e’*)| é minimizado. Em
particular, quando r estd perto de 1, |v;| = 1 — |r| é minimizado quando

w=0,1ie., |[H(e!)| possui um pico.

6.11 Diagramas de Bloco

A transformada 7Z converte as equacoes de recorréncia e convolugoes em
operagoes algébrica nos plano Z. Mais ainda, o comportamento de sistemas
compostos da interconexao de sistemas LTI também podem ser facilmente
analisados no plano Z. Alguns tipos simples de interconexoes sdo apresentados
a seguir.

« Sistemas paralelos: se um sistema é composto de dois sistemas LTI
com resposta ao impulso dadas por hi[n] e hy[n], a sua resposta ao
impulso equivalente é

hin] = hi[n] + haln]

e no dominio Z

H(z) = Hy(2) + H(2)
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» Sistemas seriais ou em cascata: se um sistema é composto de
dois sistemas LTI com resposta ao impulso hi[n| e ha[n], sua resposta
equivalente é

hin] = ha[n] * ha[n] = ha[n] * b [n]

e no dominio Z

H(z) = Hi(2)Hs(2) = Hy(2)H;(2)

« Sistemas com realimentacao: se um sistema é composto de sistema
LTI com hy[n] na ligacdo direta (z[n]— > y[n]) e outro sistema LTI
ha[n] no caminho reverso (ou de realimentacao, y[n]— > x[n]), sua saida
y[n] pode ser determinado por

y[n] = ha[n] * e[n] = ha[n] * [z[n] + ha[n] * y[n]]
e no plano 7
Y(z) = Hi(2)E(z) = Hi(2)[X(2) + Ha(2)Y (2)]

Considerando a dificuldade de resolver essa equagao no tempo, y[n] =
hin] % x[n], tem-se que a resposta no dominio Z pode ser facilmente
obtida por uma equagao algébrica no dominio Z para encontrar Y (z)

Y(2)[1 = Hi(2)Ha(2)] = Hi(2) X (2)
e a funcao de transferéncia é

Y(2) Hi(2)

B = X0 " T meme)

A saida da realimentacao pode ser positiva ou negativa. Para a negativa,
existird um sinal de subtracao na frente de hy(n) e Hz(z) do caminho
de realimentacao é e[n] = x[n] — ha[n| * y[n] e

Y H
H(Z) _ (Z) _ 1(2)
X(2) 1+ Hq(2)Ha(2)
Exemplo 82 : A funcao de transferéncia de um sistema LTI
de primeira ordem
1 1

ylnl = quln =1 =z[nl,  Y(2)[1 - 2277 = X(2)
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1
H(z) = 1— iz—l
comparando H (z) com a fungao de transferéncia de um sistema de
realimentacao, observa-se que o sistema de primeira ordem pode
ser representado a partir de um sistema de realimentacao como
H,(z) = 1 no caminho direto, e Hy(z) para o produto de 1/4 ¢ z™*
(um elemento de atraso com entrada x[n| e saida y[n] = xz[n — 1])

no caminho da realimentacao negativa.

Exemplo 83 :

Y(z) 1-—2z7"

HE = 5o =11

Essa equacao pode ser re-escrita como:

Y(z) = (1-2:7")— 112_12((2) — (1= 2 W (z)
onde ]
W(z) = mX(Z)

4
pode ser obtida da mesma forma que no exemplo anterior. Uma
vez que W (z) e W(z)z ! sdo disponiveis, Y (z) pode ser facilmente
determinado como:

Exemplo 84 :  Considere o sistema de segunda ordem como
funcao de transferéncia

1 1 2/3 1/3
H(2) _ _ 2/ /

1+ iz—l — %2—2 (1+ %z—l)(l — iz—l) 1+ %z—l 1— iz—l
Essas trés expressoes para H(z) correspondem a trés diferentes dia-
gramas de bloco. As duas ultimas expressoes sao, respectivamente

as representacgoes cascatas e paralelos, ao passo que a primeira é

uma representacao direta apresentada abaixo. Considerando um
sistema geral de segunda ordem como

Y(2)+asY (2)z ' 4bY (2)272 = X(2), or Y(2)=X(2)—aY (2)z ' —bY ()22

tem-se que Y (z) é uma combinagdo linear das versoes atrasadas
dele mesmo e da entrada X (z) que pode ser representado como
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um sistema de realimentacao com dois caminhos de realimentagao,

—az"' e —bz % Nesse sistema em particular, a = —1/4 and
b=1/8.
Exemplo 85 : Um sistema de segunda ordem com funcao de
transferéncia

1 1y de2 K
H(z)=K rer wadr (1+cz ' +d27?)

14+azt4+b272 1+az14+0bz2

Esse sistema pode ser representado como as cascata de dois siste-
mas

B K
14 azl4bz2

W(z) = Hi(2)X(2) X(z)

Y(2) = Hy(2)W(2) = (1 + ez +dz2)W(2)

O sistema de primeira ordem H;(z) pode ser implementado por
dois elementos com elementos de atraso no caminho de realimen-
tagdo, e o segundo sistema é uma combinagao linear de W (z),
W(z)z~' e W(2)z™2, todos disponiveis no caminho de realimenta-
¢ao de primeira ordem. O diagrama em blocos desse exemplo pode
ser generalizado a qualquer sistema representado por quociente
de polindémios

M —k
. Zk:() bz

H(z) =
(Z) Z};V:O akz_k

(M <N)
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Capitulo 7

Nocoes de Filtros:
tempo continuo e discreto

Filtros sao sistemas LIT especificados e projetados em frequéncia. Sua funcao
primaria é selecionar, com pouca ou nenhuma atenuacao determinadas faixas
de frequéncias e rejeitar todas os outros componentes de frequéncia do sinal de
entrada. Em um contexto mais amplo define-se um filtro como um dispositvo
que modifica as componentes de frequéncia de um sinal aplicado em sua
entrada e sao utilizados onde ha necessidade de sele¢cao sinais especificos,
redugao de ruido ou equalizacao de sinais.

Os principais requisitos considerados no projeto de filtros:

1. O filtro deve ter uma determinada resposta de frequéncia;

2. O filtro deve atender a uma resposta de fase ou atraso de grupo;
3. O filtro pode ter restrigoes sobre resposta ao impulso;

4. O filtro deve ser causal e,

5. O filtro deve ser estavel.

Normalmente a resposta de frequéncia é o parametro desejada. Em
particular, a inclinagdo e a complexidade da curva de resposta é um fator
decisivo para a ordem do filtro e a sua viabilidade de construcao. Em filtros
mais sofisticados a resposta de frequéncia pode ser acompanhada de pesos,

183
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para cada uma das frequéncias, indicando a regiao mais importante. O maior
peso mais importante é a aproximacao. Exemplos tipicos da resposta de
frequéncia sao, Fig. [T}

1. Um filtro passa-baixa ¢ utilizada para cortar sinais de alta frequéncia
indesejadas

2. Um filtro passa-alta passa altas freqiiéncias com pouca atenuacao

3. Um filtro passa-banda passa por uma gama limitada de frequéncias

4. Um filtro de rejeita-banda passa freqiiéncias acima e abaixo de um
determinado intervalo. Um filtro de rejeita-banda muito estreito é
conhecido como um filtro notch

4 Ha(jQ)
\
h Passa Baixas
\
* Q
Q.
—
A Passa Altas
/
* Q
Q.
/R
) 1 Passa Banda
/ \
* Q
Qaq Qo
\ /
\ 4 Rejeita Banda
N/ ' O

Figura 7.1: Respostas de frequéncia tipica para os diferentes tipos de filtros:
passa-baixa, passa-alta, passa-banda e rejeita-banda.

A Fase e atraso de grupo de um filtro passa-tudo passa através de todas
as frequéncias inalterados mas muda a fase do sinal. Filtros deste tipo podem
ser usadas para equalizar o atraso de grupo. Este filtro é também usado para
compensar outros sitemas que deformem a fase.

Em alguns casos, conhecer a resposta de impulso permite avaliar como
o sistema vai se comportar para respostas ao degrau avaliando o tempo de
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estabilizagao ao longo do tempo. Em alguns casos, pode mesmo ser relevante
considerar a resposta de frequéncia e e resposta ao impulso do filtro, escolhidos
independentemente um do outro.

Causalidade, a fim de ser realizavel, qualquer filtro dependente do tempo
deve ser causal. A abordagem padrao é deixar este requisito até a etapa final.
Filtros que ndo operam em tempo real (por exemplo, para processamento de
imagem) podem ser nao-causal.

Estabilidade, um filtro estdavel assegura que cada sinal de entrada
limitada produz uma resposta do filtro limitada. Um filtro que nao atender a
esse requisito pode, em algumas situagoes revelar initil ou mesmo prejudicial.
Algumas abordagens de projeto podem garantir a estabilidade, os filtros tém
de ser cuidadosamente projetados a fim de evitar a instabilidade.

Um dispositivo que atua como filtro é descrito a seguir:

2(t) — FILTRO, h(t) — y(t) (7.1)

Ultilizando a transformada de Laplace e Fourier,

Y(s)=H(s)X(s) «+ H(s) é a funcao de transferéncia
Y(w)=Hw)X(w) + H(w) é aresposta de frequéncia
(7.2)

Normalmente a resposta de frequéncia |H (w)| é representade em es-
cala logaritmica,|H (w)|4p, € é chamada de ganho se |H (w|qp > 0 ou perda
se |[H(wlgg < 0. Neste caso, denota-se a fungao de perda como A(w) =
—|H(w)|4p, a letra A esta associada a ideia de atenuagao.

Exemplo 86 : Um exemplo de sistema que se comporta como
filtro é apresentado na Fig.

Um filtro possui sempre trés regioes distintas: faixa (ou banda) de
passagem, faixa (ou banda) de transigao e a faixa (ou banda) de rejeigao.
Para cada uma da faixas especifica-se o quanto de atenuacao é aceitavel, Fig.
[7l Neste caso é considerada a atenugdo por que esses sistemas sao passivos.
Os filtros ativos nao serao tratados neste material.
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—_— AN
== ——) H‘Q:‘:
56 g T
|H(jQH=;2 £ H(Q)=—arctan(Q RC|
V1+(QRC|
Ganho em dB

QRC

; 101 10°°\10* 107

-10
-20
-30

Figura 7.2: Resposta de frequéncia de um circuito RC Exemplo.

Banda de transicédo

3] —
<
Regiao Regiao
Proibida Proibida
Amax Amin

w
Banda de passagem Banda de rejeicao

Figura 7.3: Representa os diferentes parametros que compoes a especificacao
de uma filtro passa-baixa.

Os filtros ideais possuem a atenucao plana e nao possuem banda de
transicao. Para a banda de passagem especifica-se a atenuagao maxima
(Amaz) permitida. Para a banda de rejeigao especifica-se a atenuagao minima
(Apmin) necesséria. Para a banda de transi¢do nao se faz especificacdo quanto
a atenuagcao.

Normalmente, para a especificacao dos diferentes tipos de filtro adota-se
um modelo de regides proibidas, Fig. 7| onde a curva de atenugao nao pode
cruzar.

Exemplo 87 : A Fig. [7.4 apresenta um sistema de discagem
de telefone por tons. Observa-se que cada tecla pressionada gera
duas senoides com frequéncias diferentes, p.ex. a tecla 1 gera
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as senoides com 697 Hz e 1209 Hz simultaneamente. Isso se faz
necesario pois a sinalizacao do telefone deve ocupar a mesma faixa
de frequéncia da voz, de 300 Hz a 3400 Hz. Caso fosse usada
apenas uma frequéncia a voz humana poderia disparar uma nova

discagem.
frequéncias
1209 Hz 1336 Hz 1477 Hz 1633 Hz
697 Hz 1 2 3 A
770Hz 4 5 6 B
852Hz 7 8 9 Cc
941 Hz * 0 # D

A \ A
t:;\; I“/ “ |‘/ \ / \
) L A

DTMF - tecla 6
(
_—
_—
T——
(
B
-
—
\>
—
_
/>

1.00

0 2000 4000 GO0 8000 10000
ms

Figura 7.4: Ex. onde se mostra as teclas de discagem e as frequéncias que
a representam.

7.1 Os filtros em tempo continuo

Um sistema LIT descrito por uma EDO tem a sua representacdo no dominio
de Laplace pela funcao é dada por:

P(s) > agst
Q(S) Z;@V:() bksk
em que a e b, sao coeficientes constantes e N é a ordem do filtro. Os valores
M e N sao as quantidades de zeros e polos da funcao de transferéncia. O
valor de N define a taxa de atenuacao da banda de transicao do sistema.

H(s) = (7.3)
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O projeto de filtros se resume em onde do plano S estao localizados os
polos e zeros do sistema. Atualmente as técnicas de sintese usam algoritmos
de otimizacao multi objetivos para realizar essa tarefa. Por outro lado, as
sinteses classicas usaram desenvolvimentos algébricos para realizar essa tarefa.
As principais sinteses classicas sao, Fig. [7.5}

1. familia Butterworth
2. familia Chebyshev
3. familia Cauer ou elipticas

4. familia Bessel

Butterworth Chebyshev type |
1 — | —
0.8 |- - 0.8 |- -
0.6 0.6
04 = — 04 = —
02 - — 02 - —
0 i i 0 i I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
Chebyshev type 2 Elliptic
1 — | T\ —
08 - - 0.8 |- -
0.6 0.6
04 |- — 04 |- —
02 - — 02 - _
0 i I 0 i i
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1

Figura 7.5: Resposta de frequéncia tipica para a familia de filtros classicos.

Os diferentes tipos de filtros podem ser obtidos por substituicoes al-
gébricas na funcao de transferéncia passa-baixa, conhecida com prototico
passa-baiza. Essa metodologia inclui a transformacao das diferentes especifi-
cagoes na especificacao do prototipo passa-baixa.
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7.2 Desenvolvimento tedrico

A funcao de ganho é dado por: Y (s) = H(s)X(s) e a fungao de perda é dado
por X (s) = H'(s)Y (s). Desta forma a relagao entre a funcio de transferéncia

P
de ganho e perda é: H(s) e sendo H(s) = QEE; a fungao de perda
Q(s)

é H'(s) = =——=. Observa-se que existe a troca de polos e zeros quando as

P(s)

fungoes sao adotadas.

~ H'(s)

Considerando a especificacao de um filtro passa-baixa protétipo

1 se w na banda de passagem

[H(w)| = { (7.4)

0 se w na banda de rejeicao.

Observa-se que nada é dito sobre a banda de transicao e § =~ 0.
Trabalhando-se com a funcao de atenuagao a funcao de perda pode ser
re-escrita como:

1 se w na banda de passagem

|H'(w)] :{

A se w na banda de rejeigao.

1
onde A = 5 ¢ um valor muito grande.

A fungao de perda H'(s) deveria se aproximar de 1 na banda de passa-
gem e um ser um valor muito grande para a banda de rejeicao. Esse tipo de
aproximagao nao ¢ usual e a relagao de FeldtKeller, eq. [7.6] relaciona de fungao
de perda com uma funcao de aproximacao com a fun¢ao de aproximacao:

[H'(s)[* = 1+ |K(s)|” (7.6)

Essa transformacao faz com que

0 se w na banda de passagem

[K(w)] = { (7.7)

~ A se w na banda de rejeigao.

A funcao | K (s)| tem o valor A —1 que é também muito grande. As familias de
filtros classicas sao as diferentes familias polinomiais que podem implementar
K(s).
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Filtros Butterworth

A familia Butterworth adota um polinémio da forma y = z". Onde
a banda de passagem ¢é o intervalo de 0 a 1 e quanto maior o n mais esse
polinémio se aproxima da especificio. Em x = 1 o valor da atenuacao seria 1
e se insere o valor € e a fungdo se torna y = ex". Observa-se que essa escala
representa a escala de frequéncia normalizada pela frequéncia de corte do
filtro, w,, Fig. [7.6] Desta forma a fung¢ao de perda como:

K(w) = e<jjc>” (7.8)
H'(w)| = 1+62<i>2n> (7.9)
Hw)| = ! (7.10)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

A . w
frequéncia normalizada (—)
wp

Figura 7.6: Funcao de aproximagao Butterworth para diferentes valores de n
A fungao de atenuagao A(w) é

Alw) = [H'(@)|as = 10log;p(1 + €2(-)2) (7.11)

[
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Dada as especifica¢oes do filtro banda de passagem (w.), banda de
rejeigdo (w,), atenuagdo maxima na banda de passagem (A,,q;) € a atenuacao
minima da banda de rejeicao (A,.;,) tem-se os seguintes passos de projeto.

w=w, — maxima atenuacao na banda de passagem (7.12)
A(we) = 101og;o(1 + €2) determina-se € (7.13)
w =w, — minima atenuacdo da banda de rejeicao (7.14)
A(w,) = 101log;o(1 + 62(%)2") determina-se n (7.15)

C

A ordem n do filtro é determinado pela atenuacao na banda de rejeicao
w
Ain € da relcao entra —. Observa-se que reduzir a banda de transicdo para

C
zero fazendo w. — w, a ordem do sistema n — 0o, nao sendo possivel a sua
realizacdo. Resolvendo-se a eq. obtem-se

109.1A4,4.—1
loglO 100-1A$;LI—1

2logy, o

(7.16)

onde A, € Anin a0 expressas em dB.
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1.0
0.81
—06
I
3
O
= 4]
0.2
0.0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
N . w
frequéncia normalizada (—)
wp

Figura 7.7: Resposta do filtro Butterworth para n variando de 1 a 4. Observa-
1 1

se que a atenuacao em w, = 1 tem atenuacao de = —— (linear) e

4 ¢ ¢ I+e V2 ( )

—3dB na escala logaritmica.

O filtro Butterworth é conhecido como maximamente plano pois todas
a derivadas sdo iguais a zero na banda de passagem e a sua resposta é
monotodnica decrescente para a func¢ao de ganho e monotonica crescente para
a funcao de perda.

. . w
Defindo-se a funcao de ganho normalizada por € e w,, = —, tem-se
We

1

H(w,)|? = 7.17
A = oo (1.17)
tem-se
1. |H(0)] = 1, ganho igual a 1 na inicio da banda de passagem
2. |H(1)] = 0.707, ganho no final da banda de passagem
_ 1 1, 3, _
Expandido |H (w,,)| = =1—-w"+-w,"” — ... e as derivadas

1+ w2r 27" 8
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de |H (wy| para w, = 0 sdo todas nulas,

dk
Jg'mw’”)'“’”:o =0, k=1,23,..,2n—1 (7.18)

Conforme n aumenta, a resposta da banda de passagem torna-se mais
plana e a atenuacdo na banda de rejeicao torna-se mais acentuada. Para
w, > 1 ou w > w,. a funcao de transferéncia exibe uma taxa de atenuacao
correspondente a 20n dB por década ou 6n por oitava. Nesta situacao, a
resposta assintotica é dada por

Hw)|~ — = (7.19)

o que corresponde a uma atenuacao |A(w)| ~ nw,

A familia de filtros Butterworth é uma familia s6 com polos. Usando-se
a técnica da continuagao analitica, ou seja, a partir de uma especificacao
apenas na reta jw expande-se a solucao para todo o plano S recobrindo por
circulos usando a expansao de Lorentz.

Fazendo s = jw — —s* = w? e igualando o denominador a zero na eq.
determina-se os seus polos

1 1
H(w)]* = = 7.20
|H (w)] 1+ [K(w 2 14 w?n ( )
82 1 j(2k+1)7
—— ==, k=0,1,2,....2n -1 (7.21)
wC
ou pp = wee T BT k=0,1,2,..,n—1

Observa-se que os polos da eq. possui 2n polos complexos espa-
lhados sobre o circulo unitério . Para a fungao |H(s)| escolhe-se apenas os n
polos localizados no semi-plano lateral esquerdo de S para os sistemas serem
estaveis e causais. Qual outra escolha de polos levara a um sistema instavel,

Fig.
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1.001 /./4*\
0.751 // \\
0.501 / \
0.251
[ \
3 0.004 { }
—0.251 \.-\ /
—0.501 \ /
—0.751
\ /
R YS E————-TS -Ao-
—2.0 1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 7.8: Posicao dos polos para um filtro Butterworh de 6a. ordem.

Filtros Chebyshev

Normalmente a especificagdo dos filtros é feita por atenuagdes méaxima,
na banda de passagem, e minima na banda de atenugao. Desta forma nao
existe a necessidade de que as fungoes de aproximacgoes seja mondtonas. A
familia de filtros Chebyshev introduz uma oscilagdo na banda de passagem
ou na banda de rejeit¢ao de forma que a taxa de atenuacao dessa familia seja
maior do que a familia Butterworth.

Os filtros Chebyshev sdo conhecidos como sendo do

1. tipo 1: apresenta oscilacdo na banda de passagem e é mondtono na
banda de rejeicao;

2. tipo 2: é mondtono na banda de passagem e apresenta a oscilagdo na

banda de rejeigao.

Neste ponto vamos re-escrever a equagao de Feldtkeller, eq. [7.6] como
sendo a eq. Essa pequena mudanca ¢é feita apenas para que as fungoes
de aproximacao possuam sempre atenuacgao igual a 1 em w,, = 1.

[H'(s)]* = 1+ €| K(s)|” (7.22)
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A fungao de aproximagao K (s) é da seguinte forma

O () = {COS(N cos ' (x) x <1, (7.23)

cosh(Ncosh™'(z) x> 1.

A eq[7.23 também pode ser representada como uma equagao de recor-
réncia polinomial, eq. [7.24]

Cri1(x) = 22C,(z) — Cpoa(x)
em que: Co(z)=1¢e Ci(x)==x (7.24)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175

. , w
frequéncia normalizada (—)
wp

Figura 7.9: Funcoes de aproximacao de diferentes ordens para a familia
Chebyshev tipo 1.
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1.0

1072 107! 10° 10!

A . w
frequéncia normalizada (—)
wp

Figura 7.10: Fungbes de ganho de diferentes ordens para a familia Chebyshev.

. N 1 1
Observa-se que a atenuacao em w, = 1 tem atenuagao de =

Vite V2

(linear) e —3dB na escala logaritmica.

Para w,, = 0 tem-se
1 n impar,
H(0) = 1 . (7.26)
——— n par
V14 €2

Isso significa que os filtros de Chebyshev com ordem par irdo atenuar quando
excitados por um sinal DC. Observe na Fig. [.I0para n =2 e n = 4.

A ondulacao em dB na banda de passagem é definida como:

Hyppr(w) =1

H i (w0 )? = 10log;o(1 +¢) (7.27)

r = 101logy,(

€ = 107! (7.28)

O ntmero de méximos e minimos presentes na oscilagdo é fungao da
ordem da aproximagao de Chebyshev. Os polos do filtro Chebyshev (tipo 1)
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estao localizados em uma elipse cujo eixo maior (r1) e o eixo menor (r5) sdo
dados por:

w 1
= = - 7.30
1 5B+ ﬁ) (7.30)
w 1
= —(8—= 7.31
T2 5 (8 5) (7.31)
1 vV 1 -2,
O parametro 8 é dado por 8 = [i]ﬁ
€
E, os polos estao localizados em: p, = rycosyy, + jrisinyy e ¥, =
2k + 1
T . k=1.2..n—1 Fig [7.11
2 2n
1.001 //?\\
0.751 i RN

0.251 /
3 0.001 ( \

\ /
—0.501 \
AN /

[ ]
7

[ ]
S~

_ J \ - /
1.00 —e
20  —15 1.0  —05 0.0 05 1.0 1.5 20

Figura 7.11: Localizacao dos polos para um filtro Chebyshev de ordem 6.

Para o projeto de filtros Chebyshev sao necessarios 4 parametros:

1. frequéncias da banda de passagem e de rejeicao, 2. e §2,;
2. ondulagao (ripple), d, ou atenuagao maxima da banda de passagem;

3. atenuacao minima na banda de rejeicao.
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O pardmetro € é calculado através da ondulacdo 0: €2 +1 = 62 A
ordem do filtro é determinada através de:

B As/10 _

B cosh ™ ( lloor/wa) 7.32

= cosh ™ (&) .
Qp

A partir dos valores n e € sao determinandos os polos do sistema.

1.04 w 1.01
0.81 0.81
—0.61 0.6
=
3
O
E04 0.4
— Hey(wn) — §=05
0.21 He,(wn) 0.21 6=1.0
1 HC;;<w7L) T 6_20
ool — Hey(wy) ool — 0=3.0
1072 107! 10° 10! 1072 107! 10° 10!
. . w
frequéncia normalizada (—)
wp

Figura 7.12: Variagdes ne n e € na resposta de ganho dos filtros Chebyshev

Exemplo 88 :  Determine a fungao de transferéncia de um filtro

Chebyshev que satisfaga as seguintes especificagoes: ondulacao da

banda de passagem 0 = 2 dB, Q, = 10007 rad/s (Fp = 500 Hz),

2, = 40007 Fs = 500 Hz, As = 40 dB.

solugao

2 =10"10 — 1 =102 — 1 = 0.58489

0, = 10"*0 = 10°
log(130.

p - l0og(130.758) _ ) o
log(7.87298)

Chebyshev tipo 2
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O filtro Chebyshev do tipo 2 é conhecido também como Chebyshev
inverso. A oscilacao presente na banda de passagem do filtro Chebyshev é
deslocada para a banda de rejeicao. Nesse processo, a banda de passagem

), € movimentada para — o que transforma a resposta em um passa-alta.

Q

S
Subtraindo o sinal do novo filtro passa-alta obtém-se um passa-baixa cuja

oscilagao esta na banda de rejei¢ao. O ganho do novo filtro (Chebyshev tipo
2) sera:

eC%(1/Q,)
|HQ)]” = >
1+ e2C,(1/9,)
onde 2, = Q/Q, € é o parAmetro que controla a ondulagao (ripple) na banda
de rejeigao e Cy(x) é o polindmio de de Chebyshev de ordem n, Fig. m

(7.33)

0 — Hey(wn)
Hey(wn)
-1 HC4(W71>
720<
8
2 40
=
_GOA
—801 ] ] ]
1072 107! 10° 10! 107
Wn

Figura 7.13: Respostas do filtro Chebyshev tipo 2 para n = 2, 3, 4.

Observa-se que a funcao do filtro Chebyshev tipo 2 apresenta tanto
polos quanto zeros. Os zeros estao localizados no eixo imaginario,

1

cos ¢y,

2k +1
@k+1l)r 7

onde ¢ = 5
n
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Os polos sao os reciprocos dos filtros Chebyshev tipo 1 e orden n.
Denotando os polos do filtro Chebyshev por pi, = p). + jQ) onde: p) =
Pk ' k ~ . . ..
————0 e ), = ———=C. pr e ) s@0 as partes reais e imaginarias
\/ﬂ%‘f‘ﬂké \/,Oz—i-Qké
dos polos do filtro Chebyshev tipo 1.

Modo de especificar um filtro Chebyshev do tipo 2:

1. frequencia da banda de passagem, €1, e a atenua¢ao maxima parmitida
nesta banda, A,(6,)

2. frequencia da banda de rejeicao, €2, e a atenuacdo minima da banda

nesta banda, Ag(dy)

O ganho méaximo na banda de passagem é admitido ser igual a 1, tal
que, 1/4, < |[H(Q)| < 1 para 0 < 2 < Q,. A ordem do filtro é obtida como o
menor inteiro que satisfaca:

cosh ™! (/1021 0
n > Wi cosh™' = (7.35)
) 2,
- S 1
O fator de ondulagao é dado por: € = VT

O filtro é projetado pelos seguintes passos:

1. determina-se €
2. determina-se a ordem do filtro, n
3. determina-se os seus zeros

4. calculam-se os polos do filtro Chebyshev tipo 1. Os seus reciprocos
sserao os polos do filtro Chebyshev tipo 2

5. calcula-se a funcao de transferéncia H(s)
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Exemplo 89 : Determine a fungao de transferéncia do filtro
Chebyshev tipo 2 com a seguinte especificagao: atenuagdo na
banda de passagem A, = 0.1dB, Q, = 20007 rad/s (Fp = 1000
Hz) e atenuagao minima na banda de atenuagdo Ay, = 20 dB e
2, = 40007 rad/s (Fs = 2000 Hz).

—20

)l({B

3 1

1

|He

76()‘

—804

107 10°
wn

Figura 7.14: Resposta do ganho do filtro para o ex.

Comparagao entre as respostas de um filtro Butterworth e Chebyshev

tipo 1, Fig. [7.15] com a mesma ordem. Observa-se que a taxa de atenugao
no filtro Chebyshev é maior do que no filtro Butterworth.

104
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OA
—20+
= 401
O
T 60
_80<
TT HC4(W71)
HB4<W71)
—1001 | ,
1072 107! 10° 10t

Wn

Figura 7.15: Comparagao entre o ganho de um filtro Butterworth e Chebyshev
de mesma ordem.

7.3 Transformacao de Frequéncia

Os filtros prototipos passa-baixa podem ser modificados para atender os
diferentes tipos de filtros: passa-alta, passa-banda e rejeita-banda.

A transformacao serd realizada a partir do protétipo passa baixa nor-
malizado, com a frequéncia de corte igual a 1 rad/s.

A normalizacdo para uma frequéncia arbitraria )y é realizado por:

S
Q — o ou s — o Onde (2, pode ser a frequéncia de corte €). ou a
P

P
frequéncia da banda de passagem. Observa-se que se a atenuagdo maxima da
banda de passagem for iguala 3dB entao 2, = €2..

A transformagao do passa-baixa para a o passa-alta é realizada a partir

Q
de: Q@ —» 2 ous— =2,
Q S
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1.0 1.0
0.81 0.81
0.61 0.61
0.41 0.41
0.21 0.21
1 Q. é;s Qp

Figura 7.16: Desnormalizacao do passa-baixa para um novo passa-baixa e
para o passa-alta.

O Q, pode ser a frequéncia de corte 2, ou a frequéncia da banda
de passagem. O valor (), é a frequéncia da banda de atenuacao do filtro
normalizado.

A tansformacao do filtro passa-baixa para um passa-banda com fre-
2400
quencias de passagem €2y e (2, é feita por: s — W ey = /1€,
2 —341)8
Fig.
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1.01 n
0.8 0.81
0.61 0.61
0.41 0.41
0.2 0.2

1 Qg Qr QD

Figura 7.17: Desnormalizacao do filtro passa-baixa em um filtro passa-banda

A transformacao do passa-baixa para o rejeita-banda com frequéncias

de rejeicao 2 e €1y é feito por: s — m, Fig. [7.18]
1.0 1.0
0.81 0.81
0.6 0.61
0.41 0.41
0.21 0.21

1 an Q] QU QQ

Figura 7.18: Transformagao do filtro passa-baixa em rejeita-banda.
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7.4 Os filtros em tempo discreto

O projetos de filtros seletivos em frequéncia no dominio digital pode ser divido
em duois grupos principais:

1. Filtros IIR (Resposta ao Impulso Infinita) cuja resposta h(n) # 0,n =
0,1,2,... e normalmente sao baseados no projeto dos filtros continuos
usando as seguintes técnicas: aproximacao das derivadas, invariancia
ao impulso e Transformacao bilinear;

2. Filtros FIR (Resposta ao Impulso Finita) cuja resposta h(n) # 0,n =
0,1,2,...,M — 1.. A sua principal vantagem é a possibilidade dos
projetos terem fase linear. Esses projetos envolve tanto o uso de janelas
quanto a amostragem em freqUéncia.

Notagao:

1. Frequéncia analdgica: Q (rad/s) ou F (Hz), limites positivos: [0, +00)

2. Frequéncia digital: w ou f, limites positivos: [0, +7]

Sendo a frequéncia de amostragem Fla, a relagao entre a frequéncia

analogica e a digital é:
Q F
w=—ouf=

Ta Ta (7.36)

7.4.1 Arquitetura geral e implementacao

Normalmente os filtros FIR sao implementados no dominio do tempo usando
a operagao de convolugdo entre as amostras que entram e a resposta h[n|.
Essa operagao se torna a multiplicacao matricial entre as amostras e a sua
implementacao fica a cargo de DSP utilizando as operacoes de produto interno
entre vetores, soma de escalares e multiplicagcdo de escalar por vetor. Essas
operacoes sao realizadas diretamente no hardware do DSP.

7.4.2 Os filtros IIR

Exemplo 90 : Considere a equagao de diferengas y[n] = z[n] +
0.5y[n — 1]. Determine a sua resposta de frequéncia:
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Solucao:
Aplicado a TZ em y[n| = z[n] + 0.5y[n — 1], obtém-se:

Y(z) 1
X(z)  1-0.5z71

H(z) =

A sua resposta de frequéncia é feita para z = /*, Fig. [7.19

. 1
HEY)= —
1 —0.5e %
Lof =
£05 .
[ ]
[ ]
0.01 hd ® ° ° ° ° °
0 9 4 8 10
n
2.0
1.5
2
=
1.0
0 0.25 7 057 075 1r

Figura 7.19: Gréficos de |H(z)| e h[n] do Exemplo [90}

e i BN 1 yn]

Figura 7.20: Diagrama em bloco do Exemplo [90]
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A equacao geral de diferencas e funcao de sistema é da forma:

y[n| = box[n]+biz[n—1]+. . .+byx[n—M]—ay[n—1]—asyn—2]—. . .—any[n—N]
(7.37)
H(z) = M (7.38)
S g agzk

Representacao de um filtro analdgico continui no tempo tem a funcao
de transferéncia dada por:

M —k
H,(s) = k=0 s (7.39)
D=0 OkS™
e resposta ao impulso dada por:
ha(t) = — [ Hy(s)e™d 7.40
(1) = gz [ Hals)eds (7.40)
e sua equacao linear diferencial é:
N dk M dk
—y(t) = —x(t 7.41
S e gyeu(®) = 3 i) (7.41)

Essas trés representacoes acima conduzem a trés métodos de projeto
IIR diferentes.

1. aproximagao das derivadas: a partir da representacdo por equagoes
diferenciais;

2. invariancia ao impulso: a partir da representacao pela resposta ao
impulso;

3. transformacao bilinear: a partir da resposta de frequéncia do sistema.

Aproximagao das derivadas Aproximar a equacao diferencial por
uma equagcao de diferengas.

primeira derivada:
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segunda derivada:

&2 1 , 1—2z1?
it = o lyln] —29ln — 1 +yln— 2} o 8t = -7 )
- 1— o 1F
Lesima Jarivada: k —
erivada: s T }
NP 1—z1
Fazendo a substituigao: s = — H(2) = Ha(s)| =1 0-21)
Nest fi t L L Possui
este caso se refere a um mapeamento z = = . Possui
P 1—sT  1-jQT
os polos dentro do circulo unitario.
r Y r Y
I
Juw
Plano Z Plano §
a Ll

Figura 7.21: Mapeamento do plano S no plano Z para o caso da aproximacao
das derivadas.

Exemplo 91 : Projete um filtro passa-baixa pelo métodos de
1

aproximagao das derivadas sendo H,(s) = (s+0.1)2+3

solucao:
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1
H) = {127 40.1}2 + 3 (7.42)

10 10 10

0 0 0
10 10 10
20/ 20/ 20/
— 301 301 — 301
— 404 —40 —40
0 10! 10° 0 10! 10° 0 10! 100

Figura 7.22: Resposta de frequéncia do Exemplo [91] A esquerda é a resposta
analogica, no centro ¢ a versao digital com 7' = 0.1 e a direita com 7" = 0.5.

Invariancia ao Impulso
hln] ¢ uma cépia amostrada de hy(t): h[n] = h.(t),n =10,1,2,.... No
dominio da frequéncia tem-se: H(f) =F > H,(f —kF), onde F =1/T ¢é

k=—00
a frequéncia de amostragem e devera atender aos critérios de Nyquist.

Expandindo o filtro analégico em fragoes parciais, tem-se:

N

N
Hos) = 3. —— & halt) = 3 exe'# 2 0 (7.43)
k=1 Pk k=1

Ck

onde py sao os polos de H,(s)

Amostrando h,(t) tem-se

hin] = ho(nT) = cpe?™™. (7.44)
k=1
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Calculando a transformada Z de h[n] tem-se

Ck.
H(Z) = Sumévzlm

(7.45)

Observa-se que nesta abordagem os polos py do filtro analégico é
mapeado em dj, = e?*7 k =1,2,..., N. Nesse mapeamento um filtro estével
no dominio continuo leva a um filtro estavel no dominio discreto. Justificativa:
e = 0% + jQ, e 0 < 0 leva a um novo polo di com |dy| = e”* < 1. E, ndo é
necessario determinar h,(t).

Exemplo 92 : Determine h[n| a partir do seguinte H,(s) =

s+0.1
(s+0.1)249
Solucao:
Hy(s) = 1/2 | 1/2 )
s+01-37 s+01+4+3j
—0.1435T

Os polos serao mapeados em e

1 — (670,1T cos(3T) )Zfl

H(z) = 1 — (26701 T cos(3T)) 271 + 702722 (7.46)
301 301 301
201 201 201
10 10/ 10
0 0 0
10 10 10
—920- —201 —201
— 301 301 — 301
40 40 40
BT IR R 0 10! 100 05 10! 100

Figura 7.23: Resposta de frequéncia do Exemplo [02] A esquerda é a resposta
analogica, no centro ¢é a versao digital com T = 0.1 e a direita com T" = 0.5.
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Transformacao Bilinear

Utiliza a regra de integracao do trapézio. Essa transformacao mapeia
todo o plano S — Z mas apresenta uma distor¢ao no eixo das frequéncias.

desenvolvimento:

seja um siste a de primeira ordem com funcao de transferéncia dada
por:

Hu(s) = = — %y(t) +ay(t) = bx(t) (7.47)

¢
A integral da derivada de y(t) é dado por: y(t) = / Y (7)dT+y(ty). Admitindo
0

t =nT ety=(n—1)T, entdo pela regra do rapézio tem-se:

oln) = £/l + 9/l — 1)+ yfn — 1 (7.48)

substituindo a equacao das derivadas para t = nl' na equacao anteriror
tem-se:

14 o)~ - Sy~ 1) = el taln - 1) (749

Calculando a transformada Z:

H(z) = - ; (7.50)

Fazendo a equivalencia entre as equagdes[7.47] e tem-se que o mapeamento
do plano S no Z sera feito por:

21—zt

—foTE 51
S 7150 (7.51)
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Jw

Plano Z Plano §

Figura 7.24: Graficos do mapeamento do plano S no plano Z para o caso da
transformacao bilinear.

Seja z = re’ e s = 0 + jw. Fazendo as substitui¢oes na eq. 7?7 tem-se:

2 r2—1 . 2rsinw

= — 7.52
° T[1+T2—|—2rcosw+]1+r2—|—2rcosw ( )

se r < 1 sss o < 0, sistemas estaveis em S ou Z sao mapeados em sistemas
estaveis. Se r = 1 entao:

0 =2 tan(Y), (7.53)

Fig[7.25
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150+

100+

30 —20 ~10 0 10 20 30

Figura 7.25: Relacdo entre €2 e w.

s+0.1
(s+0.1)2 416’

Exemplo 93 :  Projete um filtro passa-banda, H,(s) =

pelo método da transformagao bilinear tendo 7" = 0.5.

1
soluggo: Fazendo a substituicao s = 41 em H,(s)tem-se:

H(z) 0.128 + 0.006z! — 0.122272
Z) =
1+ 0.0006z~! 4+ 0.9752~2
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30+ 301
20+ 201
101 104
0 0
—10+ —10+
—204 —201
—301 —301
—401 —40]
—30 —50

Figura 7.26: Resposta de frequéncia do Exemplo [90]

7.5 Os filtros FIR

Sao filtros digitais cuja resposta ao impulso ¢ finita,

hin] #0,n=0,1,..., M — 1 (7.54)

Nesta caso a funcao de transferéncia, eq. é composta apenas do
numerador. A saida depende dos valores passados e presente da entrada.

As principais vantagens é que pode-se implementar filtros com a fase
linear e sao sempre estaveis. A principal desvantagem é que a ordem normal-
mente é maior do que os filtros IIR. As principais forma de projeto sao: o
projeto por janelamento e por amostragem de frequéncia.

Um filtro FIR de ordem M — 1 é descito por:

yln] = box[n|+bixn—1]+ ...+ by_1x[n — M + 1]

= il bx[n — k] (7.55)
k=0
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Expresando a saida como a convolucao da entrada com a resposta ao
impulso h[n| tem-se:

yln] = kz__j h{k|z[n — k] = kz__j bln — K] (7.56)

Desta forma, os coeficientes do filtro correspondem a resposta ao impulso
do filtro, b, = h[n]. Como h[n] é finita, com comprimento M o filtro serd
sempre estavel. Neste caso a fungao de transferéncia sera:

H(z) = 5(8 -> h[k)2 ", (7.57)

Para a condi¢do de um filtro FIR possuir fase linear tem-se:
h[n] = (=1)*h[M —n),k € Z (7.58)

ou seja, um filtro FIR apresenta fase linear quando a sua resposta ao impulso
hin] é simétrica ou anti-simétrica em torno do ponto médio, que pode existir
(M é par) ou ndao (M é impar). Esse filtro é conhecido como tipo I (k = 0
e M é par, h[M — n] = h[n]), tipo II (k=0 e M é impar), h[M — n| = h[n]),
M

tipo III (k=1 e M ¢é par, neste caso o termo h[?] =0) ou tipo IV (k=1 e M
é impar) h|[M — n] = —h[n]. Dependendo se M for impar ou par ou simétrico
ou anti-simétrico. Essa justificativa se encontra no livroEL secao 4.2.3.

A expressio para H(e/*) é:

M_q

tipo I H(e) = e 4 [h[5] + z 2hin] cos (w(n — )|

: . M-—1 M
tipo II H(eY)=e 792 { > 2h[n] cos (w(n — 2))}
n=0
tipo III ~ H(e) = e_j(“2_g)[ > —2h[n]sin (w(n — 2))}
n=0
tipo IV H (&) = ej<w2g>[ > —2h[n]sin (w(n - 2))}
n=0

(7.59)

'Processamento digital de sinais: projeto e analise de sistemas (2004) Paulo Sergio
Ramirez Diniz, Eduardo Antonio Barros da Silva, Sérgio Lima Netto, ISBN = 85-363-0418-9
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Uma representagdo grafica da simetria é apresentado na Fig. [7.5] com
valores arbitrarios de h[n].

0.8 4 0.8 4

0.6 4 0.6 4

Emnl e R

T T T T T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0

n (amostras) n (amostras)

il 1t

[T o ([T

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

1 (amostras) 1 (amostras)

Figura 7.27: Exemplo de hln] onde possuem diferentes tipos de simetria.

Projeto de filtros por janelas

E baseado na aproximacao da resposta em frequéncia deseja, com a
condicao de fase linear. O projeto inicia-se com a especificagdo da resposta
ao impulso e posterior truncamento da sua resposta.

haln] = — [ ) (7.60)

" 2r ) s

A resposta de frequéncia deseja (Hy(e’*) é a mesma especificacdo dos
filtros analdgicos e, hy[n] deve ser causal e ter duragao finita. Neste caso,
hg[n] deverd ser truncado a partir n = M — 1,

(7.61)

hgin] sen=20,1,.... M —1
i ={ "

O caso mostrado pela eq. é equivalente a multiplicar hg[n| por
uma janela w[n| do tipo:

(7.62)

1 sen=0,1,.... M —1
wln] = 0 cc. .
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€,

hin] = hg[n]w(n]. (7.63)

As consequéncias dessa multiplicagdo (ou truncamento) sao melhor
compreendidas no dominio da frequéncia.

H(e’) = Hy(e?) « W (/) = 21 /W Hy(e®YW (e'“=)dp (7.64)

mwJ—7

A operacao de convolu¢ao produz uma resposta em frequéncia que é
uma versao "modificada’da resposta de frequéncia desejada. Para a fungao
janela wln| retangular (eq. [7.62)) a resposta de frequéncia é dada por:

M sin(wM/2)

W) = e =)

(7.65)

A Fig. mostra o efeito da convolugdo entre Hy(e’”) e W (e/*) para
um filtro ideal passa-baixa. Os l6bulos laterais da janela retangular provovam
o efeito de oscilagao na resposta de frequéncia do filtro. O que se deseja da
funcao de janela é que fosse o mais parecida possivel com um impulso.

— 1) — He)
W (e 1.0 M\/\AN\/\/\/\A
0.8

0.8 4
0.6

0.6 4
0.4

amplitude

amplitude

0.4 4
0.2 4

0.2

0.0 wemearcrcAAAAA N\ ||| 1] 1]\/\/\PoArArsrorcacaomcns
0.0
~0.2

T T T T T T T T T T T T T T
-30 —20 -10 0 10 20 30 -30 —20 -10 0 10 20 30
amostras

amostras

Figura 7.28: Efeito do janelamento. (a) Convolugao das fungoes Hy(e?¥) e
W(e’) (b) Resposta final da resposta de frequéncia H (e’)

Outras janelas com transi¢goes mais suaves podem ser adotadasﬂ

Zhttps://en.wikipedia.org/wiki/Window_function
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Janela Retangular

A janela retangular é tida como a mais simples de todas, equivalente
a zerar todas as amostras exceto os N valores dos dados. Como se o sinal
abruptamente fosse zero ou removidas:

win]=1,n=0,1,..., M — 1. (7.66)

Outras janelas foram desenvolvidas para moderar essa discontinuidade
ja que esta causa alguns efeitos nao desejados.

o

|
i)
S

L

MAANA

I‘WU

| |
=y =
=) S
—_—
=

Amplitude

Magnitude normalizada [dB]
|
%
E3

0.2 4

—100

0.0 1

—120

Figura 7.29: Resposta da janela retangular com N = 51 e o seu espectro de
amplitude a direita.

Janela Triangular ou Bartlett

A janela triangular é da seguinte forma:

A (7.67)

onde L varia até N, N +1 ou N — 1. Todas as trés defini¢oes de L convergem
para N grande.
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0
1.0 4 o
° o
.. l. 20
@ { )
0.84 .0 0. .
)
'. .' 'U? 404
° ° E
< 0.6 1 @ L J =
g .‘ ‘. E
2 5 —60
g o LA 2
z )
< 0.4 1 ° (] <
e [ ) E=t
. * & 80
® =
0.2 L
(d
& % —100
L ()
0.04® L2
T T T T T T -120 t T T
0 10 20 30 40 50 60 —0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4
Amostras Frequéncia normalizada

Figura 7.30: Resposta da janela Bartlett com N = 51 e o seu espectro de
amplitude a direita.

Janela de Hamming

a janela de Hamming é:

2mn

wn)=a—p COS<

N—1>'

(7.68)

0
1.04 _A.
X ° 90
° °
0.8 ® ® _
° ° =]
° < 409
=
0.6 ® e .
2 0.6 A A : 1
& ° ° E g0
g ° ° 2
<044 ° ° e
° ° £
° ° & 80
° ° =
0.29 °
°
g oy 1001
0.04
, . . . , : ~120 , . . . .
0 10 20 30 40 50 60 ~04 ~0.2 0.0 0.2 0.4
Amostras Frequéncia normalizada

Figura 7.31: Resposta da janela Hamming com N = 51 e o seu espectro de

amplitude a direita.
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Janela de Hann

¢ da seguinte forma:

2mn 2mn
w(n) = 0.5 <1 — cos ( )) = hav ( ) (7.69)
N-—-1 N -1
0
10
-‘ﬂo
S ° —20
0.81 o % .
* . E% —40
° ° z
g 061 ° ° é
£ ° ° g
] ° ° g %
< 04 ° ° e
° ° £
° ° & —s0
° ° =
0219 ® °
LJ [ ]
K . ~100 4
00 oo %o
" T ~120 I
0 10 20 30 10 0 60 —0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4
Amost! Frequé normalizad

Figura 7.32: Resposta da janela Hann com N = 51 e o seu espectro de
amplitude a direita.

Janela Cosseno

é da seguinte forma:

w(n) =Y ax cos <27;\1;n> (7.70)
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0
1.04 ﬁ
g .. —20 4
.' ..
0.8 4 ° ° =
(J °
® ° = 40
° o E
< 0.6 4 L4 ® 5
E ° ° E
;:_ Y L] 5 —60
g ( ] { ] =
<04 ° ° =
® ® g
o o Z -0
024 @ ® -
° °
{ ] o —100
0.0 -. L
T T T T T T —120 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 —0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4
Amostras Frequéncia normalizada

Figura 7.33: Resposta da janela Cosseno com N = 51 e o seu espectro de
amplitude a direita.

Janela de Blackman

A janela de Blackman tem os parametros: a = 0.16; B = 1.73. E
definida como:

(n) = (27rn>+ <47m) l-a b B
w(n) = ag—aq Cos N1 a9 COoS N1 ap = 5 a1—2, Ay =
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Figura 7.34: Resposta da janela Blackman com N = 51 e o seu espectro de
amplitude a direita.

Exemplo 94 : Projeto de um filtro FIR passa-baixa com frequén-
cia de corte w,, fase linear e ordem M.

solugao: Neste caso, a resposta Hg(e’*) sera:

Hyey = [ T selwl <.,
! 0 sew. < |w|l <.

Aplicando a transformada de Fourier inversa determina-se a res-
posta ao impulso:

1 We . S
hqln] = %/ﬂ; eI T ey (7.72)
1 [ . ma sin(w.(n — 2-1))
= — [ 0T dw = - 22 (7.73
27 /wc ‘ T m(n — =1 (7.73)

observe que hg[n] = hy{M — 1 — n] fase linear tipo L.

2
Utilizando f. = 0.4(w. = 0.87), M = 51 e as janelas Retangular e

Multiplicando hg[n] por uma das janelas anteriores tem-se: h[n] =
m(n — M=1)

de Hamming tem-se as respostas deseja dadas na Fig. 7? (a). Uti-
lizando as mesmas especificagdes anteriores e M = 9 as respostas

sin(we(Y5))
wln]
2
da banda de passagem e transicdo sdo mostradas nas Fig. ??(b)
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Figura 7.35: Resposta para o exercicio [94] (a) M =51 (b) M =19
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Janela
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A Fig. [7.36] apresenta uma comparagao de diferentes fungdes de janela
apropriada para um filtro. O eixo de frequéncia é normalizado pela frequéncia
de corte e se apresenta décadas. Observa-se o desempenho de cada uma das
funcoes de janelamento. Esse desempenho ¢ tanto na largura de banda do
l6bulo principal quanto na atenuagao presente nos lobulos secundarios. Essas
informagoes sdo resumindas nas Tab. [7.1]

Janela

boxcar

hann

1 — blackman

—— hamming

cosine

0.0

Figura 7.36

0.2

Frequéncia Normalizada

0.3

0.4

: Comparacao de diferentes janela.
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Tabela 7.1: Parametros de comparacao entre algumas janelas.

Janela | Maximo lébulo lateral (dB) | Largura de transicao (6 f)
retangular -13 Mj il) 7
hanning -31 ]\/‘g 3 .
hamming -41 ]\/{,) g .
blackman -57 7 — .

7.6 Exercicios propostos

Filtros analégicos

1. Considere um filtro passa-baixas ideal com resposta em frequéncia:
H(Q) = { 1 se |Q| < 4mrad/s,

0 c.c
1 1 1
sinal: x(t) = 14 cos(wpt) + 3 cos(3wot) + R cos(bwot) + - cos(Twot) 4+ - -.

Determine o sinal na saida do filtro.

. Admitindo como entrada do filtro o

1
2. Um sinal cuja série de Fourier é dada por: z(t) = A{1 + 3 sin(3007t) +

1 1 1
3 sin(9007t) + v sin(15007t) + - sin(21007t)+- - - } é aplicado na entrada

de um filtro passa-baixas ideal com resposta em frequéncia,

H(Q) = L se Q2] < 2r600rad/s, Encontre o sinal y(t) na saida do
0 c.c.

filtro.

3. Mostre que, para N impar (ordem do filtro), o filtro de Butterworth
passa-baixas apresenta um polo real em s = —(,.

4. Admitindo A, (em dB) a atenuagdo méaxima na banda de passagem e A
a atenuacao minima na banda de atenuacdo. Determine uma féormula

para o valor de N em um de Butterworth em funcao de 2, e €.
Resposta: N > log[(10°14» — 1)(10°4 — 1)]/210g(€,/S2)

5. Uma oitava é a diferenca entre duas frequéncias €2; e €25, na qual uma
é duas vezes a outra. Mostre que para o filtro de Butterworth nas
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10.

11.

12.

13.

frequéncias altas (2 > Q. a atenuagdo A({2) tem uma inclinagdo de
aproximadamente 6N dB/oitava.

Determine a funcao de transferéncia de um filtro de Butterworth de
ordem 2 com frequéncia de corte €. = 1 rad/s.

. A partir do resultado do exercicio anterior determine a funcao de

transferéncia de um filtro com frequéncia de corte igual a 1 kHz.

Determine a funcgao de transferéncia de um filtro de Chebyshev de ordem
2, com frequéncia da banda de passagem €2, = 1 rad/s e ondulacao
igual a 1 dB.

. Deseja-se projetar um filtro passa-baixas com as seguintes especificagoes:

banda de passagem: 0 a 1 MHz e atenuacdao < 1dB, banda de atenuacao:
acima de 2 MHz e atenuacao > 40 dB

(a) Determine a ordem do filtro de Butterworth,

(b) Determine a ordem do filtro de Chebyshev,

(¢) compare os resultados.
Deseja-se projetar um filtro passa-baixas com as seguintes especifica-
¢oes:banda de passagem: 0 a 271000 rad/s e atenuacao < 1dB, banda
de atenuagao: acima de 271500 rad/s 2 MHz e atenuacao > 50 dB.

(a) Determine a ordem do filtro de Butterworth,

(b) Determine a ordem do filtro de Chebyshev,

(c) compare os resultados.
Encontre a ordem para um filtro de Chebyshev passa-baixas com as

seguintes especificagoes: banda de passagem: 0 a 0.5 MHz e ondulagao
< 0.2dB e banda de atenuacao: acima de 1 MHz e atenuacao > 50 dB.

Repita o exercicio anterior admitindo ondulagao maxima igual a 1 dB.
Compare os resultados.

Determine a funcao de transferéncia de um filtro de Chebyshev que
satisfaca as seguintes especificagoes: ondulacao na banda de passagem
r=2dB, 2, = 10007 rad/s (F, = 500 Hz), 25 = 40007 rad/s (Fs = 2000
Hz), As = 40 dB.
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14. Considere um filtro de Chebyshev tipo I de terceira ordem, com frequén-
cia da banda de passagem igual a 2, rad/s. Dado que: Cs(z) = 42° —3x,
e que a ondulacao “ripple” na banda de passagem ¢ igual a 1 dB. De-
termine o valor da magnitude da resposta em amplitude do filtro para
as frequéncias: 2 = Q, e Q = 2Q,

15. Determine a funcao de transferéncia de um filtro de Chebyshev tipo 11
que satisfaca as seguintes especificagdes: atenuagao maxima banda de
passagem 2 dB, @, = 20007 rad/s (£, = 1000 Hz), 25 = 40007 rad/s
(Fs = 2000H z), atenuagdo minima na banda de atenuacao A = 20 dB.

16. Determine a ordem de um filtro eliptico que satisfaca as seguintes
especificagoes: atenuacao maxima (ou ondulagao) na banda de passagem
0.1 dB, ©, =900 rad/s, Qs = 1000 rad/s e atenuagdo minima na banda
de atenuacao As = 50 dB.

17. A funcao de transferéncia de um filtro de Butterworth de ordem 3 é dada
por:H(s) =

. Encontre a funcao de transferéncia
(s+1)(s2+s+1) ¢
para um filtro passa-altas com frequéncia de corte 1 rad/s. Desenhe o
modulo da resposta em frequéncia.

18. Para o exercicio anterior qual seria a fun¢do de transferéncia do filtro
para uma frequéncia de corte qualquer 2.7

19. Considere um filtro passa-baixas de primeira ordem com func¢ao do

Qp
s+,

sistema: H(s) =

(a) Transforme o filtro acima em um filtro passa-altas com frequéncia
Q

(b) Transforme o filtro acima em um filtro passa-banda com frequéncias
da banda de passagem, inferior e superior {2 e {25, respectivamente.

D

(¢) Transforme o filtro acima em um filtro rejeita-banda com frequén-
cias da banda de rejeicao, inferior e superior €2y e €2, respectiva-
mente.

(d) Compare os resultados.

20. Considere um filtro passa-baixas com func¢do de transferéncia H(s) =

T3 A partir deste filtro, encontre a funcao de transferéncia do filtro
s

passa-banda que apresenta freqiiéncia de ressonancia de 12 rad/s e
largura de banda igual a 4.0 rad/s.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

3
Considere um filtro passa-baixas com fungao de transferéncia H (s) =

A partir deste filtro, encontre a funcao de transferéncia de um outro
filtro passa-baixas que apresenta freqiiéncia de corte igual a 12 rad/s.

Considere um filtro passa-baixas de primeira ordem com funcao do
1
sistema: H (s) = PR Encontre a funcao de transferéncia do filtro
s
passa-banda com frequéncia de ressonancia )y = 1 rad/s e largura de
banda igual a 0.1 rad/s.

S

w
Considere a seguinte fungao de transferéncia: H(s) = — + el wi.
0

52
Determine:

(a) O tipo de filtro descrito por H(s) (explique claramente),

(b) Mostre que a maxima magnitude do filtro ocorre em w = wy e
determine o ganho nesta frequéncia.

Uma distor¢ao multi-percurso ocorre quando um sinal sai de um trans-
missor e chega a um receptor por dois caminhos com atrasos e atenuacoes
diferentes. Considerando que o caminho direto nao sofre atenuagao («)
ou atraso (7):

(a) Determine a equagao que associa z(t) e y(t) para o sistema de
multiplo-percurso;

(b) Encontre a funcao do sistema H (s);

(c) Desenhe |H(j€2)| em funcao da frequéncia para atenuagdo a = 1;

(d) Para compensar a distorgao em z(t) utiliza-se um filtro equalizador
com funcao de transferéncia H.,(s) = 1/H(s). Admitindo como
equalizador um filtro transversal como mostrado abaixo, encontre
H.,(s) e ag, a1, as, ag para o < 1.

=l-a+2> -2+,
1+=x

OBS: lz| <1
Encontre a perda em wy = 40 rad/s para um filtro Butterworth de 5¢

ordem que possui perda méxima de 1 dB na banda de passagen w, = 10
rad/s.

Encontre a fungao de transferéncia para a aproximacao de Butterworth
de 3% ordem.

s+3
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27. Encontre a func¢ao de aproximacao Butterworth para um filtro passa-
baixa cuja especificagao é: A4, = 0.5 dB, A, = 12 dB, w, = 100
rad/s, ws = 400 rad/s.

28. Um filtro passa-baixa Butterworth tem a seguinte especificacdo: A, =
1 dB, A, = 35 dB, w, = 1000 Hz, w, = 3500 Hz. Determine a fungao
de transferéncia, a perda em 9 kHz e os polos do sistema.

29. Encontre a funcao de aproximacao Chebyshev para um filtro passa-baixa
cuja especificagdo é: Apq = 0.5 dB, A = 20 dB, w, = 200 rad/s,
ws = 600 rad/s.

30. Um filtro passa-baixa de 5* ordem Chebyshev possui uma perda de 72
dB em 400 Hz. Encontre a frequéncia aproximada na qual um filtro
passa-baixa de 5% ordem Butterworth exibe a mesma perda, dado que
possuuem a mesma especificagdo para a banda de passagem.

Filtros Digitais

31. Para cada um dos seguintes filtros estabelega a ordem e identifique os
seus coeficientes:

(a) yln] =2z[n] — z[n — 1] + y[n — 1]

(b) yln] =2z[n —1] —2(n —2) —y(n —1)

(c) yln]==2(n)+2(n—1) —y(n—1) = 0.5y(n - 3)
(d) y[n] =2z(n) —z(n—1)

(e) y[n] = 0.52(n — 3)

(f) y[n] =z(n) —2(n—1) +z(n —2) +z(n —3)

32. Determine as fungoes de transferéncia de cada um dos filtros do exercicio
1.

33. Um filtro digital é descrito pela seguinte equagao de diferengas: y(n) =
z(n) —x(n—1) 4+ 0.4y(n — 1)
(a) O filtro é recursivo ou nao recursivo. Justifique a resposta.
(

b) Qual a ordem do filtro?

¢) Determine a resposta em freqiiéncia e desenhe o espectro de am-
Determi t freqiiéncia e d h tro d
plitudes.

(d) Sendo 1 4 6 2 -1 0 a seqiiéncia aplicada na entrada do filtro,
determine a seqiiéncia de saida de y(0) até y(6).
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34.

35.

36.

37.

38.

Um filtro digital apresenta a seguinte funcao de transferéncia: H(z) =
1

1409271
(a) Desenhe o diagrama de pélos e zeros.
(b) Desenhe o médulo da fungao de transferéncia

(c) Determine a férmula de recursdo que relaciona os valores das
amostras de saida e de entrada.

(d) Determine e esboce a resposta ao impulso do filtro

Um filtro anal6gico apresenta a seguinte fungao de transferéncia: H(s) =
2

(s+1)(s+2)

(a) Utilize transformacao bilinear para converter o filtro no seu equi-
valente digital (admita T = 0.5).

(b) Encontre a equagao de recursao do filtro.

(c¢) Desenhe o médulo da resposta em freqiiéncia para ambos os filtros
e compare os resultados.

A Fig. [7.37] é um sistema utilizado para obter um filtro passa-altas a
partir de um filtro passa baixas. Mostre que se H({2) é um passa baixas
ideal com frequéncia de corte €2, entao o sistema todo serd um passa
altas ideal; e se H(2) é um passa altas ideal com frequéncia de corte
5, entao o sistema todo serd um passa baixas ideal e determine sua
frequéncia de corte.

x(t) _ +
H(©2) y(t)

Figura 7.37: Figura referente ao exercicio [36]

N

Projete um filtro digital IIR de primeira ordem, com caracteristica de
Butterworth e frequéncia de corte w, = 0.37.

Projete um filtro digital passa-baixas com caracteristica de Butterworth
que satisfaca as seguintes especificagoes:

(a) Banda de passagem: 0 - 1 kHz e atenuagao méxima de 1 dB.
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(b) Banda de atenuagao: a partir de 3 kHz com atenuacao minima de
20 dB.

(c) Freqiiéncia de amostragem: 10 kHz.
39. Repita o exercicio anterior utilizando caracteristica de Chebyshev.

40. Projete um filtro FIR passa-baixas utilizando o método por janelas que
satisfaca as seguintes especificagoes:

(a) Frequéncia da banda de passagem: 1.5 kHz

(b)

(c)
)

(d) Frequéncia de amostragem: 10 kHz

Largura da banda de transi¢ao: 0.5 kHz
Atenuacgao na banda de atenuagao: > 50 dB

41. Projete um filtro FIR passa-baixas, com f, = 0.4(w, = 0.87) utilizando
janela de Hamming e M = 9.

42. Determine a resposta de amplitude e de fase de um filtro FIR causal
3
cuja fun¢do de transferéncia é dada por: H(z) = > h(m)z~" em que:
0
h(m) = h(M —m)M =3

43. Projete um filtro FIR passa-baixas, com fase linear e ordem 14, pelo
método de amostragem em freqiiéncia, que aproxima a caracteristica
de frequéncia dada na Fig. [7.38] Desenhe o médulo da funcao de
transferéncia.

Hi(k)
1 -~ o o 1, k=0,123

H,(k)={T=04 k=4
| SO e 0. k=56

Figura 7.38: Figura referente ao exercicio 43|
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