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APRESENTACAO!

Esta publicacdo resulta da experiéncia de alguns anos de
trabalho do autor no ensino das disciplinas relativas ao tema
‘Resisténcia dos Materiais’ ©para cursos de graduacgdo em
engenharia da Escola de Engenharia de S&o Carlos, EESC/USP.

Fundamentalmente sdo notas de aulas que foram revistas e
compiladas, procurando-se expressar o entendimento do autor
sobre o assunto, segundo uma abordagem propositadamente de
forte contetdo conceitual.

A publicacdo foi concebida originalmente como instrumento
de leitura e estudo complementar por parte dos alunos, pois
contém os tépicos apresentados em sala de aula abordados com
maior grau de profundidade. Entretanto, entende-se que o texto
também possa estar acessivel para leitura isolada, independente
do acompanhamento das aulas. Para viabilizar essa alternativa,
procurou-se 1ilustrar os conceitos tedricos com exercicios
detalhadamente resolvidos.

A seqliéncia dos assuntos é essencialmente aquela seguida
pelo autor gquando responsavel pela disciplina anual de sigla
SET-401, dedicada ao curso de Engenharia Civil. Tal sequéncia
foi proposta no inicio de 1996 a partir de uma reavaliacdo do
contetildo da disciplina a época, entdo ministrada em conjunto
com o Professor Jodo Carlos Barreiro. A principal motivacéo
para a nova construcdo conceitual foi a intensdo de reunir os
modelos mecédnicos associados as solicitagdes por forga normal,
flexdo e torcao, numa estrutura metodoldgica comum de
abordagem. Essa estrutura pressupde a apresentacdo de cada um
dos assuntos na seguinte ordem: discussdo do modelo cinematico
do campo de deslocamentos, determinacdo do campo de deformacdes
compativeis, caracterizacdo do campo de tensdes consistente com

o modelo constitutivo e verificacdo do equilibrio.

! Esta apresentacido reproduz em parte a apresentacido do texto original

elaborado para as apostilas do curso de ‘Resisténcia dos Materiais’.



A proposta metodoldgica é, por assim dizer, uma heranca
cientifica do autor, que foi a ele transmitida pelos
ensinamentos do Professor Raul A. Feijdéo, do Laboratédrio
Nacional de Computacgdo Cientifica (LNCC), por ocasido de cursos
14 frequentados e, sobretudo pelos bons tempos em que o autor
pdde desfrutar de sua co-orientacéo no trabalho de
doutoramento.

Se a redacédo, em si, pretendeu ser original, sob um ponto
de vista mais amplo o texto resultante ndo o é completamente,
pois em alguns casos foram adotadas formas de apresentacdo e
exercicios originalmente propostas por outros colegas de
Departamento que ministraram, ou ainda ministram, as
disciplinas de Resisténcia dos Materiais!"’. Cabe, portanto, o
reconhecimento de que aquelas formas e exercicios possuem um
contetdo conceitual ou diddtico muito importante, dos quais o
autor decidiu ndo prescindir para dar lugar a uma suposta
originalidade que certamente levaria a um texto menos didético.

A fonte de inspiragdo para o rigorismo conceitual que se
procurou adotar neste texto é o livro ‘Introducdo a Resisténcia
dos Materiais’, de autoria do Professor Frederico Schiel,
Professor Catedréatico gque marcou a histéria do entédo
Departamento de Estruturas da EESC desde a sua fundacdo até
meados dos anos setenta. Além da leitura daquele 1livro,
recomendam-se outros textos sobre Resisténcia dos Materiais
indicados na lista bibliografica sugerida ao final do texto, os
quais séo, sem duvida, mais didédticos e nunca menos conceituais
do que este trabalho.

E importante destacar que o passo inicial na direcdo da
construcdo deste texto foi dado com a colaboracdo do Professor
Jorge Munaiar Neto, na época aluno de pds—-graduacdo da &area de
Engenharia de Estruturas e participante do programa PAE. O
Professor Munaiar assistiu a todas as aulas do curso, oferecido
dentro do novo enfoque, pela primeira vez, em 1996, realizando

anotacdes que nos anos seguintes passaram por revisdes

*
® Recentemente essas disciplinas passaram a ser chamadas: “Mecdnica dos Soélidos”.



sucessivas por este autor, conduzindo a forma ora proposta para
o texto.

Ndo h& como deixar de mencionar, com grande destaque, a
fundamental contribuicd&o para este trabalho do Professor Jodo
Carlos Barreiro, hoje aposentado, com gquem o autor pbdde
aprofundar seus conhecimentos sobre o assunto a partir das
intmeras discussdes, sobre aspectos conceituais e de ensino,
realizadas nas varias oportunidades em que puderam dividir a
mesma disciplina. Ao amigo e mestre Barreiro o autor gostaria
de dedicar este trabalho.

Um Ultimo e especial agradecimento registra-se para o
Professor Walter Savassi, ndo sb6 pela cuidadosa leitura, e
valiosas sugestdes formuladas, das apostilas que geraram esta
obra, mas, sobretudo, porque tem sido para o autor, ao longo de
varios anos, desde os tempos de sua orientacdo no trabalho de
doutoramento, um exemplo de conduta profissional.

Finalmente, observa-se que essa versdo poderia ainda ser
mais bem revista, simplificada em algumas partes e, sem duvida,
enriquecida, por exemplo, com tdépicos complementares relativos
a Mecédnica dos Materiais e Estruturas. Esse trabalho, no
entanto, fica postergado para uma prodéxima edicdo deste texto.
Conclui-se, portanto, que ndo se trata de uma obra completa e
acabada, mas uma fotografia de sua atual etapa de

desenvolvimento.

O autor.

Sdo Carlos, janeiro de 2001.



1 SOLICITAGCAO POR FORGCA NORMAL

1.1 Introdugcdo: continuidade do meio e os conceitos de
deformacdo e de tensdo

Uma hipdétese fundamental em todo o estudo que se
desenvolverd neste e nos outros capitulos, é a de que os
s6lidos s&do idealizados como meios continuos. A continuidade
implica na desconsideracdo de defeitos iniciais ou vazios
internos do material, de modo que cada um de seus volumes
elementares é totalmente preenchido por uma quantidade
elementar de massa.

Essa hipdétese se Jjustifica tendo-se em vista a escala
macroscdépica na qual normalmente s&o observados os materiais e
se realizam os estudos e aplicagdes em engenharia. Em tal
escala ndo se leva em conta a estrutura molecular da matéria e,
em razdo disso, também ndo sdo consideradas as forcas internas
de natureza intermolecular que existem no meio em seu estado
natural.

Uma primeira conseqiiéncia importante da hipdtese de
continuidade é que se pode fazer referéncia a pontos do meio,
denominados pontos materiais, associando-se a eles um conjunto
de coordenadas; outra ¢é que se podem empregar funcgdes
matemadticas para realizar a descricdo das transformacdes que o
corpo venha a sofrer.

Por exemplo: considere-se o corpo objeto de estudo
ocupando, num certo instante de tempo, uma regido do espaco
tridimensional. Escolhendo-se, nesse espag¢o, um ponto para
origem de um referencial cartesiano fixo e também um sistema de
coordenadas (cartesiano ou curvilineo, de acordo com a
conveniéncia), cada um dos pontos materiais passa a ser
individualizado por uma tripla de coordenadas e o seu lugar
geométrico constitui o que se denomina por configuracdo. Nessas
condigdes, eventuais transformacgdes que levem a uma mudanca de
configuracdo poderdo ser descritas por funcgdes matemdticas que

representam os deslocamentos sofridos e que tem como variaveis
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livres as coordenadas dos pontos. Tais fung¢des sdo consideradas
continuas para dgue se mantenha consisténcia com a proépria
hipdétese de continuidade.

Desenvolvendo-se, por enquanto, uma analise de carater
geral, admita-se que o corpo, ocupando certa configuracéo
inicial, ou de referéncia, de volume V e superficie lateral S,
venha a ser submetido a acdes externas classificadas em forcas
por unidade de volume (representativas do peso prdéprio, por
exemplo) e forcas por unidade de superficie (representativas de
forcas de contato com outros corpos, por exemplo)”). As acdes
externas provocam uma transformacdo, ou mudanca na configuracéo
de referéncia (v.fig.1l.1l), a qual é definida como deformagdo
sempre que o0s deslocamentos sofridos por pontos inicialmente

vizinhos impliquem em variagdo na sua posigdo relativa.

configuragao
inicial

z
,/T— configuragéao
y deformada

X

Figura 1.1 - Mudanca na configuracdo de referéncia

E exatamente a caracterizacdo da deformacdo pela variacédo
de posicdo relativa entre pontos vizinhos que d&d ao seu estudo
um cardter local. Assim sendo, é usual se falar em estudo das
deformacdes, fazendo-se referéncia as transformacdes ocorridas
nas vizinhancas de pontos do corpo.

Note-se que as agdes externas descritas sdo uma causa
mecdnica da deformacdo; porém, deformacdes podem ser provocadas
por efeitos ndo mecénicos, como uma variacdo de temperatura.

Admitindo-se, entdo, que o sbélido tenha sofrido um

processo de deformacdo e gque se apresente ainda como um meio

* . < . z . ~
()As forgas concentradas, por agirem numa drea multo pequena da superficie, sdo
consideradas aplicadas num ponto e constituem idealizacdo as vezes util.
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continuo na nova configuracdo, ¢é de se supor dgue passem a
existir esforcos internos com intensidades e distribuicd&o no
volume tais que se mantenha a coesdo entre as partes,
impedindo-se, portanto, rupturas internas. Assim, ¢é natural
concluir que a acdo de forcas externas produz deformacdo e
esta, por sua vez, tem correspondéncia com o aparecimento de
esforcos internos.

Outro aspecto importante a salientar, nessa analise
preliminar, é que se por um lado espera-se que a intensidade
dos esforcos internos varie <com o nivel de deformacéo,
caracterizando-se, portanto, uma relacdo direta entre eles, por
outro lado, essa relacéao deve necessariamente envolver
propriedades do meio que constitui o corpo. De fato, um mesmo
nivel de deformacdo pode produzir esforgcos internos com

intensidades diferentes de material para material.

A descricdo e determinacdo dos campos”)

de deslocamentos,
deformacdes e esforcos internos (e da relacdo entre eles) em
meios sbélidos deformaveis constituem objeto da Mecdnica do
Continuo. Nesse ambito, a Resisténcia dos Materiais ocupa-se do
estudo e modelagem, com hipdéteses mais restritivas, dos
fendbmenos de deformacdo e do estabelecimento de critérios de
ruptura para diferentes materiais.

Considere-se, agora, O corpo numa situacdo deformada e
estaticamente equilibrada (com resultante nula das forcas
externas) representado, de modo genérico, na figura 1.2. Com o
objetivo de 'visualizar' as forcas internas, admita-se que o
corpo seja formado por um arranjo de partes, cada uma das quais
formando um sistema em equilibrio se consideradas as forcas

externas e internas que lhes correspondem.

Por simplificacdo, imagine-se que o corpo seja formado por

* ~
()Por campo entendem-se fun¢des que assumem valores em pontos do corpo, tendo suas
coordenadas como varidveis independentes.
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duas partes unidas através de um plano [I, e que uma delas

tenha sido isolada (v.fig.1l.2b).

Figura 1.2 - Forgcas de interacdo entre partes do corpo

A andlise do equilibrio dessa parte permite concluir pela
existéncia de forcgas internas (indicadas no diagrama de corpo
livre, representado na figura 1.2b, por setas que representam o
efeito da parte retirada sobre a parte isolada através da secéo
A contida no plano []). Isto é: a acdo das forcas externas que
atuam na parte isolada ¢é contrabalancada por forcas gque se
distribuem na secdo A.

As forcas internas atuam ponto a ponto e sua distribuicgédo
na secdo é, em principio, variadvel e desconhecida. Assim sendo,
¢ mais conveniente proceder a sua caracterizacdo formal
tomando-se uma porc¢cdo muito pequena de A.

Assim, numa area elementar AA contida no plano da secéao,

e definida em torno de um ponto O genérico, pode-se representar

um vetor de forca cujo valor AF é igual ao valor da resultante
das forcas internas atuantes naquela drea elementar
(v.fig.1l.2c); a relacdo AF/AA define um valor de forca interna
média.

Dada a continuidade do meio é valido imaginar um processo
limite no qual AA possa diminuir tendendo ao ponto O. Outra
hipétese fundamental consiste em admitir gue nesse limite a

relacdo AF/AA assuma um valor finito; tal valor ¢é denominado
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tensdo total no ponto O. A relacdo matemdtica que representa a

definicdo de tensdo é, entdo, a seguinte:

p=lim AF/AA (1.1)

AA—>0

De outro modo, o mesmo procedimento pode ser aplicado
considerando-se diretamente o vetor da resultante das forcgas
internas na area AA e ndo o seu valor. Nesse caso, o resultado
do processo limite é um vetor de tenséo.

Nota-se que a tensdo ¢é aqui entendida como a medida do
vetor de tensdo, tendo dimensdo de forca por unidade de area. E
importante observar, também, que o vetor de tensdo e sua medida
possuem um cardter local, pois sdo associados a um ponto;
entretanto, mesmo fixada wuma posig¢do, ndo sdo constantes,
podendo mudar em diregcdo e valor se outro plano for
considerado.

Portanto, de uma maneira geral, a tensdo é uma funcdo do
ponto e do plano que passe por ele (usualmente individualizado
pela inclinacdo do seu versor normal) .

Voltando ao ponto O, adotando-se um sistema de referéncia
cartesiano triortogonal e dextrorso, de tal modo que dois dos
seus eixos, x e y, por exemplo, estejam sobre o plano [l e o

terceiro perpendicular a ele, o vetor de tensdo pode ser

decomposto numa componente normal a secdo e em duas outras

contidas no seu plano (v.fig.1.3).
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Figura 1.3 - Componentes do vetor de tensdo

A componente normal tem medida aqui representada por o, e
recebe a denominacdo de tensdo normal, onde o indice z é

adotado para indicar o eixo de referéncia ao qual a componente

é paralela. As componentes no plano tém intensidades
representadas por Tyx e Tzys sendo denominadas tensdes
tangenciais ou cisalhantes. O duplo indice, nesse caso, indica
gque o0s correspondentes vetores estdo contidos num plano cuja
normal estd alinhada com o eixo z e direcionados com 0s eixos x
ou vy.

Fazendo-se uso de uma representacdo matemdtica, em notacédo
vetorial o vetor tenséo (p””) associado ao plano de normal n
pode ser escrito na forma:

PV =0, e +1, 0+ 1,06,
onde e;, e, e e3 sdo versores nas direcdes de z, y e X,
respectivamente.

Novamente ¢é importante notar que imaginando o corpo

seccionado no ponto O por outro plano inclinado em relacdo a

[I, o vetor de tensdo pode variar de direcdo e, portanto,
também as medidas das suas componentes terdo provavelmente
outros valores.

Em resumo, o termo tensdo aplica-se tanto a medida do
vetor de tensdo como as suas componentes, sendo que estas, de
acordo com suas caracteristicas, sdo adjetivadas como normal ou
de cisalhamento. Por outro lado, diz-se que o estado de tensdo
num ponto fica conhecido se puderem ser determinadas as
componentes de tensdo segundo qualgquer plano que passe por ele.
Em particular, é importante identificar aquele plano segundo o
qual vai atuar a madxima tensdo normal ou entdo a maxima tenséo

de cisalhamento.
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A importdncia do estudo e estimativa das tensdes normais e
tangenciais estd no fato de que os materiais de uso na pratica
exibem uma resisténcia limitada as suas intensidades, em forma
individualizada ou mesmo combinadas. Ultrapassados certos
limites, observa-se, experimentalmente, que os materiais mudam
de comportamento iniciando-se, por exemplo, um processo local
de plastificacdo ou mesmo de ruptura. Assim, torna-se
necessario estabelecer critérios de admissibilidade dos niveis
de tensdo, prevenindo-se de possiveis mudancas do regime de
comportamento.

No que segue, por conveniéncia e sem prejuizo de aspectos
conceituais, a andlise tridimensional sera abandonada, pois nas
situagcdes que serdo estudadas, tanto o corpo, em funcdo de
simplificacdes de sua geometria, como as forgcas externas estdo
contidos num Unico plano. Apesar dessa simplificacdo, com
suficiente precisdo muitos casos realis podem ser com ela
abordados.

No &mbito da andlise plana, a situacdo mais simples na
qual é possivel desenvolver o estudo das tensdes, deformacdes e
de suas relacdes, é aquela das barras de eixo reto, submetidas
a forcas axiais centradas como, por exemplo, as barras de

trelicas.

1.2 Estudo das barras submetidas a forca normal

1.2.1 Hipdtese cinematica

Considere-se uma barra prismatica, assim denominada por
apresentar geometria caracterizada por uma sec¢do transversal com
area A invariavel ao longo do seu comprimento L. Vale também
ressaltar que nas barras em geral, as dimensdes da secgdo
transversal sdo pequenas em relagdo ao comprimento.

Na configuracdo inicial o eixo estd disposto na vertical,
sendo vinculado numa das extremidades por um apoio fixo e livre

na outra. Nessa configuracdo aplica-se, na extremidade livre,
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uma forca externa F de tracdo axial, conforme ilustra a figura

1.4a.

[
t
-+
t
.
|
t
L
AL 1
i ! L1 i
P Fi F
Figura 1.4 - a) Barra submetida a forgca axial; b) Hipdétese
cinematica,; c) Perturbacbées localizadas

Em primeiro lugar, deve-se considerar que a acdo da forca
F provoca deformacdo, uma vez que os pontos da barra se deslocam
alterando-se suas posigdes relativas iniciais. Para caracterizar

de modo simples a deformacdo resultante, parte-se de uma

hipétese sobre o campo de deslocamentos, dita  hipdtese
cinemdtica.
Uma hipdétese cineméatica plausivel afirma que os

deslocamentos sofridos sdo tais que o eixo da barra continua
reto e as seg¢bes transversais inicialmente planas permanecem
planas e ortogonais ao eixo deformado (v.fig.l.4b, onde as
linhas transversais indicam posicgdes genéricas de secdes
transversais) .

Essa hipdbétese tem, de fato, comprovacdo experimental,
observando-se distorcdes apenas nas secdes proéximas das
extremidades da barra, aonde se d& a aplicacdo da forcga
concentrada e se realiza a vinculacdo externa (v.fig.l.4c).

O 1inconveniente, causado pela natureza concentrada da
forca aplicada, pode ser contornado admitindo-se a validade do
Principio de Saint-Venant. Tal principio afirma que perturbacdes

provocadas por forgas concentradas, ou restrigdes vinculares,
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sdo de natureza localizada e ndo se propagam para o interior do
meio; ao longo da maior parte da barra, tudo se passa como se a
forca concentrada estivesse sendo aplicada com distribuicéo
uniforme sobre a secédo. Assim sendo, no estudo em
desenvolvimento desconsideram-se as perturbagbdes de contorno, e

a hipdétese cinemdtica adotada aplica-se para toda a barra.

1.2.2 Estudo das deformacdes: relacdes deformacdo-deslocamento

De acordo com a hipdétese cinemédtica, a barra pode sofrer
um alongamento, no caso de estar sendo solicitada a tracdo, ou
um encurtamento se a solicitacdo for de compressdo. Em qualquer
caso as seg¢des transversals inicialmente planas devem permanecer
planas.

Mas a deformacdo pode produzir efeitos também na direcéo
transversal ao eixo da barra. De fato, gquando o material que a
compde tem resposta eldstica, ou seja, as deformacdes séo
totalmente reversiveis num processo de descarregamento, tal
efeito se caracteriza por encurtamentos ou alongamentos
transversais concomitantes, respectivamente, aos alongamentos ou
encurtamentos longitudinais.

E importante observar que a hipdétese cinemadtica adotada
diz respeito exclusivamente ao campo de deslocamentos, de modo
totalmente independente da resposta do material. Assim sendo, a
variacdo simulténea das dimensdes transversais da Dbarra,
decorrente de uma propriedade elastica do material, podem ser
incorporadas a anadlise sem que aquela hipdbdtese seja violada.

A figura 1.5 ilustra uma deformagcdo coerente com a
hipdétese cinemdtica; comparam-se as configuracdes inicial e

atual da barra.
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Figura 1.5 Barra deformada e o campo vetorial de deslocamentos

No sentido de dar uma representacdo matemadtica a hipdtese
cinemdtica, ¢é conveniente introduzir um sistema de referéncia
cujos eixos x e y coincidem com as diregdes do eixo da barra e
ortogonal a ele, tendo ainda origem na sua extremidade fixa.

Nesse sistema a hipbdtese cinemdtica fica representada
matematicamente pelo vetor deslocamento, no plano, de um ponto
qualguer pertencente a configuracdo inicial. Tal vetor deve ter
componentes segundo as direcbdes do eixo e perpendicular a ele,
respectivamente com valores u e v (v.fig.1l.5). A componente u
decorre do alongamento ou encurtamento na direcdo longitudinal,
enquanto a componente v resulta do efeito da deformacdo na
direcdo transversal.

Sendo e; e e, versores nas diregdes dos eixos x e vy,
respectivamente, o vetor do campo de deslocamentos pode ser

escrito na forma:

d(x,y)=u(x)e, +v(y)e, (1.2)

Nota-se que o vetor d estd representado como uma funcéo
tanto de x como de y, uma vez gue pode variar de ponto para

ponto da barra.
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Procurando-se descrever, numa primeira etapa, somente o
alongamento longitudinal, considere-se um elemento infinitesimal
de barra de comprimento dx 7).

Na configuracdo deformada esse elemento passa a ter um
acréscimo de comprimento Adx. Esse acréscimo de comprimento

resulta da variacdo do campo de deslocamentos axiais, conforme

ilustra a figura 1.6.

a) b)
- ML Z
bx
| T y
~[~ u
e dx ! I
L| e |
: i —_ - |
| , dx+Adx
u+du /gx dx|
T —— T ¥ X

L
%

>
{}F
Figura 1.6 - Relagcdo deslocamento-deformagcdo axial

Observando-se a figura 1.6b, e j& cancelando a parcela

comum u, segue que:

dx+Adx:dx+a—udx (1.3)
OX

O quociente entre a variagcdo de comprimento e O
comprimento inicial do elemento, isto é, entre Adx e dx, é
denominado deformacdo longitudinal especifica ou medida linear

da deformacdo:
Exy =—— (1.4)

Combinando-se as (1.3) e (1.4), e observando-se da (1.2)

%
()A consideracdo do elemento infinitesimal empresta generalidade a andlise, podendo-
se considerar uma variag¢do continua qualquer do campo de deslocamentos.
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que U=U(X), resultam:

5= —u(x)
d x (1.5 a,b)

dx+4 dx=dx(1 +¢,)

A (1.5a) exprime uma relacdo direta entre deformacéo

longitudinal e o deslocamento axial; a (1.5b), mostra que
conhecido ¢, pode-se determinar o comprimento final do elemento.

Neste caso em estudo, como todos os pontos pertencentes a
certa secdo transversal possuem o mesmo deslocamento axial,
conhecido o campo de deformagdes longitudinais ao longo do eixo
é possivel determinar a variacdo de comprimento total da barra

pela seguinte integracéo:
L L
AL=[ Adx=[ ¢, dx (1.6)

Quanto a deformagdo transversal responsdvel pelos efeitos
de encurtamento ou alongamento na direcdo ortogonal ao eixo,
pode-se chegar a uma medida linear para ela procedendo-se de
forma anadloga, considerando-se, agora, um elemento de
comprimento dy.

Sendo, no caso v a componente de interesse do

deslocamento, Ady a variacdo do comprimento inicial do elemento

Ad
e & a deformacdo transversal especifica definida por gyz—zrz,
y
valem as relacdes:
g_dv
y dy
(1.7)

dy+Ady=dy(1 +gy)

Deve-se ressaltar que os elementos infinitesimais de barra
até agora considerados possuem lados paralelos aos eixos de
referéncia.

Entretanto, tomando-se um elemento retangular de lados dx’



21

e dy’ inclinados com relacdo aqueles eixos, o estudo da
deformacdo apresenta um cardter mais geral, que sera brevemente
descrito no gue segue e retomado oportunamente no capitulo das
deformacdes.

Considere-se uma porcdo quadrangular de barra com lados
paralelos aos eixos X e y, obtidos mediante uma rotacdo a
partir dos eixos iniciais de referéncia x e y, conforme indicado

na figura 1.7.

Y A
/ N\
/ \
/ \
/ \
/ \
Y / \ .
/ c o\
/ B \
/ \
\
/
/ \
c X
( A B / »
ody'NSdx
\ A /
\ /
\ /
\ /
\ 7
N\

Figura 1.7 - Deformagdo de um elemento de lados inclinados com
relacdo ao eixo da barra

Nessa porcdao destacam-se o0s segmentos AB e KC_, de
comprimentos dx’ e dy’, respectivamente, posicionados sobre os
eixos de referéncia na situacdo inicial e que passam as posigdes
A'B’ e A'C' na situacado deformada.

Na figura 1.8 ilustra-se a relacgdo entre as componentes de
deformacdo e as componentes do campo de deslocamentos segundo as

direcdes inclinadas. Nota-se que, agora, u'=u'(x,y) e v =v(x,y).

Tomando-se inicialmente a direcdo de AB como referéncia,
pode-se definir uma deformacdo especifica a ela associada pela

seguinte relacdo:
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g =B AP (1.8)

—

,, OV’
v 2=ay’
oy’
A
ﬂ
> a'U’ »
dy’ v+ oz dx

Figura 1.8 - Configuragdo Deslocada ou Deformada

Empregando-se a geometria indicada na figura 1.8, pelo

teorema de Pitdgoras o segmento A'B’ resulta:

A'B \/(1+—) +(ﬂ)2 dx’ (1.9)

No entanto, é razoadvel admitir que o giro sofrido pelo
segmento AB seja pequeno ), de modo que o comprimento A'B’
resulta praticamente igual a sua projecdo no eixo x’. Nessas

condicdes segue que:

!

ou’
!

ped
o]
Il

! (1+

(1.10)

e, portanto,

) arctg[(ov/ox')/dx (1+0u'/ ox')] < 5°
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ax'(1+ M) - dx
ox

o’

‘ = 1.11
X dx’ ox' (L1

Fazendo-se uso dos mesmos argumentos, pode-se definir a

deformacdo especifica associada a direcdo de KCS, obtendo-se a

seguinte relacdo:

dy'(1+—")-dy’

&gy~ ’ -

avl
ay!

(1.12)

H4, finalmente, uma terceira medida, denominada distorcdo
angular, que vem completar a caracterizacdo da deformacdo local

e tem o significado de wvariacdo do &angulo inicialmente reto

entre as direcdes AB e AC.

Com os elementos da figura 1.8 e considerando-se que na
hipdtese de giros pequenos a tangente do arco se confunde com o
seno e com o proéprio arco, tal medida (em radianos) pode ser

expressa na seguinte forma:

o

= 4 1.13)
x oy (

7'

As (1.11), (1.12) e (1.13) compdem as relacdes deformacdo-
deslocamento no regime de pequenas deformacdes.

Por convencgdo, as deformacdes especificas longitudinais
sdo positivas quando a elas correspondem acréscimos de
comprimento (AL>0); a distorcdo angular é positiva quando a ela

corresponde uma diminuicdo do angulo inicialmente reto.

1.2.3 Determinacdo das tensdes: relacdes de equilibrio

Passando, entdo, a uma andlise do efeito do carregamento

externo em termos de esforcos gerados internamente, nota-se que
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em qualquer secdo obtida por um corte segundo um plano ortogonal
ao eixo, haverd um esforgo normal N de valor constante e igual a
forca aplicada F; o diagrama de forca normal ilustra a sua

distribuicdo ao longo do comprimento da barra (v.fig.1l.9a).

a) b) c) d) e)
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Figura 1.9 - Tensbées segundo diferentes planos definidos num
ponto da barra tracionada

Observando-se, por outro lado, o equilibrio um segmento de
barra obtido por uma secdo ortogonal ao eixo, em posicdo
qualquer a partir da extremidade livre da barra, a resultante
de uma distribuicdo de tensdes normais existentes em cada um
dos pontos da secdo transversal (v.fig.1.9b), define um esforco

normal matematicamente definido pela seguinte relacédo:

N=]o, dA (1.14)
A

Em coeréncia com o modelo de deformacdo admitido para a
barra, conclui-se que as tensdes normais possuem  uma
distribuicdo constante ao longo da secdo, de modo gue, nessas
condicdes, a relacdo (1.14) fornece:

N=0oc, A (1.15)

X

Como o carregamento externo produz na seg¢dao uma forcga

normal com intensidade igual a F, segue dai uma relacdo para o
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cdlculo da tensdo normal num ponto qualgquer da barra, segundo um

plano ortogonal ao eixo:

(1.16)

X

>| T

N
o- = — =
A

A (l1.1l¢6) ¢é, de fato, uma relacdo de equilibrio, pois
mostra que a resultante das tensdes (o,A) deve ser igual a
forca externa aplicada F.

O sinal da tensdo o, é convencionado positivo gquando a

X
acdo da forca normal aplicada for de tracdo sobre a barra e
negativo quando a forga normal for de compresséo.

Observa-se, também, que coerentemente com o mesmo modelo
de deformacdo, ndo existem tensdes de cisalhamento nos pontos da
secdo em questdo; sua existéncia somente poderia ser justificada
se houvesse tendéncia ao escorregamento relativo horizontal
entre as partes da barra adjacentes ao plano da secéo.

Por outro lado, com relacd&o a outra secdo genérica, agora
de &area A,, obtida por um plano inclinado em relacdo ao eixo da
barra, o esforco normal passa a ter componentes segundo direcdes
normal e paralela ao plano (v.fig.1.9c).

Analogamente ao desenvolvimento anterior, as componentes
do esforco normal podem ser definidas como resultantes das
tensdes normal e de cisalhamento; conseqglentemente, em cada um

dos pontos da secdo haverd um vetor de tensdo, de direcdo axial

e valor pg, que se decompdbe numa componente normal Oy € numa de

cisalhamento 14 (v.fig.1.9d). Valem, portanto, as seguintes
relacdes:
N=[p,dA,
A()(
Ncosa = [o, dA, (1.17a,b,c)
Ay

Nsena = jra dA,
A
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Tendo-se em vista que a relacdo entre as Aareas até agora

A
definidas no estudo pode ser colocada na forma: A,=——, as

COSx

(1.17) fornecem expressdes para o cadlculo das componentes de

tensdo no ponto, segundo um plano qualquer, em funcdo do wvalor
da tensdao normal o,, determinada diretamente pela (1.16), e do

dngulo de inclinacdo do plano com relacdo a horizontal.

Assim sendo resultam:

_ Ncosa _
p.= =0, C05¢
COSox
o'a:NCOSOCT:O'X cos’ o (1.18a,b,c)

cosa
7= N sena =0, Senacosa

H4, a rigor, neste caso, uma convencdo de sinal a ser

definida. Notando-se que o angulo o adotado como referéncia e
indicado na figura 1.9%a, é também igual ao &dngulo entre a normal
ao plano e o eixo da barra, convenciona-se que este seré
positivo guando marcado, em sentido anti-horario, do eixo para a

normal. Assim sendo, de um modo geral, as componentes de tenséao
terdo seus sinais definidos em funcdo do sinal da tensdo o e do

adngulo .

Resta introduzir, contudo, outra convencdo, que ¢ aquela
que permite representar numa figura, sobre o traco do plano
considerado, os sentidos das componentes de tensdo uma vez
conhecidos seus valores e sinais.

Quanto a componente de tensdo normal a regra €& simples: se
for de tracdo (com sinal positivo) seu vetor representativo
saird do plano; enquanto que se for de compressdo (sinal
negativo), tal vetor apontard para o plano.

No caso das componentes de cisalhamento é necessario ter
em vista um sistema cartesiano dextrorso local e levar em conta

o sentido positivo da tensdo normal.
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O sistema local é obtido a partir de um sistema global
classico, formado por eixos x na horizontal e y na vertical,
fazendo-se girar o eixo y de modo a coincidir com a direcdo da
normal ao plano considerado.

Observando-se, entdo, o sentido do vetor da tensdo normal
de tracdo previamente marcado na figura com relacdo ao traco do
plano, ele deverd coincidir com o do eixo 1local gque lhe
corresponde (ou lhe ¢é paralelo), entdo o sentido do vetor
representativo da tensdo de cisalhamento positiva devera

coincidir com o do outro eixo, que lhe corresponde.

Figura 1.10 - Conveng¢do de sinal

Analisando-se a figura 1.10 que procura ilustrar essa
convengdo, conclui-se que a tensdo de cisalhamento positiva
percorre a secdo inclinada em sentido horario.

A parte as questdes de convencdo, diz-se que as (1.18)
permitem determinar o estado de tensdo no ponto. Observa-se, por

outro lado, que as mesmas relacdes definem fungdes continuas com

o, de maneira que ¢é possivel realizar uma pesquisa de seus

valores extremos. E imediato verificar que a=0° leva a o,,=0,,

enquanto que a tensdo normal minima tem valor nulo e é
encontrada para o = £ /2.

Os valores extremos de tensdo normal sdo chamados de
tensdes principais e o0s planos correspondentes de planos
principais. Nota-se que segundo os planos principais as tensdes

de cisalhamento sdo nulas.
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J& a busca por valores extremos da tensdo de cisalhamento

faz uso da primeira derivada da (1.18c):

dr
—% =g cos’a -0, sen’«a
a (1.19)

=0, C0S2«x

A relacdo anterior se anula para a=z7z/4 ou * 45", valores

que definem inclinac¢des das normais aos planos de maximo ou

minimo cisalhamento; substituindo-se esses valores na (1.18c¢)

o
resultam: 7, Z_E_e Toin =——=

Desde Jja vale a pena adiantar o seguinte comentario: em
termos fisicos o mais importante é o valor em mbédulo da tensédo
de cisalhamento, uma vez que se admite que a resisténcia ou
resposta que os materiais exibem a essa solicitacdo independe do
seu sentido. Essa simetria de resposta ndo se verifica no caso
das tensdes normais, havendo materiais, como por exemplo, O
concreto, que se mostram menos resistentes a tracdo que a
compressao o),

Outra andlise 1interessante decorre da determinacdo das
componentes de tensdo segundo um plano ortogonal aquele definido
por a. Esse plano estéd indicado na figura 1.9e) pelo angulo B e,
segundo ele, as componentes de tensdo podem ser calculadas pelas

relacdes:

Pp :NC—XSﬂ:o-X cos (1.20)

aﬂzNCOSﬂ#=GX cos’ B (1.21)
cos 3

7, =Nseng =0, senpcosf (1.22)

*
()As hipdéteses sobre a resposta dos materiais serdo discutidas oportunamente.
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Nota-se que de acordo com a convencdo adotada para o

angulo, 75 acabara tendo sinal negativo.

Lembrando que a e P sdo adngulos complementares, segue que
cosa =senff e, portanto, conclui-se que segundo planos ortogonais
as tensdes de cisalhamento s&o iguais em moédulo.

A figura seguinte ilustra simultaneamente as componentes
de tensdo segundo cada um dos lados dos dois planos ortogonais
considerados, tendo seus sentidos marcados, considerando-se os

seus sinais, de acordo com a convencdo anteriormente definida.

Osen acos o O sen

2
Ocos o

2
Osen<a Osen ocos « UOOSZ(X

Figura 1.11 - Tensbes segundo planos inclinados com relagcdo ao
eixo e ortogonais entre si

A situacdo anterior tem correspondéncia com a deformacdo

ilustrada na figura 1.7.

1.2.4 Estudo das relacdes constitutivas tensdo-deformacdo em

regime elédstico

Como Jj& comentado anteriormente, as relacgdes tensédo-
deformacdo devem, necessariamente, envolver ©pardmetros que
permitam particularizd-las de acordo com as caracteristicas do
meio em estudo, uma vez que um mesmo nivel de deformacdo pode

gerar tensdes com 1intensidades diferentes de material para
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material. Por essa razdo as relacdes tensdo-deformacdo sé&o
denominadas relacbdes constitutivas.

E de interesse que as relacdes constitutivas sejam dadas
por expressdes matemdticas simples, que envolvam um numero
pequeno de paradmetros e que, ainda, sejam representativas do
comportamento real. Isto é possivel adotando-se determinadas
restricdes, ou limitacdes, sobre os campos de deformacdo e de
tensao.

Assim, diz-se, por exemplo, que o meio tem comportamento
eldstico se as deformacdes forem totalmente reversiveils num
ciclo de carregamento-descarregamento. A resposta dita eldstica-
linear ¢é ainda mais simples e implica numa relacdo de
proporcionalidade entre tensdo e deformacgdo.

No caso em estudo, da barra submetida a tracdo uniaxial, a

relacdo que exprime um comportamento eldstico-linear do material

envolve a deformacdo especifica longitudinal ¢, e a tenséo

X

normal o,, podendo ser colocada na forma:

o = 9x (1.23)

onde E é uma constante que caracteriza o material, denominada
modulo de elasticidade longitudinal.

A relacdo anterior constitui a representacdo da chamada
Lei de Hooke e possui um carater local, uma vez que &, e O, Sdo

medidas associadas a um ponto do meio segundo um plano ortogonal
ao eixo da barra.

Uma observacdo importante é que de fato a maioria dos
materiais de uso na pratica de engenharia exibe uma resposta
elastica-linear, pelo menos em correspondéncia a niveis mais
baixos de solicitacédo.

Mantendo-se nos limites do comportamento elédstico-linear,

um aspecto importante a observar é que a relacdo entre as
deformacdes especificas, longitudinal (¢&,) e transversal (ey),

também pode ser colocada em termos proporcionais, envolvendo
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outra constante do material denominada coeficiente de Poisson.
Levando-se em conta que no regime de comportamento em
consideracéo tais deformacdes especificas possuem sinais
contrarios (ao alongamento numa direcdo corresponde encurtamento

na outra), a relacdo entre elas resulta:

o, (1.24)

ondev é o coeficiente de Poisson.

Neste ponto é oportuno comentar um aspecto de natureza
mais geral que serd retomado no capitulo das relacdes
constitutivas elasticas.

Tendo-se em vista que num ponto da barra segundo o sistema

de referéncia x', v', indicado na figura 1.11, existem

componentes de tensao oy, Oy, Tyy € componentes de deformacao

& &y € JYyy, as relagbes constitutivas sdo mais complexas e

X7 y
podem ser escritas, em parte, observando-se uma superposicdo de

efeitos.

Assim, por exemplo, ¢&, resulta tanto por efeito direto de

o, quanto indireto de o

X da mesma forma pode-se pensar com

y 7

respeito a deformacdo ¢&,. Uma simplificacdo importante resulta

y
se o material apresentar isotropia, isto é: as mesmas
propriedades segundo quaisquer diregdes tomadas no ponto; nesse

caso, as relacdes entre tensdao e deformacdao envolverdo somente

as mesmas constantes E e V.
Ainda fazendo-se uso da hipdétese de isotropia, a relacéo

entre 7 e 0t ¢ 1ndependente daquelas ue envolvem as
Xy

X'y’
componentes de tensdo normal e deformacdo linear. Para essa
relacdo também se estabelece uma proporcionalidade valida sempre
que o material se apresente em regime eldstico-linear.
Finalmente, as relacdes constitutivas podem ser escritas

na forma:
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1
ey =—[oy-vo,]
ey =—loy,-vo,]
Txryr
Yxy = (1.25 a,b,c)
G
E , . , L
onde G=—— é denominado moédulo de elasticidade
2(1+v)

transversal'!”.

A independéncia das relagdes anteriores pode ser
interpretada do seguinte modo: as tensdes normais ndo provocam
distorgcdes ou deformacdes angulares e, por outro lado, as
tensdes de cisalhamento n&do provocam deformacdes lineares. Diz-

se, ainda, que as distorcdes estdo associadas a variacdes de
forma dos elementos e as deformacdes lineares (& a variacbes de

volume.

1.2.5 O problema de andlise estrutural e a identificacéo

paramétrica

Voltando a questdo da barra submetida a carregamento axial
e vinculacdo ambos conhecidos, o chamado problema de andlise
estrutural consiste em determinar os campos de deslocamento,
deformacdo e de tensdo em qualquer um de seus pontos.

Tendo-se em vista que esse problema pode ser formulado em
campo unidimensional, devido a hipdtese cinemdtica e ao regime
de comportamento elédstico-linear adotados, a sua resposta pode
ser encontrada a ©partir da combinacdo das relagdes de
compatibilidade (1.5a), equilibrio (1.14) e constitutiva
(1.23).

Dessa forma, combinando-se as relac¢des de compatibilidade

e constitutiva, resultam:

(*)A dedugdo dessa relagdo serd feita no capitulo sobre modelos constitutivos.
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g, =U(x) —> o,=Eg =EU(X) (1.26)
: du(x) . . i
onde u(X):——a——. Introduzindo-se, a relagdo de equilibrio,
X
segue que:
N=[o, dA=Eu'[dA=EUA (1.27)
A A
w=N_F (1.28a)
EA EA

que ¢é a equacdo diferencial fundamental do problema, com
condicdo de contorno expressa no deslocamento u.
Por outro lado, considerando-se a definicdo dada a &, pela

(1.4), a (1.28a) fornece uma relacdo para a determinacdo direta

do acréscimo de comprimento da barra. De fato:

Adx _ N (1.28b)
dx. EA
L
e denotando-se AI_:jzidX, resulta
0
5N N L
AL=[_—dx=—— (1.29a)
o EA EA
N

lembrando gque no caso particular em estudo, a relacdo se

EA
mantém constante ao longo do comprimento da barra.

Alids, a ultima expressdo tem analogia formal com um
resultado conhecido da mecénica. Trata-se do deslocamento do
ponto de aplicacdo de uma forgca N numa mola com constante de
rigidez c¢. Denotando-se por 4L tal deslocamento, a expressdo

N .
para calculd-lo é: AL=— . No caso em estudo, a barra poderia
C
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ser interpretada como uma mola de rigidez Cc=——, de onde

resultaria a relacdo (1.29a).

Voltando a anédlise da barra, combinando-se a (1.29a)

e (1.28b), segue uma forma particular para o calculo de ¢g,:

A dx N AL
(= = = (1.29b)
dx EA L

&

A (1.29b) sugere que a identificacdo de valores para o
médulo de elasticidade longitudinal pode ser feita em
laboratério, ensaiando-se barras a tracdo uniaxial controlada e
medindo-se, simultaneamente, valores de N e AL.

Nessa experimentacdo, a forca é aplicada em etapas; tomam-
se, entdo, medidas dos diferentes niveis de forca de tracéo
aplicada e das correspondentes variagdes de comprimento da
barra. Dividindo-se essas medidas, respectivamente, pelos
valores iniciais da &area da secdo transversal e do comprimento,
determinam-se as tensdes normais e deformacdes especificas
longitudinais em cada etapa.

Os pares de valores de tensdo-deformacdo assim obtidos
podem ser colocados em grafico, resultando wuma curva Jque
representa a resposta do material. Teoricamente, o valor da
tangente na origem & curva obtida define o valor de E®.

A figura 1.12 dilustra o procedimento de identificacgéo
comentado para o caso do ago doce, observando-se que a maioria
dos materiais apresenta um trecho inicial reto caracteristico
do comportamento elastico-linear.

No caso ilustrado, o trecho linear é limitado por um valor
de tensdo normal dito tensdo de proporcionalidade (o),
enquanto que todo o regime elédstico (que pode envolver uma parte
ndo-linear) é limitado pela tensdo de escoamento (o,). A partir

desse limite segue um regime de resposta elasto-plastica,

%
()Em alguns materiais como o concreto a determinacdo de E segue norma especifica
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caracterizado pelo aparecimento de deformacdes irrecuperaveis

(¢?), que constituem parte da deformacdo total e que podem ser

identificadas ao final de um ciclo de carregamento-

descarregamento.

Figura 1.12 - Representacdo esquematica do resultado do ensaio
de tracdo no ag¢o doce

Nota-se, ainda, que no ambito da resposta elasto-pléastica
ilustrada, o material apresenta um regime dito elasto-pldstico
perfeito no qual hé& um acréscimo das deformagdes mantendo-se
constante o nivel de tensdo normal, e um regime elasto-pldstico
com encruamento no qual o acréscimo de deformacdo se da& com
acréscimo de tensdo. A intensidade méxima de tensdo suportada
pelo material é denominada, por convencdo, tensdo de ruptura
(or) -

Finalmente, observa-se que a integracdo da (1.28a) pode
contemplar uma situacdo de N/EA varidvel. No entanto, com esse
propdésito, é também possivel generalizar a (1.28a) para uma
forma que considere tal variacdo. Assim, reescrevendo-se a

(1.28a) como:

N(x)=EA(x)u'(x) (1.30)

Por derivacdo da relacdo anterior resulta:
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d—N:EA(x)u”(x)+u’(x)i(EA) (1.31)
dx dx

A (1.31) é a forma mais geral da relagdo de equilibrio,

sendo as condicdes de contorno impostas sobre u e Uu'.

Exemplo 1: Considere-se uma barra prismatica (de secao
transversal constante), fixa numa extremidade e livre na outra,
sujeita a uma forca concentrada de tracdo (F) na extremidade
livre (v.fig.1.13). Admitindo-se que o seu material apresente um

trecho de resposta elastica-linear limitado por uma tensdo de
proporcionalidade obzzlokNlcmz, determinar:

a) O valor da forgca maxima gque se pode aplicar de modo que a
resposta da barra permaneca eladstica-linear;

b) O deslocamento axial na extremidade livre para a forcga
maxima.

Dados complementares: E = 20000 kN/cm?; A = 2 em’; L = 200

b
yc,ul

area A &

a

v o

Figura 1.13 - Barra prismatica tracionada

a-) Determinag¢do de Fpy

Tendo-se em vista que se trata de um sistema isostético,
por equilibrio conclui-se que ao longo de seu comprimento a

barra estd submetida a uma forca normal constante de wvalor F.
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Assim sendo, em qualgquer um de seus pontos a tensdo normal na

direcdo axial é determinada por:

>| T

O valor méximo para a forgca aplicada resulta da condicéo

de gque a tensdo normal ndo exceda o valor de proporcionalidade:
—<10 > F<10.2 .. Fmnax=20kN

b-) Determinacdo de u(L)

A integracgdo da equacdo diferencial (1.28a) fornece uma

expressao geral para o campo de deslocamentos:
F x
U(X):a“LCl
Impondo-se, entdo, a condicdo de contorno, obtém-se:
F x
p/ u0)=0 - Cc;=0 > u(x)=§

Finalmente o valor do deslocamento procurado resulta:

20.200 _

p/ x=200cm — u(200)= ———=
20000.2

0,1cm

Exemplo 2: Trata-se de uma barra prismatica sujeita a uma forca
axial distribuida wuniformemente ao 1longo de seu comprimento
(v.fig.1.14). Pede-se determinar as expressdes da méxima tensdo

normal e do deslocamento axial na extremidade livre.
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a) b) c) N(x)

q(L—x) T

\ area A dx JL y A dx

!

N(x) + dN(x)

Figura 1.14 - Barra prismatica com carga axial distribuida

a-) Determinagcdo de u(L)

A expressdo do deslocamento na extremidade livre resulta
da integracdo da equacdo diferencial (1.31), pois a forca normal
tem distribuic¢do linear ao longo do comprimento, conforme

ilustra o diagrama da figura 1.14.

Como nesse caso o produto EA é constante no comprimento,

aquela equacao resulta:

,_ 1 dN_ 1 d[g(L-%]
EA dx EA dx

EAU'==q - W(X)=-Zhx+Cy i u(x) =5 +Cxe €,

q
EA
Impondo-se as condicdes de contorno: U(0)=0 e EAU'(L)=0 as
constantes podem ser determinadas. Nota-se que a segunda
condicdo de contorno reflete o fato de que na extremidade livre
a forca normal é nula, isto é: N(L)=EAuU'(L)=0.
Finalmente, determinando-se as condic¢des de contorno, o

campo de deslocamentos fica expresso por:
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2
u(x):ﬁ_q_x
EA 2EA

e, em particular, o deslocamento na extremidade livre resulta:

qL?
u(L)= —
(L) 2EA

E  interessante observar que a carga g pode ser
interpretada como a representacdo do peso préprio da barra
prismatica, cujo valor é entdo determinado pelo produto do peso
especifico y pela area da secdo transversal A. Nessas condigdes,
pode-se exprimir o deslocamento da extremidade livre em funcgéo

do peso especifico na forma:

2

b-) Determinacdo de oy :

Empregando-se as relacgdes de compatibilidade e

constitutiva, obtém-se, de uma forma geral:

A tensdo normal maxima se obtém na secdo onde a forca

normal é também maxima. Assim, considerando-se que:

L X
u’(x):q_ LS
EA EA
conclui-se que a tensdo méxima ocorre em (x = 0). Portanto,

apds as devidas substituicdes:
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gL

Omix = ——

max A
Os dois exemplos anteriores ilustram a aplicacdo do modelo
tebdrico formulado na andlise de barras isoladas que constituem
estruturas isostédticas. Mas o modelo pode também ser estendido

aos sistemas hiperestdticos compostos por barras.

E importante observar que a resolucdo de sistemas
hiperestdticos pode ser conduzida por mais de um procedimento,
dependendo do modo como se combinam as relagdes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva.

Assim, no proéximo exemplo, numa primeira forma de
resolucdo, procede-se de acordo com os moldes anteriores, isto
é: integra-se a equacdo diferencial para a obtencdo do campo de
deslocamentos. Uma vez conhecidos os deslocamentos, determinam-
se as deformacdes, tensdes e a distribuicdo de forcas normais
nas barras.

A segunda forma de resolugcdo fundamenta-se no chamado
Processo dos Esforcos, tendo como caracteristica fundamental o
fato que as forgas normais nas barras constituem as incdgnitas
badsicas. Uma vez conhecidas essas forcas, determinam-se as

tensdes, deformacdes e deslocamentos.

Exemplo 3: Trata-se de uma barra prismadtica, com produto de
rigidez EA constante ao longo de seu comprimento L, fixa nas
suas extremidades e submetida a acdo de uma forgca axial F
aplicada no ponto médio de seu eixo (v.fig.l.15a). Pede-se

determinar a distribuicdo de forcas normais nas barras.
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p
a) b
) R,
. x,u(x)
(+)
L
F %];w
EA=cte.
_v¥Y

Figura 1.15 - Barra com extremidades fixas

A acdo da forca F produz reacdes R; e Ry, nas extremidades
vinculadas. Essas reacgdes sdo, em principio, incdgnitas, e, como
tais, para elas podem-se adotar sentidos quaisquer, que serédo
posteriormente corrigidos pela proépria resolucdo do problema.

Na verdade, em muitos casos, como este, os sentidos das
reacdes poderiam ser previamente identificados mediante uma
avaliacgéao légica da resposta esperada do sistema em
correspondéncia ao sentido da forga aplicada. No entanto, na
resolucdo que segue opta-se por adotar sentidos de tracdo sobre
a barra, como os indicados na fig.1.15a), ndo sé porque sé&o
aqueles convencionados como positivos, mas também porque nessas
condicdes os sinais que resultarem ao final dos céalculos além de
servirem para confirmar ou corrigir os sentidos adotados, também
indicardo diretamente o tipo da acdo gerada: tracdo ou
compressao.

Levando-se em conta os sentidos adotados, a barra passa a
ser submetida a uma distribuicdo de forca normal constante por
partes, de valores R; € Ry, e com um salto de valor F na secao

intermedidria, conforme ilustra a figura 1.15b.
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a) Primeiro procedimento de resolucdo:

A equacdo diferencial (1.28a) pode ser integrada, em forma
indefinida, em cada um dos trechos apresentando o0s seguintes

resultados:

ul(x)=%+c1 0<x<L/2

u2(x):RLE:+C2 L/2<x<L

onde x tem origem na extremidade superior e o0os 1indices
inferiores referem-se aos trechos da barra.
As constantes podem ser determinadas pela imposicdo das

condicdes de contorno:

p/x=0 - u(0)=0 .. C;=0

p/x=L - u,(L)=0 .. C,=—

H4, no entanto, uma terceira condicdo a ser introduzida.
Trata-se de condicgdo que impde a continuidade dos deslocamentos,
ou ainda a sua compatibilidade, em L/2. Impondo-se tal condicéao,

determina-se uma relacdo entre as reacgdes incdgnitas:

p/x=L/2 > u(L/2)=u,(L/2) - R, =-R,

A resolucdo se completa com a imposicdo da condicdo de

equilibrio global de forcas:

Assim sendo, R; tem seu sentido e acdo confirmados, uma vez
que resultou com sinal positivo; Jj& R, é na verdade uma forca de
compressdo sobre a barra.

Em conseqiiéncia dos wvalores obtidos para as reagdes, 0s

campos de deslocamentos assumem as formas:
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ul(x)=% 0<x<L/2

u2(x)=% L/2<x<L

Tomando-se a primeira derivada dos campos de deslocamentos
podem-se determinar os campos de deformacdes, de tensdes e de

forca normal, respectivamente:

gl(x):% (0<x<L/2); gz(x)z—% (L/2<x<L)
Gl(x):% (0<x<L/2); az(x):—% (L/2<x<L)
Nl(x):g (0<x<L/2); Nz(x):—% (L/2<x<L)

b) Segundo procedimento de resolugdo:

A resolucdo deste exemplo pelo Processo dos Esforcos parte
da condicédo de equilibrio global: R, —-F-R,=0.

Por essa condicdo conclui-se ser o sSistema uma vez
hiperestatico, visto que a Unica equacdo de equilibrio envolve
duas incdégnitas. A metodologia do procedimento em questédo
consiste em gerar uma equacdo relacionando as mesmas incdgnitas;
tal relacdo, combinada com a de equilibrio, permite determinar
as reacdes univocamente.

A relacdo adicional surge necessariamente de uma condicéo
de compatibilidade sobre o campo de deslocamentos. Dadas as
caracteristicas do problema em anadlise, pode-se construir a
condicdo de compatibilidade tomando-se como referéncia um dos
pontos de vinculacdo, nas extremidades, ou mesmo o ponto central
da barra.

Escolhendo-se, por exemplo, o ponto da extremidade
inferior, a condicéo de compatibilidade afirma que o)
deslocamento vertical daquele ponto deve ser nulo. A maneira de

se impor essa condigcdo é entender que o deslocamento vertical
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total é composto pela soma de uma parcela devida a forca F com
outra devida a Rpz; na verdade, R, tem intensidade tal que
provoca uma parcela de deslocamento que anula aquela devida a F.

Como estratégia de resolugdo propde-se 1imaginar gue o
ponto em tela esteja livre para se deslocar, suprimindo-se
artificialmente o wvinculo ali existente, porém mantendo-se a
forca de reacdo. Observa-se, por outro lado, que o deslocamento
do ponto, agora livre, coincide em valor com o acréscimo de
comprimento de toda a barra submetida a acdo da forca F e da
reacadao Ry.

Para o céalculo do acréscimo de comprimento da barra vale
entdo uma superposicdo de efeitos, ou seja: cada uma das

parcelas pode ser determinada pela aplicacdo direta da (1.29),
. N N
ressaltando que ela se aplica nos trechos onde a relacgao Egi se

mantém constante.

Para orientar a aplicacdo da (1.29), é 10til tracar
separadamente os diagramas de forca normal da barra submetida a
forca F e a R;, estando, é claro, a extremidade inferior livre.

O acréscimo total de comprimento da barra resulta:

AL:u(L)=i+ Rp L
2EA  EA

Impondo-se que tal deslocamento seja nulo, obtém-se a
relacdo adicional procurada.
Pela resolugcdo do sistema resultante segue, finalmente,

que:

Nas aplicacdes que seguem faz-se uso somente do Processo
dos Esforcos. Também ¢é bom enfatizar que sempre estd sendo
empregada a hipdétese de pequenos deslocamentos, em virtude das

simplificacdes que dela decorrem e que permitem encaminhar a
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resolucdo de modo mais simples. Tal hipdtese, alids, de fato se

mostra verdadeira num vasto campo de aplicag¢des praticas.

Exemplo 4: Neste caso, a estrutura hiperestatica é composta por
duas barras prismaticas com &reas de secdo transversal A; e Ay,
respectivamente, dispostas simetricamente com relacgdo a um eixo
vertical e unidas numa das extremidades (né c¢) compondo uma

trelica plana, conforme ilustrado na figura 1.16.

3 m 3 m

Figura 1.16 - Treligca Plana / N6 C vinculado

O ndé estd vinculado ao meio externo por um apoio mbével e
submetido a acdo de uma forca de direcdo vertical F. O

equilibrio do ndé c é expresso pelas seguintes relacdes:

(N;+N,)cosa =F
(N; =N, )sena =H

onde Nj, N, s&o as forcas normais nas barras e H representa a
reacdo do apoio mével.

Nota-se que as duas relacdes de equilibrio relnem trés
incégnitas, caracterizando-se um sistema uma vez hiperestatico.
E, portanto, necessdrio obter uma terceira relacdo, envolvendo
as mesmas incdgnitas, para que se possa determind-las de modo

univoco. Tal relacdo surge de uma condicdo de compatibilidade,
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que reflete o efeito da wvinculagdo que o ndé ¢ introduz no
sistema.

De fato, o deslocamento vertical do né ¢ (A.) 1impde

acréscimos de comprimentos a cada uma das barras (AL; e ALy,
respectivamente) que devem se manter unidas na situacéo
deslocada. Fazendo-se uso da hipdtese de pequenos deslocamentos,
esses acréscimos de comprimento podem ser visualizados
projetando-se o deslocamento A. na direcdo inicial de cada uma
das barras (v.fig.1l.16b).®

Vale, portanto, a seguinte relacdo de compatibilidade:

_ 4L _ 4L

A=
COSa COS«

Por outro lado, como o esforco normal em cada uma das

barras ¢é constante, o0s seus acréscimos de comprimento sé&o

determinados diretamente por:

AL = N.L AL = N, L
T EA T EA
Combinando-se, entao, essas relacdes com a de

compatibilidade resulta:

AL1:AL2 AN M:&

Al A
que fornece a terceira condigdo envolvendo N; e N,
Com a finalidade de introduzir valores numéricos,

considere-se o seguinte conjunto de dados: F = 48 kN, E = 20000

kN/cm? e A; = 2A,= 4,0 cm’. Nessas condicgdes resultam:

O a rigor a hipdtese de pequenos deslocamentos jd foi utilizada nas relagdes de
equilibrio, confundindo-se a configuracdo equilibrada com a inicial ao se tomar o

dngulo «.
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N, =2N, — (2N, +N,)cosa=F
2:i=20kN ; l:£=40kN
2,4 1,2

Seguem dai os calculos das tensdes normais em cada uma das

barras e do deslocamento vertical do nd c.

N

barral: g; = — = 10 kN/cm?

barra2 : g, = —2 =10 kN/cm?

A
N,
A,

~10.500
°20000.0,8

= 0,31cm
Deve-se observar, finalmente, que se A; = A, a reacgédo

horizontal H se anula.

Numa situacdo mais geral, o sistema de barras pode né&o
apresentar qualquer simetria e pode ser ainda de 1interesse
determinar as componentes horizontal e vertical do deslocamento
do ponto de ligacdo entre as barras, quando este ndo tiver uma
vinculacdo imposta com o meio externo. O exemplo gque segue trata
justamente da determinacdo das componentes do deslocamento num
sistema isostdtico com tais caracteristicas, enfatizando-se a

questdo da compatibilidade.

Exemplo 5: Duas barras com produtos de rigidez constantes, mas
diferentes entre si, estdo dispostas com adngulos de inclinacdo o
e B com relacdo a vertical (v.fig.1l.17). Pede-se determinar
expressdes para o calculo das componentes vertical e horizontal

do deslocamento do ponto de unido entre as barras.
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Figura 1.17 - Barras inclinadas em disposi¢do ndo simétrica

Conforme ilustra a figura 1.17, admite-se, genericamente,
que o deslocamento em questdo tenha intensidade d e se realize
segundo uma direcdo inclinada de um angulo ¥ com a vertical. As
suas componentes vertical e horizontal, v e u, supostas,

respectivamente, para a esquerda e para baixo, sdo dadas por:

v=dcosy ; u=dseny

A compatibilidade relaciona o deslocamento d com as

variagdes de comprimentos das barras (v.fig.1l.17b):
AL =dcos(a—y) ; AL,=dcos(S-y)

Desenvolvendo-se o0s cossenos das diferencas entre Aangulos
e combinando-se o conjunto de relacgdes anteriores de modo a

eliminar d, resultam:

v (AL senf—AL,sena) (AL cosf-AL,cosa)
sen(f—a) ' sen(a—p)

que sdo as relacdes procuradas.

Nota-se que as variacdes de comprimentos AL; e AL, podem
ser determinadas diretamente pelas suas relacgdes com as
respectivas forcas normais; estas, por sua vez, resultam do

equilibrio do né, considerando-se a eventual forca externa
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aplicada.

Exemplo 6: Considere-se um arranjo particular para as barras no
caso anterior, com secdes transversais A; = 6,5 cm’ e A, = 4,0
cm’, sendo dispostas de modo que o = 0° senp = 0.6 e cosPp =

0.8. O sistema estd submetido a uma forca horizontal de 50 kN,

conforme ilustra a figura 1.18a.

- O
50

4m

50 kN

Figura 1.18 - Arranjo particular de barras

Pede-se determinar as componentes do deslocamento do nd c.

Dado complementar: E = 20000 kN/cm’.

Inicialmente, do equilibrio do né, fig.1.18b, calculam-se
os esforgos normais nas barras: N; =—6667 KN, N, =834kN .

Com as forcas normais é possivel determinar as variacgdes

de comprimentos das barras:

AL1:&:—0,205cm . AL, = N L,
EA

1 2

=0521cm

As componentes procuradas do deslocamento resultam da

aplicacdo das relacdes obtidas para u e v no exemplo anterior:

AL, cos f— AL
v=AL, =-0205cm ; u= 1C°Sﬂﬁ 2 —1141cm
—sen
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sendo que o sinal negativo da componente vertical indica um

deslocamento para cima, contrario aquele que foi adotado como

positivo na deducdo das relacdes gerais. N

Exemplo 7: Num Ultimo exemplo nesse tema, considere-se uma
trelica composta por trés barras conforme ilustra a figura 1.19.
Deseja-se determinar as tensdes nas barras e as componentes do
deslocamento do nd d.

Os dados complementares sdo: F=10 kN, E = 20000 kN/cmZ,

A;=2 CWF, Ar,=4 cm’ e Asz=2 cm®.

Figura 1.19 - Trelica Plana composta por trés barras
Do equilibrio do ndé d seguem as relacdes:
N, = N,

N;cosa + N,cosa+ N; = F — 2N;cosa+ N; = F

Neste caso, observa-se gque a variagdo de comprimento da
barra 3 coincide com o deslocamento vertical do né d, que por
sua vez se relaciona com as variacdes de comprimentos das barras
1 e 2 pela relacdo de compatibilidade. Assim sendo, levando-se

em conta a disposicdo adotada para as barras do sistema resulta:
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AL + AL
AL =vy=—=1__2
3 2C0S

N3|-: 1 N,L + N.L
EA3 2E cosa AlCOSa A2c03a

Substituindo-se os dados numéricos, obtém-se:

N3—L La I R L — 1 (1+= ) 1,1719N,
2cos°a Al Al 2064

Pelas relacdes de equilibrio deduzidas, determinam-se os

valores das forcas normais:

Ni=N,=3,607kN — N3=4,227kN

As tensdes normais, segundo sec¢des dquaisquer ortogonais

aos eixos de cada uma das barras, resultam O:

o= m—18kN/cm
2

o,= ﬂ_z 1kN/cm?
2

o3= ﬂ_o 9 kN/cm?
4

Finalmente, as componentes dos deslocamentos resultam:

v=A |_3 :M: 0,042CI’T]
20000
y=A2-Ab_-0,022_ -0,018cm .0
2sena 2.0,6

® Optando-se por considerar apenas um algarismo significativo apds a virgula
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1.2.6 Efeitos de imperfeicdes iniciais e de temperatura

Existem algumas situacgcdes nas quais as barras ja
apresentam um regime de tensdes 1iniciais mesmo antes da
aplicacéao de qualquer carregamento externo. Em sistemas
hiperestaticos essas solicitag¢bes 1iniciais, entre outras
causas, podem surgir nas fases de montagem ou execucdo da
estrutura induzidas por imperfeicgdes construtivas ou variacdes
significativas de temperatura.

Na pratica as tensdes iniciais sédo normalmente
desprezadas, porém o problema ¢ gque elas se superpdem com
aquelas devidas ao carregamento externo e essa combinacgdo pode
ser desfavorédvel, levando a valores de solicitacdo interna
incompativeis com o regime de comportamento previsto somente
com a atuacdo do carregamento.

Nos exemplos gque seguem consideram-se os efeitos de

imperfeicdes iniciais e de temperatura.

Exemplo 8: Considere-se que num trecho de comprimento L deva ser

fixada wuma Dbarra prismatica de comprimento L + 0o, onde 9§
representa o acréscimo de comprimento por defeito de fabricacéo
(v.fig.1.20). Pede-se determinar as tensdes iniciais devidas a

montagem do sistema.

FA = cte.

Figura 1.20 - Barra com defeito inicial

E facil entender que na montagem do sistema a barra seré
forcada a se ajustar ao comprimento L e aplicard forcas sobre os
apoios, em razdo de sua tendéncia para retomar o comprimento

original. Em oposic&o, os vinculos aplicardo forcas de reacédo
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sobre a barra, as quais, por equilibrio, serdo iguais entre si.
Assim sendo, a barra montada estard submetida a uma distribuicédo
de forca normal constante ao longo de seu comprimento.

Para se determinar o wvalor da reacdo de apoio, emprega-se
uma condicdo de compatibilidade seguindo uma estratégia de
resolugdo tipica do Processo dos Esforcos, isto é: imagina-se
que um dos vinculos esteja livre e que a barra esteja submetida
na extremidade livre a acdo de uma forca R, cujo sentido é
adotado de tracdo sobre a barra.

A compatibilidade consiste em afirmar que a variacdo de
comprimento ALr provocada pela forca de reacdo somada com a
folga, ou defeito inicial, seja igual a =zero; ou ainda, numa
outra interpretacdo: ALrz anula a folga 9.

Como a forca normal é constante ao longo da barra e também

é suposto ser constante o produto de rigidez EA, calcula-se a

RL

variacdo de comprimento diretamente por: ALR:vEK.

Impondo-se, entdo, a condicdo de compatibilidade resulta:

ALy +6=0 — Rz—#

Nota-se que a reacdo apresenta um sinal negativo e que,
portanto, o ajuste de montagem provoca compressdo sobre a barra.
Como a forca normal interna tem valor igual ao da reacgdo
calculada, a tensao normal em qualquer ponto da barra segundo um

plano ortogonal ao seu eixo resulta:

_Eo
L

O =

que é a resposta procurada.
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Exemplo 9: Admita-se que uma barra prismatica de comprimento
inicial L, wvinculada nas suas duas extremidades por apoios

fixos, venha a ser submetida a um acréscimo de temperatura AT.

Pede-se determinar as tensdes normalis resultantes.

AT > O
R Ro

Figura 1.21 - Barra submetida a variag¢do de temperatura

Devido ao acréscimo de temperatura, a barra tendera a
sofrer uma variacdo positiva de comprimento, mas que sera
inibida pela vinculacdo: desse modo aparecem reag¢des nos apoios,
iguais entre si, conforme ilustra a figura 1.21 e,
conseqgiientemente, uma distribuicdo de forgca normal constante ao

longo da barra.

Neste caso a condicdo de compatibilidade é similar a do
exemplo anterior, isto é: imaginando-se que um dos vinculos
tenha sido liberado, a reacdo de apoio é de tal intensidade que
a variacdo de comprimento por ela provocada anula a variacdo de
comprimento devida a temperatura.

A variacdo de comprimento devida a forca de reacdo ¢é

: . , RL
determinada de forma imediata por: Alg;=—.

Para o calculo da variacdo de comprimento devida a
temperatura, ALy, emprega-se a relacdo cléssica da dilatacéao
linear: Al =al AT, onde a representa o coeficiente de dilatacéo

linear do material da barra.
Impondo-se, entdo, a condicdo de compatibilidade, obtém-

se:

ALy +AL; =0 — R=-qEAAT
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e, portanto, conclui-se que a variacdo positiva de temperatura

provoca um esforco normal de compressdo sobre a barra.

Finalmente, a tensdo normal resulta: o=-aEAT

E de se notar, em primeiro lugar, a similaridade que
existe entre os problemas da folga e da temperatura. Além
disso, ressalta-se, novamente, que dentro dos limites do regime
eldstico e dos pequenos deslocamentos, quando houver tanto
folga quanto temperatura a serem considerados, os efeitos podem
ser superpostos diretamente entre si e, posteriormente, com Os

efeitos do carregamento externo que vier a ser aplicado.

Exemplo 10: Neste caso, numa trelica plana formada por duas
barras prismaticas, de mesmos comprimentos e areas de secgdes
transversais, pretende-se incorporar, na vertical, uma terceira
barra que possuil comprimento maior do que o necessario,
conforme indica a figura 1.22a. Uma vez montado o sistema
aplica-se uma forca vertical F. Sendo A a proporcdo entre as
dreas das secdes transversals da terceira Dbarra e das
primeiras, pede-se determinar: os esforc¢cos em cada uma delas,
levando-se em conta os efeitos da montagem e do carregamento, e
o deslocamento vertical do seu ponto de unido com relacdo a

posicdo inicial.

a

\Ja

Figura 1.22 - Treli¢a plana com imperfeig¢do inicial
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Para se trabalhar com sinais positivos para os esforcos,
admite-se que na situacdo equilibrada as forcas nas barras
sejam de tracéo. Assim sendo, por equilibrio do né

(v.fig.1.22b), obtém-se as seguintes relacgdes:

N;sena —N,sena =0 ; N;cosa +N,cosa +N;—-F =0
F-N
N1=( 3)
2cosa

A compatibilidade impde uma dependéncia entre o)
deslocamento vertical do ndé e as variacdes de comprimentos das
barras (visualizadas mediante projecdo ortogonal daquele
deslocamento sobre as direcdes 1iniciais das Dbarras, v.fig.
1.22c).

A condigdo de compatibilidade se expressa na forma:

cosa

As variacdes de comprimentos das barras podem ser escritas

em funcao dos esforcos normais por:
N, L N, L
AH:——L—— eA%:—i—
(EA), cosa (EA),

Substituindo-se as relacdes acima na condicéao de
compatibilidade e combinando-se com a relacdo de equilibrio

resultam, sucessivamente:

N,L o ONL
(EA); (EA), cos?
N, (F-Nj3) &(EA), _ 1 1 F 5(EA),
— = - S Ng| =+ = -
A 2cosda L A 2cosPa) 2costa L

O deslocamento vertical do né é calculado por:
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A=AL;+0

Observa-se que a solugdo obtida contém a superposicdo dos
efeitos do defeito inicial e do carregamento, de maneira que,
se necessario, é possivel identificar as contribuig¢des de cada

um deles resolvendo-se as relacgdes anteriores com valores nulos
para F ou para 0.

No sentido de determinar valores numéricos, adotam-se para
a trelica em questdo os seguintes dados: A; = 4,0 cm’; A = 1,5;
cosa = 0,50; & = 0,10 cm; E = 20000 kN/cm’; F = 30 kN ; L = 400
cm.

Considerando-se esse conjunto de dados resultam:
N; =2143kN ; N; =857kN ; 4=01743cm
Em particular, sendo & = 0:

N; =2571kN; N; =4,29kN ;4 = AL; =0,0857cm

Sendo F = 0: Nj=-428kN; N, =428kN ;(4L;), =—0,0143cm

Entdo: A=Ag +(4L;3), +5=01743cm

Exemplo 11: Considere-se a treliga plana ilustrada na figura
1.23a, a qual ndo apresenta qualquer defeito inicial. Admita-se
que a barra central sofra um acréscimo de temperatura A4T.
Determinar o esforco normal na barra central e o deslocamento

vertical do né de 1ligacdo entre as barras adotando-se os
seqguintes valores: A; = A, = 4,0 cm’; A = Az/A; = 2,0; cosa =

0,50, AT = 27°C; E = 20000 kN/cm’; L = 400 cm e a = 1,2.107°/°C.
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AP
Figura 1.23 - Efeito de temperatura na trelica

Ao sofrer a variacdo de temperatura, devida a dilatacédo, a
barra central tenderd a aumentar seu comprimento, gue sera
restringido, em parte, pelas outras barras. Essa restricéo
parcial introduz esforcos normais nas barras da trelica.

Admitindo-se que todas as barras venham estar tracionadas
na posicdo deslocada, o equilibrio do ndé (v.fig.1.23b) fica

expresso por:

N;sena —N,sena =0 ; N;cosa +N,cosa +N; =0
N
le___;i_
2cosa
A compatibilidade se expressa da seguinte forma: o

deslocamento vertical do ndé resulta da variacdo total de
comprimento da barra vertical. Mas essa variacdo é composta por
uma parcela devida a temperatura e outra dque representa a
deformacdo elastica associada a forca normal imposta pela
restricdo das outras barras a livre dilatacéo. Nessas

condic¢cdes, observando-se a figura 1.22c resulta:
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AL,

AL, +4 L =
3 T cosa

Levando-se em conta as mesmas relacgdes entre variacdes de
comprimentos e esforcos normais nas barras, ja conhecidas, e a
relacdo que define a wvariacdo de comprimento devido a
temperatura, a combinacdo das condigcdes de equilibrio e de

compatibilidade fornece:

N 1+——1—— =—-aAT(EA
{ ] (En),

1 2costa

A=A Ly +alAT

Substituindo-se os valores numéricos resultam:
N3=—576kN : A=0,115cm N

Ressalta-se novamente a semelhanca com o exemplo da folga.
De fato o problema de temperatura pode ser interpretado como um

de folga cujo valor é determinado por: d=alLAT.

1.2.7 Barras constituidas por dois materiais

Considere-se uma barra prismatica de comprimento L,
composta por dois materiais distribuidos simetricamente na secéo
e sujeita a uma forgca F em sua extremidade livre, conforme
ilustra a figura 1.24. Cada material ocupa uma porc¢do da area da
secdo transversal, a qual estd sendo representada por uma forma
circular apenas por simplificacdo, uma vez dque, de fato, a

geometria pode ser gualquer.
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a) b)

S Aq,E, - -
J 2 !
X,

barra
rigida

|prisszsrizsssrssss.

T I

Figura 1.24 - a) barra composta de dois materiais distintos
b) condigcdo de compatibilidade equivalente a um arranjo
em paralelo

Neste tipo de barra, cada um dos materiais suporta uma
parte da carga aplicada, de modo que, numa dada secdo, a forca
normal total N é igual a soma de duas parcelas.

O problema que se coloca consiste em determinar as
parcelas do esforgco normal que cada material resiste e as
correspondentes tensdes normais.

Inicialmente, por equilibrio, wvale a seguinte relacédo:

64 NRB

onde N; e N; representam as parcelas de forca normal de cada um
dos materiais.

O problema, como se observa, resulta internamente uma vez
hiperestatico, pois existem duas incdgnitas e somente uma
equacdo de equilibrio. H&, portanto, a necessidade de se
considerar uma relacdo de compatibilidade.

A condicdo de compatibilidade, por sua vez, deriva da
aplicacdo da mesma hipdétese cinemdtica adotada para a barra
homogénea. Mesmo neste caso de secdo composta, é razoavel
admitir que a secdo transversal inicialmente plana permaneca

plana e ortogonal ao eixo apbds a deformacdo. Assim, s&o iguais

as variacdes de comprimentos AL de <cada uma das partes,
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observadas isoladamente sob as acdes de suas correspondentes
forcas normais.

Essencialmente a compatibilidade em questdo equivale a
idealizar o comportamento da barra composta como sendo ©
comportamento de um sistema de duas barras dispostas em paralelo
e ligadas entre si por outra barra indeformavel e sem peso, que
pode se deslocar mantendo-se paralela a si mesma (v.fig.1.24Db).
EFm tal situacdo a Dbarra indeformavel impde a igualdade dos
deslocamentos e a divisédo proporcional da forca normal total.

Nessas condicdes resulta que também a deformacéao

longitudinal de cada uma das barras € a mesma: €1=82=é?=—t—.

Por sua vez, as tensdes normais, expressas pelas relacles:
o,=E&g ; 0,=E,s, passam a ter uma relacdo de dependéncia em

razdo da compatibilidade. Portanto, como & =¢&,:

O; 0y
— == ou o;=nho,
E, E;
E,
onde nNn=—.

2

Voltando a condigcédo de equilibrio e considerando-se due

N, =0,A e N,=0,A,, determinam-se, por substituicdo:

ol +o,A=F — o,(nA +A,)=F

(*)

Definindo-se A; =nA; +A, como uma area ficticia resultam:
- F _F
o,=N— , 0,=—
At At

Exemplo 12: Como aplicacéao dos conceitos apresentados,

considere-se o caso pratico de um pilar em concreto armado,



62

ilustrado na figura 1.25, apresentando comprimento L=200 cm e
comprimido por uma forca axial F=1500 kN. Os materiais que
compdem o pilar sdo o concreto e o ago, este identificado na
forma de Dbarras discretas dispostas ao longo de todo o
comprimento. Respectivamente, os mbédulos de elasticidade
longitudinal do concreto e do aco sdo: Ez=21000 kN/cm’ e E.=3000
kN/cm’. O objetivo do exemplo em questdo ¢é determinar o
deslocamento vertical da extremidade livre do pilar por efeito

do carregamento aplicado, desprezando-se o peso proéprio.

L
concreto ago 2.5 em

o O
/ e} O 40 cm
O O

@]

40 cm

Figura 1.25 - Pilar em concreto armado

Os dados complementares do exemplo sdo 0s seguintes:

N=E.JE.=7 ; Aa=A =39,27cm? ; A=A, =1560,73cm?

Inicialmente a area ficticia (no caso, uma area

equivalente de concreto) resulta:

Af=Ac+NA,=1835,62¢m?

Aplicando-se diretamente as relagdes deduzidas determinam-

se os valores das tensdes normais que atuam em cada um dos

) A 4rea ficticia é uma 4rea homogénea equivalente ocupada pelo material 2.
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materiais:

o, =0,=————=-0817kNlcm* ; o, =0,=-7.0,817=-572kN/cm’

sendo que o sinal negativo é imposto pelo sentido da forca

aplicada: de compresséio.

O deslocamento da extremidade livre decorre da integracdo
da equacdo diferencial da barra, e ai se pode fazer referéncia
a gqualquer um dos materiais, uma vez gque a deformacdo é a
mesma. Tomando-se, por exemplo, a deformacdao calculada pelo

concreto segue que:

,__N FA

u'=—-= ou, como N, =
EcA As
, F F X
u = . u= + Cl
Ec Af EcAf

onde x tem origem na extremidade fixa.

A condicdo de contorno a ser imposta ¢é Jjustamente o

deslocamento nulo em x = 0, o que leva a C;=0. Finalmente,
obtém-se:
1500.200
u(200)=—————=-0,054cm

3000.1835,62

E possivel, ainda, determinar as parcelas de esforco

normal que cabem a cada um dos materiais:

N, =—-0,817. 156073 = — 1275kN
N, =—572.39,27 = — 225kN

Outra questdo de importéncia no caso das Dbarras em
material composto, e que pode ser abordada seguindo-se o mesmo
procedimento anterior, diz respeito a tensdes iniciais que

aparecem por efeito de uma variacdo de temperatura.
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Como o sistema é internamente hiperestdtico, as tensdes
iniciais podem surgir mesmo que a vinculacgdo externa ndo imponha
qualgquer restricdo a livre deformacdo da barra (como no caso de
um sistema externamente isostatico).

Seja, entdo, uma barra composta por dois materiais, com

eixo fixo numa de suas extremidades e livre na outra, que venha

a ser submetida a um acréscimo de temperatura AT. Considere-se,
ainda, que ndo haja qualquer carregamento externo aplicado e que
seja desprezado o peso prdéprio da barra.

Cada um dos materiais possui um coeficiente de dilatacédo
térmica caracteristico e, portanto, tende a ter uma resposta, em
termos de dilatacdo, diferente entre si. Acontece qgque ambos os
materiais estdo, por hipdtese, perfeitamente ligados e devem se
deformar em conjunto. Assim, cada um deles impde uma restricdo a
livre dilatacéao do outro e, consequentemente, aparecem
internamente esforcos normais associados a essa restricéo.

As forcas normais que se desenvolvem em cada um dos
materiais devem verificar a condigcdoc de equilibrio gue, neste

caso de auséncia de forca externa aplicada, se resume a:

II\J‘12+J§2:O ou : N,=-N,
N
Por outro lado, admitindo-se que a condicéo de
compatibilidade permaneca a mesma, vale escrever que:
& =€ —S—AL
1 2 L

H4 neste ponto um aspecto que deve ser ressaltado: as
deformacdes indicadas no paragrafo anterior s&o as deformacgdes
totais de cada uma das partes da barra. Mas a deformacdo total
de cada parte é composta de uma parcela devida a variacdo de
temperatura e de outra, dita eldstica, devida ao esfor¢co normal.

E importante notar que a lei de Hooke estabelece uma
relacdo linear entre a tensdo normal e a parcela elastica da

deformacdo total; assim sendo, valem as relacdes:
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N N
— AT+~ &, =, AT +—2—
&, a, + (EA)l &, a, + (EA)2

Igualando-se essas relacdes devido a compatibilidade, e

combinando-se com a condicgdo de equilibrio resulta:

Nl[ L L ):(az—al)AT

+
(EA), (EA),

Definindo-se, entdo, um produto de rigidez ficticio e um

coeficiente de dilatacdo térmica ficticio por:

1 1 1
(EA).  (EA) (EA),

segue que: N;=(EA) a AT e N, =-N;.
As tensdes normais em cada um dos materiais podem, entéo,
N, N
A A

ser calculadas por: o= e o,

Exemplo 13: Para uma barra composta por ago e latdo, com
comprimento de 50 cm, determinar as forcas e tensdes normais em
cada material devidas a uma variacdo positiva de temperatura AT
= 20°C. A 4rea de secdo transversal ocupada pelo aco (A;) é de

37,1 cm’ e a area ocupada pelo latdo (Az) é de 7,07 cm’.
Dados relativos ao aco: E; = 21000 kN/cm’ ; a; = 12.10°%/°C .

Dados relativos ao latdo: E, = 10500 kN/cm’ ; Oy = 19.10°%/% .

Aplicando-se diretamente as relacgdes deduzidas, obtém-se:

(EA). =67778kN ; a. =70.10°/°C
N, =949kN ; N, =-949kN
o, =0255kN/cm? ; o, =-134kN/cm?
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1.2.8 Barras em regime elasto-plastico perfeito

Em todo o estudo até agora desenvolvido, admitiu-se que o
material apresenta uma resposta do tipo elastico linear isto é :
com proporcionalidade entre tensdo e deformag¢do e auséncia de
deformacdes residuais num ciclo carregamento-descarregamento.

Entretanto, muitos materiais possuem uma significativa
resisténcia para além do regime eladstico. Essa reserva de
resisténcia fora dos 1limites do regime eldstico decorre do
encruamento que o material pode sofrer devido a sua grande
deformabilidade e ao aparecimento de deformacdes permanentes.

Modelos de comportamento de materiais que permitem levar em
conta a capacidade adicional de resisténcia e o aparecimento de
deformacdes permanentes s&o denominados de elasto-plasticos e a
hipbétese fundamental neles inserida é que a deformacdo total é
composta de uma parcela recuperavel e outra parcela permanente.

Uma vantagem adicional dos modelos elasto-pléasticos é que
permitam estimar a maxima capacidade de carregamento de
estruturas. Sistemas estruturais constituidos por esses
materiais possuem, de fato, certa capacidade adicional de
suporte de carga, totalmente desconsiderada nos céalculos em
regime elédstico. Entretanto, como uma compensacdo do fato de
permitirem descrever o comportamento estrutural em regime ndo-
linear, os modelos elasto-plasticos sd&o conceitualmente mais
complexos e levam a andlises mais laboriosas, gque quase sempre
exigem o emprego de técnicas aproximadas de resolucgéo.

Obviamente tais modelos nédo serdo tratados neste texto,
porém, mantendo-se dentro dos limites do curso, ¢é possivel
abordar versdes menos complexas, que proporcionam andlises
simplificadas, mas gque ilustram convenientemente alguns aspectos
de interesse do comportamento estrutural em regime ndo-linear.

Um modelo de resposta idealizada ndo-linear do material,
que serve para um estudo preliminar, é o chamado elasto-

plastico perfeito, nos quais se consideram as deformacgdes
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permanentes, porém desconsidera-se o encruamento por elas
provocado.

Segundo este modelo, o material apresenta um regime
inicial eldstico-linear que se estende até um limite
caracterizado por uma tensdo de escoamento o., a partir do qual
ndo mais se admitem acréscimos de tensdo e as deformacdes
evoluem indefinidamente.

A figura 1.26 ilustra a resposta em gquestdo a partir de um
diagrama tensdo-deformacdo para uma barra submetida a tracgédo

uniaxial.

oA

L

@ Oc F—— —
F /|

ST ga=e
|
|
|
(0 \

.
R o €

Figura 1.26 - Barra em regime elastoplastico perfeito

Neste modelo de comportamento sdo importantes duas outras
caracteristicas que se revelam uma vez atingido o patamar de
escoamento. Em primeiro lugar, realizando-se um descarregamento
a partir de um nivel de deformacdo arbitrario, a trajetdria de
descarregamento segue uma reta com inclinacdo paralela aquela
do regime elédstico inicial; em segundo lugar, aparece uma
deformacdo permanente, dita plastica, gque pode ser avaliada
completando-se o descarregamento até o nivel zero de tenséo.

Assim sendo, na resposta elasto-plastica a deformacédo

total ¢ é composta de uma parcela eldstica &%, recuperavel, e de

p

outra plastica &" ou irrecuperavel.
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Este tipo de resposta idealizada, apesar de simplificada,
aplica-se aos materiais com grande capacidade de deformacdo e
serve para simular, em particular, o comportamento dos acgos
estruturais ditos doces; para tais tipos de materiais, o valor
da tensdo de escoamento pode ser identificado em laboratdério num

ensaio de tracdo uniaxial.

Exemplo 13: Neste exemplo, o material que compde as barras da

trelica plana apresenta um comportamento elasto-plastico

perfeito, como ilustra a figura 1.27.

IR A

Figura 1.27- Treligca plana formada por barras com comportamento
elasto-plastico

Pede-se determinar a resposta da estrutura para um ciclo
de carga F.

Até determinado nivel de carregamento todas as barras se
mantém em regime eldstico-linear. Portanto, até esse nivel, vale
um mesmo tipo de andlise como a desenvolvida no exemplo 10,
considerando-se folga nula, obviamente. Assim sendo, impondo-se
equilibrio e compatibilidade, as forcas normais nas barras se

relacionam com a forca F aplicada pelas seguintes relacdes:

£+ 1 — F . _(F_NZ)
A 2cosa) 2cosPa 2CoSa

N,

onde N; e N, referem-se as forcas normais nas barras inclinada e
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vertical, respectivamente; A é o valor do quociente entre as
Areas das secdes transversails das barras vertical e inclinada.
Considerando-se os dados do exemplo, indicados na figura
F .\ _8F

1.27, obtém-se: N;=— ; N, .
9 9

Portanto a barra mais solicitada é a vertical, e ela

, ~ . *
entrard em escoamento quando a tensdo normal igualar o. 7/, ou
ainda, quando a forga normal atingir o seguinte valor:

N2 :8?F:Ge.2A.

Sendo A = 4 cn?, pela expressédo de N, conclui-se que o
valor da carga correspondente ao limite do comportamento
elastico da estrutura é: K =90,.

Nesse nivel de carregamento, a forgca normal nas barras
inclinadas, em valor numérico, resulta de: N; =0, .

Além disso, o deslocamento vertical do ponto de aplicacéo
da carga é determinado por:

N,L oL

de=al =E0A=&

Aumentando-se o valor do carregamento, a tensdo na barra
vertical, pelo modelo constitutivo, se mantém constante e, por
conseqiiéncia, o mesmo acontece com a forgca normal. Nessas
condicdes, a condicdo de equilibrio passa a ser expressa na

forma:

F=2cosaN; +o,2A

O carregamento pode continuar aumentando até as barras

inclinadas entrarem em escoamento, isto é, quando as respectivas
forcas normais atingirem o valor oc-A. Assim, a maxima carga Jque

O sistema admite pode ser calculada por:

*
® Faz-se referéncia, naturalmente, a tensdo normal medida segundo um plano
ortogonal ao eixo da barra; como a forga normal é constante, a tensdo tem o mesmo
valor em todos os pontos da barra.
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Fimn =0 2A(1+cosa) =12 o,

E possivel, ainda, determinar o deslocamento do ponto de
aplicacdo da carga no instante em que ela atinge o valor limite,
considerando-se que até este limite as Dbarras inclinadas

respondem elasticamente:

AL, N,L _ d, 4oL
cosa EAcosla cos’ a E

Outro aspecto interessante de ser analisado neste exemplo
é€ a resposta final do sistema apds um descarregamento total;
para isto imagina-se a aplicacdo de uma forca de compressdo de
valor -12 0. exatamente contrédria ao valor da carga limite.

A resposta da estrutura ao descarregamento ¢é puramente
eldstica, pois esta é uma caracteristica do modelo elasto-

pléstico. Assim sendo, as forcas normais nas barras resultam:

1 1 F
N, —+ = — N, =-10670
2(2« 2003305} 2c0s’ @ ? )

F-N
N, =M — N;=-1330,
2C0sa
As forcas normais das barras nas etapas de carregamento e
de descarregamento se superpdem, de modo que ao final do ciclo

resultam:

N,=267c, ; N,=-2670,

Isto significa que no sistema descarregado as barras
apresentam tensdes normais ndo nulas, 1isto é: a plastificagdo
também proporciona o aparecimento de tensdes residuais.

Finalmente, o deslocamento do ponto de aplicacdo da carga

na etapa de descarregamento pode ser calculado por:



N, L
E2A

=-133

o.L
E
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que é a parcela recuperavel do deslocamento total. A parcela

irrecuperavel, ou permanente, resulta entéo:

o.L o.L o.L

di =4,0

-133

A resposta

do

=267

sistema

esté

ilustrada

na

figura

1.28,

reunindo-se os diagramas de carga contra deslocamento do nd e

de tensdo-deformacdo na barra vertical para e ciclo
carregamento e descarregamento.
ola E
~ (v.)
124
/1
/|
/o
1,0 T-—— - Cl Y S

RO N
n

[N

J

i O

-0,33

Figura 1.28 - Resposta da barra inclinada e global do sistema

Exemplo 14: O material das barras da trelica indicada na figura

1.29%9a segue o diagrama "tensdo x deformacdo", ilustrado através

da figura 1.29b. A carga F aplicada cresce linearmente de 0

(zero) até 44 kN e depois decresce até -19 kN. Pede-se

representar a resposta da estrutura num grafico forca aplicada

contra deslocamento do seu ponto de aplicacédo, "F x vp'", para os
intervalos de carga (0 a 44 kN) e (44 kN a —-19 kN).
Dados complementares: A; = 4 cm2, A, = 16 cm2, Az = 12 cm2, E =

10000 kN/cm’, a 200 cm e cosa 0,5.
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o (kN/cm?)
A

a)

p e 10

N1

N> N3
c) K d) \ a
’ QM) H ALy

d=AL2
v

Figura 1.29 - Trelica plana em regime elasto-plastico

Nota-se que o grau de hiperestaticidade da estrutura é
igual a dois. Portanto, para a determinacdo dos esforcos nas
barras, além das equacdes de equilibrio serdo também necessarias
duas condicgdes de compatibilidade entre o deslocamento do né D e
as variacgdes de comprimentos das barras.

O equilibrio das componentes verticais das forcas no ndé D,

v.fig.1.29c, fornece:
(N; + Nj3)cosa+ N, = F

Por outro lado, v. fig.1.29d, o deslocamento do ponto D se

relaciona com as variacdes de comprimentos das barras por

d=AL, ; AL =AL, =dcosa
AL =AL, =AL, cosa
Portanto, segue dque, nos limites do regime eléstico

linear, valem as relacdes:
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Ni( o)
1
cosa” — Nod.,. . N1 _ Ns

EA]_ EA2 EA]_ EA3

Substituindo-se os valores conhecidos de a, o, A;, A, e As,

obtém-se:

N3=3N; ; N»=16N;

Combinando-se as relag¢des anteriores com a de equilibrio,

obtém-se os valores dos esforcos normais nas barras:

F F F
- =16 — =3—
Ni=7g  N2=207g  NsTo7g

Essas expressdes sdo validas para uma forca F tal que as
tensdes resultantes nas barras n&o ultrapassem o valor limite de
proporcionalidade de 2 kN/cm’.

Observando-se que a barra vertical é a primeira a atingir
o limite elastico, pode-se determinar o valor da forca aplicada

correspondente a esse limite por:

=18N2218.2.16 Y E—36kN
16 16

F

Para esse nivel de forca aplicada, os correspondentes
valores de forcas normais e tensdes solicitantes nas barras da

trelica sédo:
N, =N, =2kN ; N, =32kN ; o, =0, =05kN/cm? ; o, =2kN/cm? .
O deslocamento vertical do né pode ser calculado por

compatibilidade considerando-se, indiferentemente, as variacgdes

de comprimentos de cada uma das barras. Dessa forma resulta:

32.200
vp=A4L, = ———=004cm
b 10000.16
Em seguida, ao crescer o valor do carregamento até F = 44

kN, a barra vertical estard submetida a um nivel constante de
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forca normal igual a 32 kN; portanto, todo o acréscimo de
carregamento deverd ser suportado pelas barras inclinadas.

Naturalmente, a barra vertical sofrerd um acréscimo de
comprimento imposto pela compatibilidade com as wvariacgdes
eldsticas de comprimentos das Dbarras inclinadas e com ©
deslocamento do nd D.

Procurando-se, entdo, determinar a resposta do sistema ao
incremento de carregamento, valem as seguintes relacgdes de

equilibrio e compatibilidade:

(Ri1+R3)cosa=AF ; ALf=A413

onde AL;® e AL;® sdo as variacdes adicionais de comprimentos das
barras inclinadas, enquanto que R; e R3 sdo 0s correspondentes
incrementos de forca normal.

Admitindo-se a hipdétese de que as Dbarras inclinadas
permanecam em regime elastico linear, a condigédo de

compatibilidade em combinacdo com a lei de Hooke fornece:

Das expressdes anteriores segue que: Rj;= 4 kN e R3= 12 KkN.
Assim sendo, as forcas e tensdes normais acumuladas nas barras

até o nivel de F = 44 kN assumem 0S seguintes valores:

N, =6KN; N; =18KN ; N, =32kN ; o, =05 =15kN/cm? ; o, = 2kN/ cm?

Deve-se ressaltar que as tensdes nas barras AD e CD nao
atingiram o limite de proporcionalidade, e, portanto, permanecem
em regime elédstico linear, comprovando-se a hipdétese adotada
sobre suas respostas ao acréscimo de carga.

Para o atual nivel de carregamento, o deslocamento
vertical do ndé D pode ser calculado por compatibilidade a partir

da variacdo de comprimento da barra AD:

_6.400 _ AL, _006 _
17 10000.4 cosa 05
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Observa-se que o deslocamento vertical total do né D é
composto de uma parcela elastica DD'=0,04 cm, correspondente ao
nivel carregamento F=36 kN, e de uma parcela pléstica D'D''=0,08
cm, correspondente ao nivel F=44 kN (v.fig.1.30a).

Durante o descarregamento de 44 kN até o nivel zero e
posteriormente prosseguindo com um carregamento negativo até -19
kN o sistema responde elasticamente. Portanto, nessa nova etapa,

as forcas normais nas barras podem ser calculadas por:

F F F
- =16 — =3
Ni=7g  N2=207g  Ns=o7g

entendendo-se F como uma forca negativa de intensidade crescente
de zero a —-63 kN. Obviamente que para compor a resposta global
do sistema, os resultados desta etapa se somam aqueles da etapa
anterior.

Essa nova etapa apresenta um resultado intermedidrio
interessante. Para uma forca de -36 kN, que corresponde a um
nivel total acumulado de 8 kN, os valores acumulados das forcas
normais nas barras sdo : N;=4 kN, N3=12 kN e N,=0. Portanto, a
barra vertical fica descarregada.

Para um nivel de forcga na etapa de -63 kN, que corresponde
a um carregamento total de -19 kN, os valores de forcas e

tensdes normais finais acumuladas nas barras resultam:

N, =25kN; N, =—24kN ; N, =7 5kN ; o, =3 =0625kN/cm? ; o, =—15kN/cm?

O deslocamento final do ponto D pode ser calculado de duas
maneiras.

Na primeira, leva-se em conta o fato de que a barra
inclinada AD, por exemplo, se mantém em regime eladstico durante
toda a trajetdéria de carregamento. Nessas condicdes, basta
empregar a condigdo de compatibilidade com o seu acréscimo de

comprimento:
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= 25800 _ g osem oy = AL 20025500
10000.4 cosa 05

ALy

A segunda maneira consiste em adicionar algebricamente ao
deslocamento correspondente ao nivel de forca aplicada de 44 kN,
a parcela eléastica da etapa de carregamento negativo até o nivel
acumulado de -19  kN. Essa parcela pode ser calculada
considerando-se diretamente a variacdo elastica de comprimento

da barra central:

56.200

-———=005cm
10000.16

Vp =0,12

Na figura 1.30 apresentam-se 0s diagramas carga-
deslocamento e tensdo-deformacdo da barra vertical, para a

trajetdéria completa de carga (0 até 44 kN ; 44 kN até -19 kN).
F (kN) O (kN/cm?)
A

44 - - s e o

3% -
20 F-—-—— |

Figura 1.30- Resposta global do sistema e da barra vertical
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2 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DAS SECOES

Apesar do contetdo deste capitulo ter relacdo direta com o
estudo das estruturas de Dbarras em flexdo, todos os conceitos
serdo apresentados num contexto puramente geométrico.

Com respeito a nomenclatura adotada, nota-se que algumas
definic¢cdes, como centro de gravidade e momento de inércia, aqui
apresentadas envolvendo integrais sobre &reas, também aparecem
com essa mesma denominacdo na mecédnica, porém considerando-se
integrais na massa distribuida no volume do corpo. A situacéo
aqui estudada tem caracteristicas bastante particulares em
relacdo aquela da mecédnica, pois se trata de uma andlise no
plano, sem qualquer referéncia a massa. De qualquer modo, o
centro de gravidade no contexto geométrico, ou melhor,
denominado centroide, ©pode ser assimilado como o centro de
massa, no sentido fisico, nas situagdes em gque houver uma
distribuicdo homogénea de massa associada a area da figura

plana.
2.1 Momento estdtico e o centro de gravidade de figuras planas

Considere-se uma figura de 4&rea S e forma genérica,
definida no plano Y-Z. Nessa area, 1identifica-se um elemento
infinitesimal dS por suas coordenadas em relagdo ao sistema de

eixos de referéncia adotado no plano (v.fig.2.1).

A
|

Figura 2.1 - Seg¢do com geometria qualquer no plano
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O momento estatico da &rea S em relacdo ao eixo Y é

definido pela seguinte integral:

Mg, =[zdS (2.1)
y S

Analogamente, o momento estatico da &area S em relacdo ao

eixo Z é dado por:

Mg, =[yds (2.2)
S

O momento estdtico é, essencialmente, o produto de uma
4rea por uma distdncia (sua unidade é m’, cm’, etc) e pode
apresentar sinal positivo ou negativo, dependendo da posicdo da
figura em relacdo aos eixos de referéncia.

O centro de gravidade ¢é definido como o ponto do plano da

figura cujas coordenadas satisfazem as seguintes relacgdes:

Mg =[ydS=yS (2.3 a,b)
S

O momento estadtico de uma A&rea com relacdo a um eixo de
simetria, se houver, ¢é nulo. Nessas condigdes, pelas (2.3)
conclui-se que o centro de gravidade estd localizado sobre o
eixo de simetria da figura. Havendo dois ou mais eixos de
simetria, o centro de gravidade estard sobre o centro de
simetria.

Por outro lado, se a origem do sistema coincidir com o
c.g., entdo Z=yYy=0 e, também pelas (2.3), conclui-se que o
centro de gravidade pode ser definido como o ponto em relacéo
ao qual o momento estatico da figura é nulo por qualquer eixo

que passe por ele.
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Exemplo 1: Para a secdo indicada na figura 2.2, determinar o
momento estdtico em relagdo ao eixo Z e a ordenada Y do centro

de gravidade.

Figura 2.2 - Segdo transversal de forma triangular

Para o célculo do momento estadtico, deve-se realizar a
integracgdo indicada na relacdo (2.2).

Neste caso, é possivel realizar a integragdo na A&area, por
meio de uma integracdo dupla. Opera-se primeiro segundo 2z, no
intervalo 0-b’ fixando-se a coordenada y; em seguida, integra-se

segundo y no intervalo 0O-h. Desse modo, também tomando partido

b

da geometria triangular, que fornece a proporcao b(y)zi;y, a

dupla integracédo resulta:

hb' hb b 2
[s yds=[[ydzdy :j—yzdy:—h
00 Oh 3

A ordenada do centro de gravidade segue pela (2.2b):

_ bh? _bh 2
Mg =[ydS=yS —» —=y— .
g 3 2 3
De modo absolutamente analogo, pode-se determinar a
coordenada Z do centro de gravidade. Nesse caso, porém, a

integracdo referente ao momento estadtico em relacdo ao eixo y

passa a ser dada por:
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jzdS szzdy jzzy dy—b?h

Existem algumas figuras geométricas cuja A&rea pode ser

decomposta em areas de geometria mais simples (v.fig.2.3).

Figura 2.3 - Area de geometria composta

Nesses casos, a integral sobre toda a Aarea, que define o
momento estédtico, pode ser dividida na soma de integrais sobre

as areas componentes:

Mg, —jde [ydS+ jde+K+ jde

S1 S2 Sn

=[zdS= [zdS+ [zdS+K + [zdS (2.4 a,b)
S S1 S2 Sn

Por outro lado, para a area total valem as relacdes:

Mg =[zdS=ZS e Mg =[ydS=YS (2.5 a,b)
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onde, agora, Z e Yy sdao as coordenadas do seu centro de
gravidade.

Analogamente, para as areas menores segue Jue:

Si Si
onde Z; e Y; sdo as coordenadas dos centros de gravidade

individuais de cada uma das &reas.

Fazendo-se uso de uma notacdo de somatdria, as (2.4) e
(2.5) combinadas fornecem expressdes praticas para a
determinacdo das coordenadas do centro de gravidade de uma

figura composta:

(2.6 a,b)

Exemplo 2: Determinar a posicdo do centro de gravidade da secéo

ilustrada na figura 2.4.

5 cm 7.5 cm

I | |

2 < —

20 cm

5 cm

Yy

Figura 2.4 - Area de geometria composta por retdngulos
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A posicdo procurada ¢é obtida em relagcdo a certo
referencial adotado convenientemente. De inicio, sabendo-se que
o centro de gravidade estd sobre o eixo de simetria da figura,
faz-se com que um dos eixos do referencial coincida com o de
simetria.

E usual adotar a origem do referencial dentro dos limites
da secdo, como a que estd indicada na figura 2.4. A partir dai,
a decomposicéo da area total em areas mais simples
geometricamente pode ser feita arbitrariamente, desde que a soma
das areas componentes seja igual a area total. No caso, é mais
evidente a divisdo em dois retdngulos de area (5x20), aplicando-
se, em seguida, as relacgdes (2.6).

Assim procedendo, resulta:

n

. S1%1+S,Y, _ 5.20.10+5.20.225

S, +5, 2.5.20

=16.25cm

SiY;
y:

2.5

i=1

Obviamente, devido a simetria, Z=0.
E importante observar que seja qual for a escolha sobre a
posicdo da origem do referencial, ou mesmo da divisdo da area

total, a posicdo do centro de gravidade é unica.

2.2 Momentos de segunda ordem

Considerando-se a mesma secdo genérica ilustrada na figura

2.1, os momentos de segunda ordem sdo definidos pelas seguintes

relacdes:
I, =[z*dS
S
I, =[y?dS (2.7a,b,c)

Iyzzsjzyds
S
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onde I, e I, sdo denominados momentos de inércia em relacgdo aos
eixos y e z, respectivamente, e I,, ¢é denominado momento
centrifugo ou produto de inércia.

Nota-se que os momentos de segunda ordem tém unidades de
comprimento a quarta (cm*, mm®, etc.), sendo gue os momentos de
inércia sdo essencialmente positivos, enquanto que o produto de

inércia pode ser positivo ou negativo.

Exemplo 3: Determinar uma expressdo para o momento de inércia em

relagdo ao eixo z’ do retdngulo indicado na figura 2.5a.
a) b)

Tdy

A

I =

v
Y

Figura 2.5 - a) secdo retangular,; b)secdo triangular

Neste caso a integral dupla pode ser reduzida a uma
integral simples, definindo-se o elemento de &rea por: dS=bdy.

Dessa forma resulta:

I , _h/2 , b ,
I, =lsy?ds= [ y*bdy =2[y’]

2 bh
hiz 12

Exemplo 4: Determinar uma expressdo para o produto de inércia da
area triangular indicada na figura 2.5b em relacgdo aos eixos z e
y.

Tomando-se partido da transformacdo da integral e da

proporcdo indicadas no exemplo 1, segue a solucédo:
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h b’ 1hb2 b2h2
[s yzdS=[y([zdz)dy ==[— y>dy=
0 0 2Oh 8

Nota-se que o sinal resultou positivo, como era de se
esperar, uma vez dque a secdo estd totalmente contida no

quadrante positivo do sistema de referéncia.

2.3 Transportes dos momentos de segunda ordem por efeito da
translacdo de eixos

Considerem-se conhecidos os momentos de segunda ordem de
uma secdo em relacdo a eixos arbitrarios cuja origem estd num
ponto qualquer do plano da figura (v.fig.2.6). Em relacdo a
esses eixos valem as definicgdes (2.7).

7, -

v
Figura 2.6 - Translacdo de eixos

Seja, agora, outro par de eixos de referéncia, (Z2Yy"),
paralelo ao primeiro, porém com origem posicionada no centro de
gravidade da secdo. Em relacdo a esses novos eixos, momentos de

segunda ordem podem ser calculados por meio de expressdes

analogas as (2.7):
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7'2dS

(2.8a,b,c)

S
[y?d
Spey
S

Tendo-se em vista que em relagdo aos eixos z e y o centro
de gravidade da secdo apresenta coordenadas c e d,
respectivamente (v.fig.2.6), pode-se afirmar que as coordenadas

de qualquer ponto da secdo em relacdo aos dois sistemas de

referéncia apresentam a seguinte correspondéncia:

y=y'+d ; z=17'+cC (2.9a,b)

Assim sendo, o momento de inércia I, pode ser expresso na

forma:

=J'yzds :I(y’+d)2dS
S S
(2.10)
= [y*ds+2d [y'ds +d*[ds
S S S

Cada uma das integrais que aparecem na (2.10) possui um
significado. A primeira parcela é, por definicdo, o momento de
inércia da secd3o em relacdo ao eixo 2z'; a segunda parcela é
nula, porque o eixo de referéncia passa pelo centro de gravidade
da secédo; a uUltima parcela é o produto do quadrado da disténcia
entre os eixos coordenados z e Z' pela &rea da secdo. Portanto,

a (2.10) pode ser escrita na forma:
I, =1, +S.d? (2.11)

Essa Ultima relacdo é usualmente referenciada como relacédo
de transporte de inércia.
Analogamente, considerando-se o momento de inércia I, pode-

se deduzir a seguinte relacdo de transporte de inércia:

| =|y,+s.c2 (2.12)

y
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Finalmente, uma relacdo de transporte para o produto de

inércia pode também ser deduzida:

IyZ =I(y'+d)(z'+c)dS

:Iy’z’dS+dIz'dS+sz’dS+d cde
S S S S

IyZ =IyrZI+S.C.d (2.13)

2.4 Momentos de segunda ordem de figuras compostas

No caso de uma secdo que possa ser decomposta em Aareas de
geometria mais simples, as integrais que definem os momentos de
segunda ordem podem ser desmembradas na soma de integrais sobre

as areas menores, como indicam as relacdes que seguem:

|, =[y*dS=[y*dS+ [y?dS+K + [y*dS
S Sh

S1 S2

|, =[2%dS = [z?dS+ [z*dS+K + [z°dS
S So

S1 Sn
l,=[zydS=[zydS+ [zydS+K + [zydS (2.14a,b,c)
S S1 S Sn

Como cada uma das 4&reas S; possul centros de gravidade
posicionados com coordenadas c; e d; em relacdo ao referencial
adotado para escrever as (2.14), podem-se incluir as relagdes de

transporte nas (2.14) e reescrevé-las nas seguintes formas:

| =_§n](| ,+S-.di2) (2.15a,b,c)
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Exemplo 5: Determinar o momento de inércia da seg¢do indicada na
figura 2.7, em relacdo ao eixo z.

A secdo em questdo pode ser formada pela diferenca entre
as areas de um quadrado de lado 20 cm e um semicirculo de raio 5
cm. Por conseqgiiéncia, o momento de inércia da secdo fica dado

também pela diferenca entre os respectivos momentos de inércia.

20 cm

el L\

"t —t—t
5 170 cm 5

Figura 2.7- Seg¢do composta

Empregando-se as regras de transporte, a solucdo do

problema pode ser desenvolvida da seguinte forma:

, 3
l,, =1, +d*.5= 2020° , 102,202 = 5333333 cm
' 45)" 7102
l,, =1, +¢c.5=010985" {;J 2= ~62418 cm*
3

I, =1, —1,, =5270915 cm*

Exemplo 6: Deduzir uma expressdo para o calculo do produto de
inércia do tridngulo da figura 2.5b em relacdo a eixos paralelos
aos 14 indicados e gque passam pelo seu cC.g.

Neste caso, podem-se aproveitar os resultados dos exemplos

1l e 4 e utilizar a expressdo do transporte 2.13:

8 233 72

l,,=1,-S.cd=

yz
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Nota-se o sinal positivo, indicando que para o sistema de
eixos em questdo é maior a contribuicdo das partes de area que
possuem produto de inércia positivo. O sinal poderia resultar

positivo para outra orientacdo dos eixos.

2.5 Efeito da rotacdo dos eixos sobre o calculo dos momentos de
segunda ordem

Uma situacdo que se apresenta com fregiiéncia é a
necessidade de se determinar como variam os valores dos momentos
de segunda ordem quando aos eixos de referéncia se 1impde uma
defasagem, ou giro de certo &dngulo a em relacdo as direcgdes

iniciais. A figura 2.8a ilustra a situacdo em andlise.

Figura 2.8 - a) eixos de referéncia defasados de um dngulo «
b) interpretacdo geométrica da relagcdo entre
os momentos de segunda ordem

Como convencdo, a rotacdo é considerada positiva quando
realizada no sentido hordrio. Entre as coordenadas dos pontos
da secdo, segundo o0s eixos iniciais e os defasados, valem as

seguintes relacgdes:

Z=12C0Sx—Yysena
(2.16a,b)

y=1zsena+ Yycosa

Por outro lado, os momentos de segunda ordem podem ser
calculados com relagcdo aos novos eixos aplicando-se as

definicdes:
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i
I, =[y*dS (2.18 a,b,c)
S

Substituindo-se nas definic¢des acima, as (2.17), resultam:

2 2 2
I, =[(zsena+ycosa) dS =1, cos’ a+1, sen’ a+21,, senacosa
S

2 2 2
ly i(zcosa—ysena) dS=1,sen’a+1,cos’> a—21,, senacosa

ly; = [(zsena + ycosa)(zcosa — y sena)dS
S ) ) (2.19 a,b,c)
=l (cos” a—sen“a)+(1, —1,)senacosa

Uma observacdo inicial que decorre das (2.19) é que a soma
dos momentos de inércia é invariante em relacdo a um giro do
sistema de referéncia, ou seja:

| (2.20)

1y

A outra observacdo é que os momentos de segunda ordem

possuem uma variacdo continua com @ Q, o que leva ao
questionamento sobre a existéncia de direcgdes particulares para
0s eixos em relacdo as quais correspondam, para aqueles
momentos, valores extremos, maximo ou minimo. Com relacdo a
pesquisa de valores extremos, aquela gue mais interessa é a dos
momentos de inércia.

Nesse sentido, impondo-se a nulidade da primeira derivada

da expressdo de |, com relacdo a a, obtém-se a seguinte relacgéo:

dl* 2 2
;:Iyz(cos a—sen”a)+(l, —1,)senacosa= 1, =0 (2.21)
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Portanto, conclui-se que segundo a direcdo em dgque O
momento de inércia assume um valor extremo, o produto de
inércia se anula.

Da (2.21) segue uma expressdo para o calculo do angulo a:

21
tg2a = e (2.22)

-1,

relacdo que pode ser satisfeita para um certo dngulo a e também
por aiﬂ/Z; ou seja, o0s angulos que satisfazem a (2.22) definem
direcdes ortogonais entre si, devendo corresponder a cada uma
delas um valor maximo ou minimo do momento de inércia.

A substituigcdo da (2.22) na (2.1%a), 1leva as expressodes
para o calculo dos valores madximo e minimo dos momentos ditos
principais de inércia, respectivamente aqui denotados por I; e

Is:

I, +1 1, -1
y Z y 2
= + +1
! 2 2 v
(2.23 a,b)
L+l [(1,-1,) 2
= - +
? 2 2 v

Uma maneira simples de se chegar as expressdes (2.23)
consiste em inicialmente reescrever a (2.19a) para a seguinte

forma:

L+, (1,1,
I, = + > cos2a+1y, sen2a (2.24)

2

1
onde se empregaram as relacodes: cosza=:§(1+c032a) e

sen’ o = %(1—005205) :

Na seqiiéncia da deducdo, a 1interpretacdo geométrica da
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(2.22) proporcionada pela figura 2.8b, permite concluir que:

2
1, -1 -1

y cos2a+ 1, sen2a =+ y

+12

¢ (2.25)

de onde resultam as (2.23).

Uma observacdo importante neste ponto é sobre a utilizacéo
das expressdes deduzidas.

Supondo que se queira determinar os momentos principais de
inércia e suas direcdes a partir de valores de momentos de
segunda ordem conhecidos em relacdo a um dado sistema de
referéncia, as (2.23) permitem calcular diretamente os valores
principais; ja& a (2.22) fornece as direg¢des principais.

Entretanto, ndo se pode identificar, de imediato, a
correspondéncia entre valor e direcdo principal. Isto é, para
estabelecer corretamente a correspondéncia, ¢é necessario um
ultimo passo que consiste em substituir o wvalor de um dos
angulos determinado pela (2.22), na expressdo de |,, por
exemplo. Necessariamente o valor resultante deverd coincidir com
o valor de I; ou de I,, indicando que a direcdo definida por
aquele dngulo corresponde a maior ou menor inércia,
respectivamente.

Entretanto hd uma alternativa para a préatica descrita acima
e consiste em determinar uma relacdo que forneca diretamente a
correspondéncia entre direcdes e valores principais.

Com esse objetivo, seja, por hipdtese, a; o &ngulo de giro
que deve ser dado ao eixo z para gque O mesmo passe a sSer O eixo

de maior inércia Z. Entdo, da (2.19%a) segue que:
I, =1,cos? a; + 1, sen’ a; + 21, sena, cosey (2.26)

Essa relagcdo pode ser reescrita na forma:
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=1, =(1,—1,)sen’ a; +1, sen2ey (2.27)

Mas o &angulo o; também satisfaz a (2.22), de onde se pode

escrever Jgque:

21, c0s2a
-1, =2 " (2.28)
sen2a;

Substituindo-se a (2.28) na (2.27), e levando-se em conta
que COSZa:ﬂmsza—Smﬁcx, apbds algumas passagens simples, obtém-se
a relacdo procurada:

z (2.29)
Iy,

go, =

Portanto, vale frisar que a1 é o &ngulo entre o eixo z e ©
eixo ao qual se associa a maior inércia, devendo ser marcado no

sentido horario se tiver valor positivo.

Exemplo 7: Determinar os momentos centrais principais de
inércia, e as respectivas diregdes principais, da secgdo

ilustrada na figura 2.9:

12 em | 12 em |
2/< N
24 cm
> cg
12 cm
v o
Yy
\ Y

Figura 2.9 - Secdo de geometria composta

Inicialmente, com relacdo a um sistema auxiliar de eixos,

determina-se a posicdo do centro de gravidade da secéo:
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(24.12).18+(24.12).12 30

15cm
2y 2 (24.12) 2

| (24.12).12+(24.12).30 _
%9 2.(24.12)

21cm

Para a determinacdo dos momentos principais, tomam-se como

referéncia os eixos sobre o centro de gravidade da secéo:

_12.24° 24 .12°

z

| +(12.24)(-9 )*+ +(12.24)(9 )*=63936 cm*

12.24°

24178
2

+(12.24)3)° + +(12.24)(-3)° =22464cm’

y
I,y =(24.12)(9)(-3)+(12.24)(-9)(3)= —-15552¢m*

|, =43200+ 25920=69120¢cm*
|, =43200—25920=17280¢m"

O éangulo entre o eixo z e o eixo principal de maior

inércia resulta:

~ 69120-63936
—15552

gy =-03333 — a,=-1843°
.
Exemplo 8: determinar os momentos centrais principais de inércia

das sec¢des indicadas na figura 2.10.

L . <
12 auxr
yauz 24
z
e 19
36 i e
Yy 18
|6
HEkE ls| 18 cm 6]
24 cm IR
v

( a) Y auzxr (b)

Figura 2.10 - Se¢bes de geometria composta
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A posicdo do centro de gravidade da figura 2.10a ¢é
imediata. Os momentos de segunda ordem em relagcdo aos eixos

centrais resultam:

3 3
_24.36 +_(24.12 +_12é24.222),2==235008cnﬁ

z 12 36
36.24° ,12.24%® 12.24 , 4
I, = ¥ + .4%).2 =55206
v =1 (5 2 ) cm
122.24% 12.24 .
l, =2.(- S -(4)(-22))= —27648cm

S h_=239165cnf i P =51139¢m* — a1::—850

Para a secdo b), gque possul um eixo de simetria, o centro
de gravidade estard sobre este eixo e as direg¢des principais

ficam também previamente definidas. Portanto, segue que:

- 30.48.24-18.18.33

=21,38cm
Yoy 30.48-18.18

- 30.48° 18.18°

z

+(30.48)(2,61)* - +(18.18)(11,61)* = 233868 cm*

48.30° 18* 4
|, =229V 218 _99252
YT T2 12 cm

Assim sendo: I =1, e I,=1,
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3 ESTUDO DA FLEXAO

3.1 Introducdo

No caso de barras de eixo reto e com um plano longitudinal
de simetria, qguando o carregamento externo (incluindo-se forcas
distribuidas, concentradas ou mesmo momentos aplicados em pontos
determinados) estd contido naquele plano e possui componente
transversal ao eixo, observa-se um comportamento particular dito
de flexao.

Genericamente o termo flexdo 1indica uma mudanca de
curvatura do eixo. No caso das barras em consideracdo, como
inicialmente a curvatura é nula, ela passa a ser diferente de
zero, uma vez aplicado o carregamento.

Eventualmente, outro comportamento que a barra pode
apresentar é a torcdo. Esta resposta tende a aparecer sempre que
0 plano de carregamento ndo coincida com o plano longitudinal de
simetria; ou entdo, de modo mais geral, valido inclusive para as
barras cujas sec¢des transversais ndo apresentam qualquer eixo de
simetria, quando o plano de carregamento ndo contenha pontos
geométricos, que podem ser identificados em cada uma das sec¢des,
denominados centros de torcgéo o)

Para diferenciar melhor os dois comportamentos, tome-se
por base uma situacdo onde o carregamento é transversal ao eixo
indeslocado. Geometricamente, enquanto que na flexdo as secgdes
transversais giram em torno de um eixo contido no plano da segdo
e que passa pelo centro de gravidade, na torcdo elas giram em
torno de um eixo perpendicular ao plano e gue passa pelo centro
de torcdo (as posicdes do centro de gravidade e do centro de
torcdo coincidem nas sec¢des com dois ou mais eixos de simetria).

A figura 3.1 ilustra os comportamentos em questéo.

! determinacdo da posigcdo do centro de torg¢do serd objeto de capitulo especifico.
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Figura 3.1 - Comportamentos de flexdo e de torgdo

Vale adiantar também que, em geral, por efeito da torcédo a
secdo transversal deixa de ser plana, num fendmeno denominado de
empenamento (v.fig.3.1). A torgdo é ainda dita livre quando os
vinculos ndo impdem qualquer impedimento ao empenamento.

Quando coexistem flexdo e torcdo tem-se, na barra, um
estado dito de torcdo composta.

Admitindo-se wvalidas as hipdbéteses de proporcionalidade
entre carga e deslocamento e de que os vinculos permitem a livre
torcao, os efeitos de flexdo e de torcdo apresentam-se
desacoplados e podem ser estudados independentemente; em outras
palavras, vale a superposicdo de efeitos (v.fig.3.1).

No estudo que se desenvolve neste capitulo, aborda-se
exclusivamente o efeito de flexdo provocado pelo carregamento

aplicado, sendo que a torcdo serd tratada em capitulo préprio.

3.2 A flexdo composta € 0sS casos mais simples

Inicialmente considere-se, de outro ponto de wvista, nédo o
carregamento aplicado, mas os esforgos momento fletor, cortante
e normal, por ele provocado nas se¢des transversais ao longo da
barra. Sob esse ponto de vista, diz-se que a flexdo ¢é uma
resposta para a qual contribuem cada um daqueles esforcos,

sendo, por este motivo, denominada flexdo composta.
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A flexd@o composta constitui um caso geral. Entretanto, em
algumas situacgdes pode haver flexdo sem que o conjunto de
esforcos mencionados esteja completo, isto é: mesmo na auséncia
de forca normal ou das forcas normal e cortante.

Por exemplo, considerem-se as vigas . Nos casos em que
por efeito do carregamento e da vinculacdo apresentada ndo haja
forca normal nas sec¢des transversais, as vigas podem exibir
modos mais basicos de flexdo, assim denominados: flexdo simples
e flexdo pura. Tais modos decorrem da existéncia ou néo,
respectivamente, de forca cortante acompanhando o momento fletor
na secao.

No que segue, desenvolve-se o estudo da flexdo em seus
diferentes modos: pura, simples e composta, deduzindo-se
expressdes para o calculo de deslocamentos, deformagdes e
tensdes nos pontos da barra.

Destaca-se, particularmente, dentro do item da flexdo
pura, a hipdétese cinemética geral, valida para todos os modos,
que tem como finalidade dar uma interpretacdo simples para o
comportamento das barras em regime de flexdo.

Nota-se que a seqgiiéncia de apresentacdo é a mesma adotada
no estudo das Dbarras submetidas a esforco normal isto é:
estabelecida a hipdtese cinematica, obtém-se, para cada um dos
casos, as expressdes para a determinacdo dos valores das
componentes de deformacao e de tensdo.

Como se mostrard, as expressdes para as componentes de
deformacdo derivam da compatibilidade com o) campo de
deslocamentos e as de tensdo por coeréncia com o modelo

constitutivo adotado, que seréd, inicialmente, o elastico-linear.

3.3 Flexdo pura normal

Considere-se, inicialmente, uma viga, como a ilustrada na

figura 3.2a, prismdtica, simplesmente apoiada e cujas secdes

%
® Barras dispostas horizontalmente, com um ou mais apoios e com carregamento

transversal ao seu eixo.
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transversais apresentam um eixo de simetria. O carregamento
externo é constituido por momentos contidos no plano
longitudinal de simetria e aplicados nas extremidades apoiadas
da viga.

Numa anadlise preliminar sobre o comportamento da viga, é
razoavel imaginar que a deformagdo resultante leva ao
aparecimento de tensdes normais de tracdo e de compressdo em
pontos de uma sec¢do transversal genérica.

De fato, 1imaginando-se que a barra seja composta pela
superposicdo de um numero grande de laminas, a mudancga de
curvatura imposta a todo o conjunto pelo carregamento externo
faz com que algumas das lé&minas sofram alongamento enquanto
outras apresentem encurtamento; haverd, inclusive, uma delas que
nao apresentara qualquer alteracao de seu comprimento.
Observando-se, entdo, as variacdes de comprimento de cada lamina
isoladamente, compreende-se que a essas variagdes devam estar
associadas tensdes normais longitudinais.

Nesse modelo simples de comportamento é usual

desconsiderar a pressdo exercida de uma lamina sobre a outra,
desprezando-se, por conseqgiéncia, tensdes normais com direcédo
transversal ao eixo.
As tensbdes normais de tragcdo e de compressdo na secdo
transversal devem ter resultantes iguais em médulo, uma vez que
ndo ha forca normal a secdo, provocada pelo carregamento
aplicado, a ser equilibrada internamente. Entretanto essas
mesmas resultantes devem gerar um momento que equilibra o
momento aplicado pelo carregamento externo.

Numa situacdo como esta, em gque nas sec¢des transversais
existe somente um momento aplicado e que estd contido no
plano de simetria da sec¢do, conforme ilustrado na figura

3.2b, caracteriza-se a chamada flexdo pura normal.
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a) b)

~
1R
e

corte a—a

Figura 3.2- Flexdo pura normal

‘Nota-se que na figura 3.2b) estd representado o vetor do
momento fletor, marcado perpendicularmente ao plano de atuacéo
do momento e com sentido definido pela regra da mdo direita.

Nessa andlise preliminar, nada se pode afirmar gquanto a
distribuicdo das tensdes na secdo. Como se mostrara, ela é
conseqiiéncia do regime de deformacdes e das propriedades do
material. Como, por sua vez, as deformacdes derivam do campo de
deslocamentos, todo o equacionamento matemdtico decorre da

hipbtese adotada sobre o mesmo, a chamada hipdétese cinematica.

3.3.1 Hipdétese cinemdtica de Bernoulli-Navier e relacéo

deformacdo-deslocamento

Uma hipdétese razoadvel para a flexdo pura, Jjustificada por
observacido experimental, é que o campo de deslocamentos seja tal
que as segles transversais inicialmente planas permanecam planas
e ortogonais ao eixo deslocado.

Decorrem dessa hipdétese as seguintes relacdes para as
componentes vertical e horizontal do vetor deslocamento d de um

ponto P qualquer da viga (v.fig.3.3a):

V(X)=V,(Xx)—Yy(1-cosé)

(3.1a,b)
u(x)=-ysenéd
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Figura 3.3 - Representag¢do da hipétese cinematica num corte
longitudinal

Uma vez que a secdo permanece plana e ortogonal ao eixo
deslocado, o é&ngulo 0 confunde-se com a primeira derivada da
funcdo v (x). Por outro lado, nas situacdes em que o giro 0O da
secdo é muito pequeno, valem as aproximacdes: cosd ~1,;
send =~tgod =6 .

Assim, resultam as seguintes formas simplificadas para as

componentes horizontal e vertical do deslocamento:

a-) O deslocamento vertical de um ponto qualquer da viga é
funcdo somente da sua coordenada longitudinal x e 1igual ao

deslocamento do ponto de mesma coordenada situado sobre o eixo:

V(X)=V,(X) (3.1c)

b-) O deslocamento horizontal de um ponto da viga é
proporcional ao produto de sua distancia ao eixo pela derivada
da funcdo deslocamento(v.fig.3.3b):

dv(x)

u(x)=-y i =—-yV'(x) (3.1b)
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onde o sinal negativo indicada que, para um produto YV'(X)
positivo, o deslocamento é contrario ao sentido apontado pelo
eixo x.

Observa-se que todo o comportamento da viga estda sendo
descrito no seu plano longitudinal de simetria, onde variam as
coordenadas x e y; de fato, o campo de deslocamentos independe
da coordenada z. Portanto, usando-se de uma notacdo vetorial, e
simbolizando-se por d o vetor deslocamento de um ponto qualquer,

vale a seguinte relacéo:

d (x,y)=u(xy)e; +V(x)e, +0e; = yv'(x)] e, +V(x)e, (3.2)
onde €, € e € sdao versores associados aos eixos de
referéncia.

Tendo sido caracterizado o campo de deslocamentos, as
deformacdes seguem por compatibilidade.
Para o célculo das componentes de deformacdo, valem as relacdes
gerais (1.11), (1.12) e (1.13), deduzidas no capitulo 1 e que as

definem no plano. Aplicando-se aquelas relac¢des resultam:

oux) _

_ = Wl x 3.3

Ey O yv'(x) ( )
_ov(x) _

5y = « ~0 (3.4)
:au(x)+av(x):_v’+v'=0 (3.5)

T oy T ox

Nota-se, de imediato, que somente uma das componentes néo
é nula e isto é uma conseqiéncia direta da hipdétese cineméatica

adotada.
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3.3.2 Relacdes tensdo-deformacéao

As expressbes das componentes de tensdo no mesmo plano
(x,y) resultam da consideracdo de uma resposta elastica linear
para o material. Valem, naturalmente, as relacdes gerais que
estendem a aplicacdo da lei de Hooke para o caso plano.

Neste modelo simplificado, porqgue somente uma das

componentes de deformacdo é ndo nula e também porque se despreza

a tenséo oy (o que, de forma equivalente, implica em
considerar nulo o efeito de Poisson) ", resultam:
ox=—EyVv'(x) ; oy=0; 74=0 (3.6 a,b,c)

Fixando-se numa certa secdo, observa-se que o0, se distribui

linearmente ao longo da altura. Por outro lado, tem valor
constante para todos os pontos que ocupam uma mesma cota y, ou
seja: invaridvel na largura por ser independente de z.

Nota-se, também, que a (3.6a) indica que a tensdo normal é
nula nos pontos em que y = 0, o0s gquals se situam sobre o eixo z;
além disso, esse eixo divide a secdo em =zonas tracionada e
comprimida (os sinais das tensdes mudam), recebendo, por isso, o

nome de Linha Neutra.

3.3.3 Relagdes de equilibrio

O equilibrio estatico deve ser atendido de wuma forma
geral. Assim, as resultantes das tensdes normais e de
cisalhamento na sec¢cdo devem ser iguails, respectivamente, aos
esforcos normal e cortante oriundos do carregamento externo;
além disso, as tensdes normais devem também gerar um momento
resultante na secdo igual ao momento fletor calculado em funcéo
do carregamento externo. Portanto, valem as seguintes

condicdes:

! secdo gira permanecendo rigida no seu plano.
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V=7, dA (3.7 a)
A

N=[ o dA (3.7 b)
A

MZ:IngdA (3.7 ¢)
A

No caso estudado, sabe-se que o carregamento externo nédo
provoca na secdo transversal esforco normal e esforco cortante;
portanto, segue que V = 0 e N = 0.

Por um lado, a condicdo de esforco cortante nulo &
trivialmente atendida tendo-se em vista a (3.6c); por outro

lado, substituindo-se a (3.6 a) na (3.7b) segue que:

N(x)= —Ev”(x)J.ydA (3.8)
A

Portanto, para que o esforc¢co normal calculado pelas tensdes

o, seja nulo entéo: IydA:o, o que é possivel se o eixo z, com
A

relacdo ao qual se medem as distdncias y, passar pelo centro de
gravidade da secdo. Conclui-se, por conseqiiéncia, que neste caso

a linha neutra deve conter o centro de gravidade da secgéo.

3.3.4 O problema de andlise estrutural

Conhecidos o carregamento e as condigcdes de contorno, o
problema de andlise estrutural consiste em determinar os campos
de deslocamento, deformacdo e de tensdo em qualquer ponto da
viga.

A resposta ©para este problema pode ser encontrada
combinando-se as (3.6a) e (3.7c), o que, em Ultima andlise, é a
combinacdo das relacdes de equilibrio, compatibilidade e

constitutiva. Dessa forma resulta:
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M, (x)= —EV'(x) [ y?dA= —E 1,v(x) (3.9)
A

onde |Z=Iy2dA ¢ o momento de inércia da secdo em relacdo ao
A

eixo z.

A (3.9) constitui-se em expressdo geral para o calculo da
componente vertical do deslocamento dos pontos da viga em funcéo
da distribuicdo de momentos devida ao carregamento aplicado,
devendo-se, naturalmente, acrescentar as condic¢des de contorno.

A forma mais usual para aquela expressdo é a seguinte:

v"(x):—MZ—(X) (3.10a)
El,

Essa ultima forma é também denominada relacdo momento-
curvatura, uma vez que, sendo os giros muito pequenos, V'(X)
pode ser interpretada como a curvatura da elédstica no ponto. De
fato, da geometria diferencial, a curvatura (ﬂr) num ponto de

uma curva qualquer definida pela funcédo v (x) é dada por:

1 v'(x)
—m— (3.10b)
r [1+v'2(x) ]A

1 , :
Entdo se V?(x)<<l resulta que ==V’ (x), onde r é o raio de
r

curvatura no ponto.

Para exemplificar a integracdo da (3.10a), no caso em
andlise o momento tem distribuicdo constante ao longo do
comprimento, de modo que se pode deduzir facilmente a seguinte

relacdo para v(x):

|\/|Zx2

viX) = A + A X—
K =A+A 2E1,

(3.11)

Impondo-se as condig¢gdes de contorno que consistem em

deslocamento vertical nulo nas extremidades da viga, conforme
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ilustrado na figura (3.2a), as constantes A; e A, ficam

determinadas por:

v0)=0 - A =0,; vibh=0 - A=—"H

Assim, os deslocamentos verticais podem ser calculados

por:

2 2
V()():M X_[X (3.12)
2E1,|L (L

Um aspecto importante a ressaltar é que combinando as
(3.6a) e (3.9) de tal modo a eliminar a curvatura, obtém-se uma
expressdo que permite determinar a tensdo normal em gqualquer
ponto da secdo transversal diretamente em funcdo de sua

geometria e do momento imposto pelo carregamento externo:

ox= —=Y (3.13)

Essa relagcdo mostra que a distribuicdo de o, é linear na

altura da secdo (v.fig.3.2b).

Exemplo la: Admita-se que a viga da figura 3.2 tenha secéo
transversal trapezoidal, com um eixo vertical de simetria e com
as dimensdes indicadas na figura 3.4. Pede-se determinar o maior
valor do momento fletor que pode ser aplicado de modo que a
tensdo normal em mdéddulo ndo exceda 5,0 KN/ cm?"

Para a solucdo deste problema deve-se procurar o ponto da
viga mais solicitado a tensdo normal e impor que o seu valor néo

exceda o limite de 5,0 kN/cm?
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Figura 3.4 - Seg¢do trapezoidal

Como se trata de uma viga submetida a uma distribuicédo
constante de momento fletor ao longo do seu comprimento, o
regime de tensdo se repete em todas as secdes. Numa secdo
arbitrdria os pontos mais solicitados serd&o aqueles mais
afastados do eixo z, gue passa pelo centro de gravidade. O wvalor
da tensdo normal serd entdo determinado pela aplicacdo da
relacdo (3.13).

Um passo essencial na resolucdo ¢é a determinacdo da
posicdo do centro de gravidade da secdo. Para esse fim um
sistema auxiliar de referéncia deve ser posicionado no plano da
secdo. Tomando-se partido do fato de que a secdo apresenta um
eixo de simetria e, portanto, necessariamente o centro de
gravidade estard sobre este eixo, um sistema auxiliar pode ser
aquele indicado na figura 3.5.

Por outro lado, a forma trapezoidal pode ser dividida em
dreas de geometrias mais simples, como a triangular e a
retangular, conforme indicado na figura 3.5.

Aproveitando-se da divisdo de &reas sugerida, a &area total

S da secdo fica expressa por:

S=1224+ 2.£224 =2.12.24 cm?

Por sua vez a coordenada y.y pode ser calculada por:
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DSy,
&7 122416+122412
S 2.12.24

14 cm

Determinada a posicdo do centro de gravidade, pode-se
posicionar o sistema de referéncia com origem nele, mantendo-se
0 eixo y coincidente com o eixo de simetria da secéo.

Nessas condigdes, o momento de inércia de toda a secdo com
relacdo ao eixo central z pode ser calculado pela contribuicgéo
de cada uma das Aareas mais simples anteriormente definidas. Faz-
se uso da regra de transporte de inércia para a estimativa de

cada uma das parcelas:

3 3
| - {12524 +12.24(-2) } + { 243'24 + 12-24-(2)2} =25344cm’

Determinadas as caracteristicas geométricas, passa-se ao
calculo das tensdes normais nos pontos mais afastados do eixo z,
j& impondo que os respectivos valores ndo ultrapassem o limite
fixado.

Assim, para um ponto de coordenada Yy=10cm resulta:

o :L.lo <50 — M<12672kN.cm

¥ 25344

Para um ponto de coordenada y=-14cm, obtém-se:

M 14 >-50 — M<90514 kN.cm

o, = —
25344

Portanto a resposta é: M<90514 kN.cm

3.4 Flexdo pura obliqua

Numa segunda situacdo, admita-se que a viga em estudo,
apresente uma secdo transversal com dois eixos de simetria e que
o momento atue segundo um plano inclinado com relagdo aos eixos

de simetria: trata-se de uma flexdo pura obliqua (fig.3.5a).
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Figura 3.5- Decomposig¢do de vetor momento segundo os eixos de
simetria

Tendo-se em vista a possibilidade de decomposicdo do
momento em componentes segundo os eixos de simetria e fazendo-
se uso da superposigdo de efeitos, a nova expressdo para o

vetor deslocamento global é a seguinte (v.fig.3.25c):

d=u(x,y,z)e, +V(x)e, +W(X)e, = —[yV'(x)+zw (x)]e, +V(x)e, +w(x)e,

(3.14)
onde Vv (x) e w(x) denotam as componentes do deslocamento
transversal ao eixo, segundo 0s planos X-y e X-Zz,

respectivamente.

O estado de deformacdo é, em principio, mais complexo do
que no caso anterior, uma vez que, considerando-se valida a
superposicdo de efeitos, ele apresenta componentes de deformacéo

segundo os planos x-y e x-z (v.fig.3.25b).
Assim, no plano x-y existem ¢&,, &y € 7y enquanto que no

plano x-z existem &,, &, e 7, . Entretanto, apesar da aparente
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complexidade, somente uma das componentes é diferente de zero
conforme se mostra em seguida.

As relacdes entre deformacdao e deslocamento no plano x-y
sdo 1iguails aquelas determinadas no item anterior pelas (3.3),
(3.4) e (3.5); no plano x-z as correspondentes componentes de
deformacdo sé&o determinadas por relagcdes andlogas. As relagdes

de compatibilidade sé&o:

ex=—yV'—zw' (3.15 a)
ALY S L (3.15 b, c)
oy 0z
7xy=au(glylz)+ag(X)Z_VI_FV(:O (3.16 a)
y X
:8MKYJX+5WW)=_WqﬂM=O (3.16 Db)

Y 0z O X

A aplicacdo direta da Lei de Hooke permite determinar de

imediato a expressdo para a uUnica componente de tensdo ndo nula
*) .

o, =—YEV'—zEW' (3.17)

Nota-se que essa tensdo normal possui uma distribuicéo
linear sobre a secdo e tem valor nulo particularmente no ponto
de coordenadas y = z = 0.

Naturalmente a resultante das tensdes normais sobre a

secdo deve ser nula, uma vez que ndo ha forca normal aplicada:
N =[o,dA (3.18)
A

Substituindo-se a (3.17), resulta:

N=—Ev”(x)J'ydA—Ew”J'sz=0 (3.19)
A A

O a exemplo do primeiro caso, como g, =&, =0 o efeito de Poisson é desconsiderado.
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Nota-se que as integrais representam momentos estédticos,
ou momentos de primeira ordem, com relacdo aos eixos de
referéncia contidos no plano da secdo. Assim, a condicdo de
forca normal nula pode ser atendida tomando-se o centro de

gravidade da secdo para origem dos eixos de referéncia.

Por outro lado, as resultantes dos momentos das forcas
elementares o,dA com relacdo aos eixos z e y devem ser iguais

as componentes M, e M, do momento aplicado, respectivamente:

MzzjaxydA
A
M, =[o, zdA (3.20 a,b)
A
Substituindo-se as (3.17), resultam:
M, :—Ev”(x)j y2 dA— EW"(X)I yzdA
A A

My=—Ev"(x)jysz—EW”(x)I 22 dA (3.21 a,b)
A A

As integrais que aparecem representam grandezas que

dependem da geometria da secdo, denominadas momentos de segunda

ordem:

1, = [y*dA

A
2

l, =[2%dA
A

l, =[yzdA (3.22 a,b,c)
A

Até este ponto da anadlise, o fato da secdo possuir dupla
simetria foi irrelevante, o que significa que o desenvolvimento
é valido para qualquer que seja a forma da secdo transversal.

As (3.21) assumem uma redacdo mais simples se coincidirem
os eixos de referéncia com os eixos principais de inércia, pois

nesse caso o produto de inércia é nulo. Vale lembrar que nas
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secdes com dupla simetria, como a indicada na figura 3.5, os
eixos de simetria sdo eixos centrais principais de inércia.
Assim, a partir de tal coincidéncia, I, e I, podem ser
interpretados como momentos principais centrais de inércia e as

relacdes (3.21) passam a:

M,(x)=—-EI,V(x) ;

(3.23 a,b)

M,(x)=-EIl, w'(x)

Nessas condigdes, portanto, as equagdes diferenciais
resultam independentes e suas integracdes, em moldes
absolutamente idénticos ao apresentado na flexdo pura normal,
levam a determinacdo das componentes do deslocamento dos pontos

da secdo, ilustrados na figura 3.6.

posicao do CG antes de M

M M,
R Yy I~ l
~ e AN
z | o config. fora !
— —_—p

M do apoio

I\
Q
B\
I
I
I
I

h/2 | w(z)
Y |
b/2 b/2 | I J‘

posicao do CG apos M

Figura 3.6 — Componentes do deslocamento dos pontos da secdo

Dessas Ultimas relacdes segue ainda que:

EV"(X):—M : EW"(X)=—M3I’(X)

z y

(3.24 a,b)

Combinando-se, finalmente, as (3.23) com a (3.17) conclui-
se que tomando como referéncia no plano da secdo o0s eixos
centrais principais de 1inércia, a tensdo normal num ponto

qualquer de coordenadas y e z pode ser determinada por:
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(3.25)

observar que a consideracdo dos eixos

cardter bastante geral e permite validar a
todo o desenvolvimento anterior, também para

qualquer. Aliés, nas secdes

a flexdo pura normal se caracteriza

sempre que o vetor do momento estiver sobre um dos eixos
principais.
Exemplo 1lb: Seja a mesma secdo trapezoidal do exemplo 1la,

submetida a flexdo obliqua,

de um adngulo B com relacdo ao eixo z,

3.6a.

Impondo-se que a tensdao normal ndo ultrapasse,

sendo o vetor do momento inclinado
conforme ilustra a figura

em médulo,

o valor de 5 kN/cm?, pede-se encontrar um valor limite para o

momento aplicado.

Dado complementar: cosf=08.
4 B 1
M
. - 8 c.g. 24 cm
c D
v/
| 12 em | 12 cem | 12 em

Figura 3.6a - Flexdo obliqua

A expressao

(3.25)

para o calculo da tensdo normal num

ponto qualquer da segdo assume a forma:

o :Mcosﬂy+ Msen/i’Z

X
I

z

y
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O elemento geométrico adicional a ser determinado é o
momento de inércia segundo o eixo y. Aproveitando-se da mesma

divisdo de &reas adotada no exemplo l.a, resulta:

=34560cm*

3 3
I, = 24.12 4_12.24.102.2+24.12
36 2 12

Lembrando-se que o momento de inércia segundo o eixo z é

dado por |,=25344cm*, pode-se passar a analisar a distribuicao
de tensdo normal na secao.

Os pontos mais solicitados certamente estardo no perimetro
da secd&o e, entre eles, é suficiente que sejam considerados os
vértices A, B, C e D.

As coordenadas dos vértices sd&o as seguintes:

A(y,z) = (=14 ; o)

B(y,z) = (=14 ; -06)
C(y,z) = ( 10 ; 18)
D(y,z) = ( 10 ; -18)

Substituindo-se as coordenadas de cada um dos vértices da
se¢do na expressdo de Oy, € respeitando-se o limite imposto para
o valor da tensdo normal em mbdéddulo, obtém-se as limitacdes

abaixo apresentadas:

op, = -3,77.100" M > -5 - M < 13262,6 kN.cm
og = -5,46.10" M > -5 - M < 9157,5 kN.cm
oc = 6,283.10°M < 5 - M < 7959,2 kN.cm
op = 3,157.10*M < 5 - M < 15837,8 kN.cm

A resposta procurada é M = 7959,2 kN.cm

Exemplo 2: Considere-se que uma viga biapoiada submetida a acéo

de momentos de flexdo aplicados nas suas extremidades, tenha
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secdo transversal com a forma ilustrada na figura 3.7. No plano
da secdo o vetor momento estda inclinado de um &ngulo [ com
relacdo a um eixo horizontal 2z que passa pelo centro de
gravidade, sendo cospf = 0,8. Impondo-se que a tensd&o normal nédo
ultrapasse, em médulo, o valor de 5 kN/cma pede-se encontrar um

valor limite para o momento aplicado.

M M
e

Y.v

C Y D|
18

Figura 3.7 - Viga com seg¢do transversal trapezoidal submetida a
flexdo pura obliqua

Inicialmente a posicdo do centro de gravidade da secéo
pode ser determinada com relacdo a eixos auxiliares de
referéncia Zaux, Vauxs Jue passam pelo ponto B, obtendo-se as
seguintes coordenadas:

Yeg = 14 cm ; Zeg = 6,5 cm.

Posicionando-se entdo os eixos de referéncia com origem no

c.g., conforme ilustra a figura 3.7, o0s momentos de segunda

ordem resultam:

T, =[(6.24%) /12]+[6.24. (-2%)1+[(13.24%) /36]+[6.24.(2%)]= 12672 cm’
I,=[(24.6%)/121+[6.24.(-3,5%) 1+[(24.12°) /36]1+[6.24.(3,5%) ]
= 5112 cm®

I,, = (6.24) (-2) (-3,5) + (12%:-24%) /72 + (6.24) (2) (3,5) = 3168 cm®
Nessas condig¢des, pode-se calcular os valores dos momentos
principais de inércia I; e I, e a inclinacédolll); do eixo principal

de maior inércia com relacdo ao eixo z. Assim, resultam:

I, = 13824 cm?; I, = 3960 cm* e oy = 19,98°
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Na figura 3.8, representa-se a decomposigcdo do vetor
momento M com relacdo aos eixos principais, apresentando os
seguintes valores:

224M 6,8 M
M, = Mcos(f-a;) = ﬁ ;. My, = Msen(fB-a1) = E

An

vy

Figura 3.8 - Decomposig¢do do vetor momento fletor segundo os
eixos centrais principais de inércia

Finalmente, sempre com relacdo aos eixos principais, a
expressdo para o calculo da tensdo normal em qualgquer ponto da

secdo assume a forma:

M { 22,4 6,8 }
o

= +
* = Joag | 138247t T 39602

Para a determinacdo do valor limite de M é necessario
limitar a tensdo normal (em médulo) do ponto mais solicitado,
que seguramente deverd coincidir com um dos vértices.

Num passo anterior é necessario determinar as coordenadas
dos pontos A, B, C e D segundo 0s eixos principais, usando-se as
relagdes de transformacdo: y; = y COSQ; + zZ Seno; € z; = — Yy seno
+ zcosoa; , onde o; entra com seu valor em mdédulo. Operando-se as

transformacdes resultam:
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A(y,z) = (-14 ; -0,5) - A(y1,z1)=(-13,326 ; 4,314)
B(y,z) = (-14 ; -6,5) - B(yi,z1)=(-15,378 ; -1,324)
C(y,z) = ( 10 ; 11,5) - C(yi,z1)=( 13,326 ; 7,39)
D(y,z) = ( 10 ; -6,5) - D(yi,z1)=( 7,177 ; =-9,526)

Substituindo-se as coordenadas de cada um dos vértices da
secdo na expressdo de Oy, e respeitando-se o limite imposto para
o valor da tensdo normal em mbdédulo, obtém-se as limitacbes

abaixo apresentadas:

o, = -6,0606.10° M > -5 - M < 8250,0 kN.cm

og = -1,1616.10° M > -5 - M < 4304,34 kN.cm
oc = 1,4646.107° M < 5 - M < 3413,79 kN.cm
op = 2,0203.10°*M < 5 - M< 24750,0 kN.cm

Conclui-se, portanto, que o valor limite para o© momento

solicitado é: M = 3413,79 kN.cm

3.5 Determinacdo da linha neutra

O estudo da flexdo pura obliqua se completa com a
determinacdo da posicdo da linha neutra.

Como visto na flexdo pura normal, a linha neutra é o lugar
geométrico dos pontos de tensdo normal nula e divide a secdo em
zonas tracionada e comprimida; esta definicdo também é valida na
flexdo obliqua.

Na figura 3.9a, representa-se graficamente, em posicéo
genérica, uma linha neutra (LN) inclinada de [J com relacdo ao
eixo principal z;. Para a deducdo da expressdo qgue permite

calcular [ aplica-se a definicdo de linha neutra, o que equivale
a impor na (3.25) o, =0.

Denotando-se por o o adngulo do vetor M do momento de flexdo

com relagcdo ao eixo principal zi, (positivo quando marcado no
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sentido hordrio do eixo para o vetor, conforme indicado na

figura 3.9) resulta:

o, =M y, + z;,|=0 ou y =-|—12 (3.26)

Figura 3.9 - Representag¢do genérica da linha neutra

Note-se que a equacdo da linha neutra independe do wvalor
do momento aplicado, importando somente a sua inclinacdo o.

De uma forma geral, por se tratar de uma reta que contém a
origem do sistema, para a equacdo da linha neutra vale a

relacao:

y, =tg¢ z; ou ainda tg¢:=zl
Z

onde tg¢ >0 se a reta passa pelo primeiro quadrante do sistema
y1—z1. Igualando-se os coeficientes segue que:

IZ
tgp =-tga—- (3.27)
IYl

I
~ . Z
Nota-se que na relacdo anterior —ic>0, portanto, levando-
y1
se em conta as convencdes para a e tgp, o coeficiente angular
negativo para a reta implica em ¢ representado no mesmo sentido

de .
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Além disso, se |21>|y1 (ou o eixo y; € o de menor inércia),
entdo |g|>|a|; se I, <l,, (ou o eixo z; é o de menor inércia),
entdo |¢|<|a|. Conclui-se, portanto, que a linha neutra estaré

sempre situada entre o vetor do momento e o eixo de menor
inércia.

Nos casos particulares em que |, =1

7 yyr @ L.N. tem a direcdo

do momento aplicado.

Como ultima variacdo neste estudo da linha neutra, admita-
se, por outro lado, um sistema de eixos centrais (m,n),
ilustrado na figura 3.9b, onde m estd alinhado com a L.N.. Com
relacdo a esses eixos, a expressdo da tensdo normal num ponto

genérico da secgdo transversal pode ser escrita na forma:

A partir da condigcdo que em qualquer ponto sobre a linha
neutra (portanto com coordenada n = 0) a tensdo normal é nula,
conclui-se que K; = 0. A constante K, resulta da condicdo de
igualdade entre o momento das tensdes normais em relacgcdo ao eixo
m e a componente do momento solicitante M com relacdo a linha

neutra:

M, ZJ.O' ndA
A

(3.29)
=K, [ndA
A

Como a 1integral que aparece representa o momento de

inércia da secdo com relacdo ao eixo m (Ii,), resulta que:

_Mi
I|

Io3 n (3.30)

n

onde:

M;, = momento projetado sobre a linha neutra (eixo m);
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I;, = momento de inércia da secdo com relacdo ao eixo m (que

pode ser obtido a partir das inércias principais e do angulo ¢).

Exemplo 3: Uma forma de verificacdo da validade da (3.30),
consiste em comparar os valores para a tensdo normal, num ponto
de uma secdo transversal, obtidos com aquela relagcdo e da
(3.25).

Na figura 3.10, ilustra-se, por simplificacdo, uma secéo
retangular para a qual os eixos principais de inércia s&o de
determinacdes imediatas e coincidentes com os eixos de simetria.
Na secdo atua um momento fletor M inclinado de O em relacgdo ao
eixo z. Considerando-se que os momentos de inércia segundo os

bh® hb®
— e I —

eixos z e y, respectivamente, sdo dados por: IZ—~EE- Ty

’

pela (3.25), a tensdo normal no ponto A resulta:

oa=M cosach+senacg
I, 2 1, 2

_6M (cosa. , senacj
bh h b

< e |

Yy

b/2 | b/2

Figura 3.10 - Seg¢do retangular em flexdo obliqua

Por outro lado, com vistas a utilizacdo da (3.30), o momento de

inércia da secd&o com relacgcdo a linha neutra pode ser determinado
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empregando-se a seguinte expressdo geral:
in=1,c0s°@+1,sen’d+21,,5enpCcosg=|,cos’d+ |, sen’ ¢

Por sua vez, o momento solicitante projetado na direcdo da

L.N. fica determinado por:

M, =M cos(¢+a)

Aqui cabe uma observacdo: como o sinal de ¢ sai da (3.26),
entdo na relacdo anterior considera-se a soma direta dos
angulos.

Levando-se em conta a transformacao de coordenadas dgue
permite passar dos eixos z-y para m-n (n = ycose@ + zsenp ; m =

zCcos@ — ysene ) resulta, pela (3.25):

A

_Mcos(¢+a)(
- 2

IIn

hcos;zﬁ +gsen¢j

Essa relacdo pode sofrer sucessivas transformacdes. Em
primeiro lugar, o momento de inércia com relagdo a linha neutra

resulta:
bh
L, =—(hzcosz¢ +bzsen2¢)
12
de modo que obtém-se a seguinte forma para op,

6M cos(¢+a)
bh(h2 cos’ ¢ +b% sen” ¢

Op=

)(h cos¢ +bseng)

Por outro lado, da (3.26), para a secdo em estudo segue
que:

h2
seng cosa =—Sena CoS¢ b_2

de modo que o produto indicado no numerador da Ultima expressio

resulta:
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cosa sena
+
b

cos(¢ +a)(hcos¢+bsen¢):( ](h2c052¢+bzsen2¢)

Assim sendo, resulta, finalmente que:

_ 6M COS¢x +sena
A" pbh |l h b

que coincide com o resultado obtido pela aplicacdo da (3.25) .0

3.6 Flexdo composta: tragdo ou compressdo excéntricas

Todos os casos de flexdo até aqui estudados estéo
relacionados a existéncia apenas de momentos fletores nas
secdes.

Pode-se, no entanto, admitir a existéncia de flexdo
provocada por forcas normais de direcdo paralela, porém néao
coincidente com a do eixo; nesse caso tem-se a tracdo (ou

compressédo) excéntrica.

el P

Pe (M) 62/700 7;

Figura 3.11 - Trag¢do excéntrica

Considere-se entdo a viga prismatica em balanco ilustrada
na figura 3.11, sujeita a uma carga P de tracdo axial com
excentricidade e em relacdo ao eixo.

Um problema que se poe consiste em determinar a
intensidade da carga P, de modo que as tensdes normais na secdo
transversal ndo ultrapassem um determinado wvalor.

Transportando-se a carga P para o centro de gravidade da

secdo, conclui-se que seu efeito é equivalente ao de uma flexdo
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obliqua, decorrente do momento de wvalor P.e, superposto a uma
tracdo axial.

Admitindo-se véalida, também neste caso, a hipoétese
cinemdtica de Bernoulli-Navier sobre a deformacdo das secdes, a
flexdo obliqua gera um campo de deslocamentos idéntico aquele
estudado no item anterior, enquanto que a tracdo acrescenta, em
todos os pontos da secdo, um acréscimo no deslocamento axial.

Nessas condigdes, o campo vetorial de deslocamentos d dos

pontos da secdo genérica é descrito por:
d =[u(x)—yv(x)—zw(x)]e; +v(x)e, + W(x)e, (3.31)

Por compatibilidade, o campo de deformacdes apresenta uma

unica componente ndo-nula, &, , sendo expressa na forma

g, =U'(X)—yv'(x)—zw"(x) (3.32)

A tensdo normal o, fica determinada diretamente pela

aplicacdo da lei de Hooke:

o, =Eg,
, ) ) (3.33)
=EuU -Eyv'-Ezw
A partir da condicdo de equilibrio e por substituicédo das
relacgdes constitutiva e de compatibilidade, obtém-se uma relacédo
entre a primeira derivada da componente axial do deslocamento e

a forca aplicada:

N=P=[c,dA
A (3.34a)

=EAU’
U= (3.34b)
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lembrando-se que IydA::IZdA::O, pois a origem do sistema de
A A
referéncia no plano da secdo estd no centro de gravidade.

Por sua vez, do equilibrio de momentos em relacdo aos
eixos centrais principais (os quais coincidem com os eixos de
simetria para a secdo retangular ilustrada na figura 3.11) e
seguindo o mesmo procedimento de substituicdo das relacgdes

constitutiva e de compatibilidade, resultam expressdes para a

determina%éo Tas d%?mponentes vix) e w(x) do deslocamento
=VFe, =|o
transvetsal %mAfﬁggéo da forca P aplicada:
= —Ev"[y*dA (3.36a)
M, =Pe, =[o,ydA
— V” % V”__PeZ
=ZEV [y2da ~TE (3.36a)
A
=—EV"I, - v”:—peZ
El,
M, =Pe, = [o, 2 dA
A
:—Ew"jzsz (3.36b)
A
Pe
=—EW'I, T
EIy
M, =Pe, = [0, zdA
A
:—Ew”jzsz (3.36¢)
A
Pey
=—-Ew'l, - W'=— —
EIy

Finalmente, substituindo-se as relacdes (3.36) e (3.35) na
(3.33), deduz-se a expressdo geral para o calculo da tensédo

normal num ponto da secdo de coordenadas (y,2z):

Pe
I

Pe,
z Iy

+ Z

O, =

P
A
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A expressdo anterior permite resolver o ©problema de
determinar a intensidade da carga P respeitando-se um limite

para o valor da tensdo normal.

3.6.1 Linha neutra

Como se sabe, na linha neutra as tensdes normais sdo nulas,

portanto:

Pe,

y +—=
Iz y z y

N (3.38)

P
A
A expressdo 3.38 é a equacdo da reta representativa da linha
neutra. Observa-se qgue o0s parametros da equacdo independem do
valor da carga P e que a reta nédo passa pela origem do sistema
de referéncia; no entanto, com respeito a sua inclinacéo,
mantém-se as mesmas conclusdes da flex&o pura, isto é: a linha
neutra estéd entre o vetor do momento (M = P e) e o eixo de menor
inércia.

A determinacdo da posicdo da L.N. no plano da secdo pode ser
feita conhecendo-se o0s pontos onde ela corta os eixos

coordenados z e y:

Il
o
!
N

Il

p/ y - (Iy) / (Aey)

p/ z =0 — Yy = _(Iz)/(Aez)

E imediato observar que a localizacdo da linha neutra depende da

excentricidade da carga aplicada. Em particular, na medida em
que a carga aproxima-se do c.g., e, >0 e e, >0, indicando que a

L.N. pode fugir dos limites geométricos da sec¢do tendendo para o
infinito no caso extremo de carga centrada. Portanto, pode haver
situagdes normais em que, dependendo do posicionamento da carga,
toda a secdo resulte contida de um lado da linha neutra; este
fato é de grande interesse para algumas aplicacdes praticas,

como se verd em seguida.



125

3.6.2 Nacleo central (de inércia)

Como visto, a posicdo da linha neutra no plano da secdo
depende da excentricidade da carga axial aplicada, tendendo a
cruzar oS eixos centrais de referéncia em pontos indefinidamente
distantes da origem, na medida em que a carga se aproxima do
centro de gravidade da secdo. Independentemente de sua eventual
posicdo, a linha neutra continua a dividir o plano da segdo em

zonas tracionada e comprimida.

Yy

(a) (b)

Figura 3.12 - Niucleos centrais de inércia

Em algumas situacdes praticas é interessante garantir que
toda a secdo resulte de um lado da linha neutra e,
conseqlientemente, esteja submetida a tensdes normais de mesmo
sinal. Satisfazendo essa condigcdo pode existir um conjunto
bastante grande de ‘pontos-posicdo de aplicacdo da carga’. Na
verdade, se mostrard, em seguida, que tal conjunto define uma
regido no plano da secdo denominada ntcleo central.
No sentido de determinar a posicdo do nucleo, considere-se, como

exemplo, a secdo trapezoidal indicada na figura 3.12a.

Na figura estéo indicadas quatro linhas neutras
coincidentes com os segmentos de reta que compdem os limites da

secdo e uma quinta, genérica, gque contém somente um vértice do
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trapézio.

Todas as situacgdes indicadas constituem casos limites a
partir dos quais a secdo apresenta-se totalmente contida em um
dos lados da linha neutra.

Seja, entdo, a equacdo (3.38) reescrita convenientemente

na seguinte forma:

y=-—-Yt1z7- 2 (3.39)

Sendo a (3.39) a equacdo de uma reta, ela também pode ser

colocada numa forma geral:

y=Az+B (3.40)

Qualquer linha neutra dada deve verificar a relacgéo

(3.40), de modo que igualando os coeficientes podem-se

determinar as excentricidades €, e €,, que sdo as coordenadas do

ponto de aplicagcdo da carga gue provoca a linha neutra
conhecida.

Considere-se a determinacdo das coordenadas dos pontos de
aplicacdo das cargas qgque provocam as linhas neutras indicadas na
figura 3.13.

Por conveniéncia, os casos 1indicados estdo divididos em

dois grupos:

a) Casos em que a linha neutra coincide com um dos lados
da secdo (linhas neutras de 1 a 4);
b) Caso em que a linha neutra passa por um dos vértices do

poligono representativo da secdo (linha neutra 5).

No primeiro grupo, as constantes A e B s&do determinadas
univocamente impondo-se a verificacdo da equacdo geral. Desse

modo as coordenadas dos correspondentes pontos de aplicacdo das
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cargas resultam de:

e, = N (3.41a,b)

No segundo grupo, porém, resulta uma dependéncia entre as

constantes A e B expressa pela relacdo:

(3.42)

s
I
<l
|
|
N

Substituindo-se na (3.42) as expressdes das constantes em
funcdo das excentricidades apresentadas junto com a (3.40)

resulta:

€y _

Sy, (3.43)
Iy

e, _
_Zy+
IZ

1
A

A (3.43) mostra que os pares e, e e, verificam a equacgdo de

uma reta. Em outras palavras, as coordenadas dos pontos de
aplicacdo das cargas qgque provocam todas as linhas neutras que
passam em (Y,Z) estdo alinhadas.

No caso em estudo, a linha neutra 5 estd entre as linhas 1
e 4 (v.fig.3.12a). Portanto, as excentricidades correspondentes
definem um ponto que deve estar alinhado <com os pontos
correspondentes as linhas 1 e 4.

Assim sendo, unindo-se todos 0s pontos que tem
correspondéncia com cada uma das linhas neutras, caracteriza-se
no plano da secdo o contorno de uma regido que define o nucleo
central. Se a carga axial vier a ser aplicada em qualquer ponto
no interior do nlUcleo, a linha neutra estard seguramente fora
dos limites da secdo, tendendo para o infinito na medida em que
a carga se aproximar do centro de gravidade.

Nota-se que no caso ilustrado pela secdo trapezoidal da

figura 3.1la, o numero de lados do poligono que define o nucleo
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central é igual ao numero de lados da secéo.

Como resultado geral, em sec¢cdes poligonais convexas, O
nacleo central é também poligonal com igual numero de lados; em
se¢des poligonais ndo-convexas © nucleo tem ainda forma
poligonal porém com um numero menor de lados. Por extenséo,
pode-se mostrar que numa secdo transversal circular com didmetro
D, o nuUcleo central resulta na forma de um circulo com didmetro

D/4, conforme ilustra a figura 3.12b 7).

Exemplo 4: Pede-se determinar o nucleo central para a segdo

retangular ilustrada na figura 3.13.

LNy 4 B B A
1 ) | \
| I
| \ 4
P | | e
r Rt
z cc z 2| |ce Z P \ce Z cc
hl = —, | - | < |«
Lez J‘24 | | P
P ey |
vy LN3 vy vy | ! vy

Figura 3.13 - Determinacdo do nucleo central para secédo
retangular3

Como a secdo retangular é um poligono convexo, O nucleo
serd também limitado por um poligono de quatro lados. Como
estratégia de solucdo, é mais simples determinar as posicgdes dos
vértices do nucleo e uni-los, posteriormente, por segmentos de
retas.

Os vértices, por sua vez, sdo pontos de aplicacdo da carga
que provocam linhas neutras coincidentes com os lados da secédo

retangular.

%
()Nas secbes vazadas, na definicdo de convexidade considera-se somente o contorno

externo.
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Seja como primeiro vértice a determinar, aquele que
provoca a linha neutra L.N.1 (v.fig.3.13).

Neste tipo de problema, em lugar das (3.41la,b), é mais
conveniente trabalhar com a (3.39), impondo-se  que as
coordenadas de dois pontos da linha neutra dada a satisfacam.
Com isto, monta-se um sistema de equacdes nas incdgnitas e, e
e,. Por conveniéncia, normalmente os dois pontos da linha neutra
que servem a verificacdo, coincidem com os vértices da secdo.

A L.N.l1 passa pelos vértices A e B de coordenadas dadas

por:
B(y.z)=(-h/2;-b/2) ; A(y.z)=(-h/2; b/2)
Substituindo-se na (3.39) e resolvendo-se o sistema,
, 1 h
obtém-se: €,=0; & 5

Os outros vértices sdo obtidos das expressdes das linhas

neutras que se confundem com os outros lados do reténgulo.

Assim para uma linha neutra L.N.3 passando por C e D,
chega-se a e,’= -h/6. Analogamente para linhas neutras passando
por B e D e por A e C, resultam e, = -e,* = b/6.

A regido do nlcleo central ¢é definida pela unido dos

vértices (ezﬂ ef, ey% ef), gerando-se o losango ilustrado na

figura 3.14.

b b
Ly

AR
|>

o> &

Figura 3.14 - Nucleo central da seg¢do retangular

Exemplo 5: Outro caso interessante diz respeito a obtencdo do

nucleo central para uma secdo transversal eliptica.
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Seja entdo uma viga em balanco com uma carga P de direcéo
axial e excentricidade e aplicada na extremidade 1livre, como

ilustra a figura 3.15.

Figura 3.15 - Nucleo central para secdo transversal eliptica

Na figura estd representada uma 1linha neutra genérica
tangenciando o contorno da secdo transversal.

Geometricamente as coordenadas do ponto de tangéncia podem
ser determinadas impondo-se a intersecdo da reta com a elipse,

cujas expressdes, respectivamente, sédo:
y=A-tangz=1 -z (3.44 a)
y2 7 2
() + ) =1 - b?y* + a?z? = a’b’ (3.44 D)

com uma substituicdo de (3.44a) em (3.44b), chega-se a uma
equacdo do segundo grau em z, cujo discriminante deve ser nulo
(0=0) para garantir condicdo de solucdo unica; de tal condicgdo

resulta uma relacdo para A:
b?(A—py)’ +a’z? =ah?

64748 6478 64748
— z°(@*+ B°b*)-24pb*z+b*(1*-a*)=0

A=B’-4AC =0 — A%=a’+p%p’ (3.44 c)
1 1 1
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e levando-se em conta o

valor de A4* definido pela (3.44c), a raiz da equagdo do segundo

grau resulta:

2 B’
7]=—"°
2’ + f0°)
Apb?
_po’
A

coordenada do ponto de

A outra
(3.44a) :

pela substituicdo de A e z na

questdo do nucleo ¢

Voltando a
intersecdo verifica também,
por se localizar sobre a linha neutra.

dadas na (3.40):

Entdo, como B=4 e A=/ segue que:

eyl
i ylz e
ezly z

ﬂ:

Iz — Iy

ARy

No caso da secdo eliptica séo

I,=(mab’)/4 e A
2 b2

—.a .  _pb
&=y Ty,

nmab, de modo que:

entral, e}

conhecidos:

(3.44 d)

intersecdo determina-se

(3.44 e)

ponto de

a condicdo de tensdo normal nula,
Entdo valem as relacdes

(3.45 b, c)

I,=(mba’)/4 ,

(3.46 a,b)
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As duas Ultimas relacdes podem ser combinadas da seguinte

forma:

ﬂZbZ
2
£,

4ez

de a’

+ y =—
(—) ("~ ) i
=2 +/12 (3.47 a)
=1

0 que mostra que o contorno do nucleo central é também uma

elipse. Os raios principais dessa elipse resultam de:

4e, a
p/ ey =0 — =1 > e =~ (3.47 b)
a 4
4e, b
p/ e, =0 > — =1 > ¢ = — (3.47 )
b 4
A figura 3.15 ilustra o nucleo obtido.
b/4 b/4
o /4, b/
a
b b
Figura 3.16 - Nucleo central para seg¢do eliptica
0

Exemplo 6: Outro problema de interesse é o da anadlise inversa,
onde se conhece a linha neutra e se deve determinar o momento ou
a forca normal gue a provoca.

Considere-se uma secdo em té e uma linha neutra definida
sobre ela, como ilustrado na figura 3.17. Deseja-se determinar o
valor médximo do momento aplicado, sendo que as tensdes de tracéo
e de compressdo ndo devem exceder 0.8 kN/cm? e 1.2 kN/cm® (em

médulo), respectivamente.
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| B | S
{c 6
‘ 1
21 z: A
. ﬂ
o
Y 36
cm |
(cm) N
A
|
‘ 15 6 15

Figura 3.17 - Analise inversa

Com os dados geométricos da secao, calculam-se as
coordenadas do centro de gravidade em relacdo a um sistema

auxiliar posicionado no ponto C:

Zcg,aux = 18 cm (imediato);

=(6.36.21)/(3.6.36)= 10,5 cm

Yeg, aux

Com os novos eixos posicionados no c.g. resultam:

I,= 71604 cm®; I,= 23976 cm".

Por outro lado, em funcdo da L.N. dada:

tang=—tana 2 > tana =——tang L= (122376,
ly I, 3 7171604
soo = -39,9° - cosa = 0,77; sena = -0,64.

Com esses valores, a equagcdao geral da tensdo normal,

referida aos eixos principais de inércia, resulta:

CcOoSs sen
G:M( ay+ az}zM(OJ7y_Oﬁ4 j

Z
I, ly 71604° 23976

Entendendo-se que os pontos A e B sdo os mais afastados

da linha neutra, impde-se a condicdo de que os valores das
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tensdes normais que lhes correspondem ndo excedam os limites
impostos, (onde A pertence a regido tracionada e B a
comprimida) obtendo-se:

No ponto A: ox= 3,866.10° M < 0,8 -~ M < 2069,6 kN.cm ;
No ponto B: o= -6,257.107* M = -1,2 -~ M < 1918 kN.cm

A resposta procurada é: M < 1918 kN.cm 0

3.7 Vigas compostas por dois materiais

Um estudo de interesse refere-se a determinacdo das
tensdes normais em vigas cuja secdo transversal é composta de
dois materiais distintos.

Uma primeira particularidade neste tipo de secdo é que o
centro de gravidade tem posicdo diferente daquela do centro
geométrico. Entretanto, a hipdtese cinemdtica geral ainda se
mantém isto é: as deformacdes se ddo com a secdo permanecendo
plana.

Por exemplo, considere-se a secdo 1lustrada na figura
3.18, submetida a um momento de flexdo M, onde também aparecem
0s diagramas de deformacdo e de tensdao normal. Na mesma figura
R e R, sdo as resultantes de tensao normal correspondentes a

cada um dos materiais.

I ¢, £z,

Ee
h +——

2ld EFze,

1 £/
Th,—c Fres

h, | —
Ry

& E,S

(e) (o)

Figura 3.18 - Secdo composta por dois materiais



135

Nesse caso, as expressdes do campo de deslocamentos,

da
deformacdo ¢, e das tensdes correspondentes a cada material, em
ponto da secgdo em questdo, sdo:
d=(yv)e +v(x)e, — g=—yV’
1 . ) . (3.48 a,b,c,d)
- o, =—YEi1V , O, =—YEyV
onde y é uma coordenada medida a partir do centro de gravidade.
Das relacdes para as tensdes normais resulta:
1
o
xzzézn (3.49)
o, E:

Uma primeira condicdo que deve ser verificada é que o

esforco normal resultante das tensdes [ deve ser nulo:

N= J. ledAl"' _[ GXZdAzz'V” E1J. ydA1+E2I ydA: |=0

AL A2

(3.50)

AL Az

Desta condicdo obtém-se a posicdo do centro de gravidade.

De fato, as integrais que aparecem na (3.50)

estdticos de cada uma das partes da secéo,
material,

sdao momentos

ocupadas por certo
em relacdo ao centro de gravidade.

Tomando-se partido da geometria indicada,
resultam

Considerando-se que E; = nE;, e que d=h +h,—Cc, segue que:

tais integrais

2 2
nbhlc—nbh?l—bhz(hl+h2—c)+bh72:0 (3.52)

O g preciso notar que o momento estdtico da drea A; é positivo e o de A, negativo.
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2
bm(h2+mj+nbhl
2 2

nbh, +bh,

(3.53)

A (3.53) determina a posigcdo do centro de gravidade da
secao.
Mas aquela mesma relacdo também define a posicdo do c.g.

de uma secdo com a geometria indicada na figura 3.19:

—
h2 ;;;;;;
Y
h S 1:1113 @ux S I
7 : c

Figura 3.19 - Segdo equivalente

A secdo assim definida é denominada de secdo homogeneizada
e estd, no caso, ocupada por um material com mbédulo de
elasticidade longitudinal E;.

Uma segunda condicdo a ser verificada é a de igualdade
entre o momento das tensdes normais e o momento de flexdo
oriundo do carregamento externo.

M.=[o, yda+ [ o, ydA,

Ar A2

(3.54)
=—V'|E: | Y dA+E: [ Vi dA,

AL Az

Reconhece-se no termo entre colchetes o0os momentos de
inércia de cada uma das partes da secdo original. Adotando-se,

por conveniéncia a notacgédo:

|Zl=jyzo|A1 e |Zz=jyzo|A2
A A

1 2
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a (3.54) fornece:

I\/Iz =_V”E2(n|zl+|22)

M 3.55
_V”EZZ—Z ( )
(nlzl+|22)
Observe-se que da geometria dada resulta:
3 2 3 2
h h
I22+nI21=%+bh2 h—c—h—2 +n b—l+bhl c——= (3.56)
12 2 12 2

a qual coincide com o momento de inércia da secdo homogeneizada
em relacdo a um eixo horizontal gue passa pelo seu centro de
gravidade. Desse modo, denotando-se por Iy aquele momento de

inércia resultam:

(3.57)

Finalmente voltando nas expressdes 3.48c e 3.48d obtém-se
as relacgbdes que permitem estimar as tensdes normais nos

materiais 1 e 2, respectivamente:

M
o, =n—~ty ; o,="—%Yy (3.58 a,b)

Exemplo 7: No sentido de exemplificar a aplicacdo das expressdes
deduzidas, sejam os seguintes dados: E;=3.10" kN/cm?, E,=10*
kKN/cm®>* O exercicio consiste em determinar o maior momento

(atuante num plano vertical) que se possa aplicar na secdo de

modo que Oy'max < 20 kN/cm? e G.%max< 8 kN/cm’
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E2

12
c9

= e C

6 | 12

Figura 3.20 - Secdo retangular com dois materiais

Por serem dois materiais, tem-se que: n = 3.

Para a secdo equivalente homogeneizada (v.fig.3.20) wvalem:

c = 6,5 cm;

Iy = 2241 cm®.

Finalmente, com as (3.58 a,b) resultam:
Ox' = 2(M,/2241) (6,5) < 20 - M < 3447,69 kN.cm

|o.2|= (M./2241) (8,5) < 8 - M < 2109,18 kN.cm

M = 2109 kN/cm? 0

Uma particular aplicacdo do estudo anterior é no caso de
vigas em concreto armado.

Uma hipdétese usualmente empregada sobre a resposta do
material, diz respeito a ndo consideracdo da resisténcia a
tracdo do concreto, de modo que este esforco, gquando houver,
deve ser totalmente absorvido pela armadura.

Na figura 3.21 ilustra-se uma secdo transversal tipica de
uma viga em concreto armado, sendo a A&rea total de armadura
indicada por Ag; indica-se, também, o momento de flexdo

aplicado.
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A hipdétese de secdo plana na deformacdo continua véalida e
por este motivo o diagrama de deformacdes longitudinais é linear

conforme indicado na figura.

B o Ee Ec & B
d—c
& L3
d—c
o
cc T h
’ Z
T— o o o o | — e Tt 4’}% +—
b t
As (&) (o)

Figura 3.21 - Seg¢do retangular em concreto armado

Tomando-se partido da simetria da segdo, a posicdo do
centro de gravidade segundo o eixo y fica determinada uma vez
conhecido o wvalor da coordenada c¢ (uma medida marcada, por
conveniéncia, a partir do c.g. da armadura). Para determiné-la,

impde-se que a resultante das tensdes normais seja nula,

obtendo-se:

Ecgc(d_c)b—EsgsASZO (3.59 a,b)
ou ainda,
#b:ngsAs (3.59 c)

onde n=E.,/E. e os sub-indices ¢ e s referem-se ao concreto e ao

ago, respectivamente.

Por outro lado, do diagrama de deformacdo, (v.fig.3.21),

vale a proporgdo:

gcz(déc)gs (3.59 d)
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e substituindo-se 3.59d em 3.59c, resulta uma expressdo a partir

da qual pode-se determinar o valor da coordenada c:
n
CZ—Z(d+TASjc+d2=O (3.60)

Observa-se que essa relacdo ¢é exatamente igual aqguela
obtida para o calculo do momento estdtico de uma secgédo

homogeneizada com as caracteristicas indicadas na figura 3.22:

b

n A —

S

Figura 3.22 - Se¢do homogeneizada

Conhecida a coordenada ¢, ou, o0 qgque significa a mesma
colisa: a posicdo da 1linha neutra, d9que neste caso de flexdo
normal passa pelo c.g. e é horizontal, pode-se determinar o
momento atuante seja em funcdo das resultantes de tensdo normal

na armadura, ou de tensdo normal em mdédulo no concreto.

Portanto, considerando-se ainda que R =R;:

=R.h
Lo (3.60cC)
h

Exemplo 8: Adotando-seg¢= 1,25 cm, d = 40 cm, b = 12 cm,

Os(mdx) = 15 kN/cm’ e Es = 21000 kN/cm’, pede-se determinar a
posicdo do centro de gravidade da secdo homogeneizada e o

momento maximo que se pode aplicar.

Com os dados fornecidos, obtém-se os seguintes resultados:
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E. = 21000/10 = 2100 kN/cm’ A, = [4 m(1,25)%]/4 = 4,91 cni’

c? - 88,18¢c + 1600 = 0 - c = 62,64 cm e c = 25,54 cm

Entre os valores de ¢ determinados, toma-se ¢ = 25,54 cm
que implica na L.N. dentro dos limites da secd&o. Quanto ao valor
do momento fletor aplicado, pode-se determind-lo pelo uso da

expressao 3.60c:

M, = Rch = R¢h = (15. 4,91) [d-(d-c)/3] = 2591 kN.cm

3.8 Vigas em regime elastopldstico

Admita-se agora, qgue a secdo transversal seja composta de
um Unico material, o qual apresenta uma resposta elasto-pléastica
perfeita a partir de um determinado nivel de tensdo, conforme
ilustrado no diagrama o—& da figura 3.23.

Dada a distribuicdo inicialmente linear das tensdes na
secdo, observa-se que a plastificacdo se inicia nas fibras mais
afastadas da 1linha neutra e evolui progressivamente para o
interior da secdo na medida em gque cresce a intensidade do
carregamento (v.fig.3.23).

Tal consideracdo leva a idéia de se determinar os valores
dos momentos fletores correspondentes aos limites eléstico
(limiar da plastificacédo) e de plastificacdo total da secéo.

Dentro dos limites do regime eladstico, wvalem as seguintes

relacdes, j& considerando a forma retangular da secédo:

G==sz
2 (3.61 a)
_12Mh _6M
2bh®  bp®

O limite ¢é atingido gquando na fibra mais solicitada a

tensdo normal iguala a tensdo de plastificacdo. Portanto,
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nessas condigdes o=0, € M=M,, de modo que da (3.61)

resulta:

__O'pbh2

M=M-. 5

(3.61 b)

Numa situacdo Gltima, a secdo transversal encontra-se
totalmente plastificada e o diagrama de tensdo normal apresenta
uma forma retangular, conforme indicado na figura 3.23,
exaurindo-se toda a capacidade de suporte adicional de carga da
secdo. O momento da resultante das tensdes normais é igual ao

momento de plastificacdo total, podendo ser determinado por:

bh opbh
= g,—h==" 3.61 ¢
Mp O'p2 4 ( )
- -0, -0, -0, g
Ry o,
h
4
h cc h >
e &
4> g
R P

Figura 3.23 - Resposta elastoplastica

Comparando-se os dois valores limites do momento fletor,

conclui-se que M,=1.5 M,. Portanto, a secdo estara totalmente
plastificada (0'=ca,=cm.), quando o momento atingir um valor 50%

maior que o momento eldstico limite, correspondente a iminéncia
de plastificacdo das fibras de base e de topo da secédo
transversal.

Deve-se ressaltar que durante o processo de plastificacédo
da secdo a posigdo da linha neutra permanece inalterada. Isto
porgue o material é homogéneo, com resposta elastopléastica que
apresenta tensdes de escoamento iguais na tragcdo e na

compressdo, e a secdo transversal é duplamente simétrica.
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No entanto, para o caso da secdo em concreto armado, em
virtude da existéncia de dois materiais diferentes a
determinacdo da posicdo da linha neutra torna-se um pouco mais
complicada. De qualquer modo, sua posigcdo pode ser obtida
impondo-se, em qualquer instante do processo de plastificacdo, a
igualdade entre as resultantes das tensdes de compressdo (Rg;) e
de tracdo (Rg).

Considerando-se, entéo, os diagramas de tensdo e de
deformacdo da secdo, para diferentes niveis de solicitacdo, como

ilustrado na figura 3.24, consideram-se duas situacdes:

& O.=E8,
c
< IE
c (a)
d
z
T ce
d—c v o =F d-c
= > R
©0 0 0 O « ﬂ —p t
&
s S
€
c (b) ¢
d z
-+ ¢ATCG
d-c y .
oo o0 o a GOL

Figura 3.24 - Respostas elastica e elastoplastica de secéo
retangular em concreto armado

a) Dentro dos limites do comportamento elastico (v.fig.3.23a):

bc
055205% (3.62 a)
sendo:
. A, a &rea de armadura;

. O a tensdo de compressdo limite do comportamento

c

eldstico do concreto;

.0, a tensdo na armadura.

Mas, é possivel escrever essa mesma condigdo envolvendo-se

dados geométricos da secdo e a relacdo entre os mbédulos de
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elasticidade dos dois materiais, fazendo-se uso da seguinte

proporgdo extraida do diagrama de deformacdo:

oy e Y (3.62 b)

onde:
.. € a deformacdo especifica longitudinal do ponto mais

afastado da linha neutra e pertencente a zona comprimida de

concreto;
.&, € a deformacdao especifica longitudinal do ponto

pertencente ao c.g. da armadura.

Combinando-se as duas ultimas relacdes resulta:

+2nAac—2nAad=0
b b

c? (3.62 c)

onde:
.E, é o médulo de elasticidade longitudinal do aco;
.E. é o médulo de elasticidade longitudinal do concreto.

Ainda dentro do regime elédstico, o momento atuante pode
ser calculado pelo momento das resultantes das tensdes de

compressao e de tracdo:

M, = Rc(d —EJ: R, (d—EJ
3 3

bc C
_o 2%q_C 3.62 d
G°2[ 3) ( )
Cc
—o. Ald-C
O-a a( 3]

b) No regime de comportamento pldastico (v.fig.3.24b):



145

Nesse regime de comportamento, admite-se ainda que as
se¢des permanecam planas apds a deformacgdo, mas outra
aproximacdo com relagcdo a distribuicdo de tensdes normais é
adotada.

Em lugar de se admitir a possibilidade de plastificacéo
total da =zona comprimida, como no caso do material homogéneo,
define-se um estado dito limite em que a armadura se mantém em
regime eldstico, porém o concreto comprimido em parte se
plastifica, sendo que as tensdes limites de compress&o espalham-
se por uma regido de comprimento igual a 80% do wvalor da
disténcia entre da linha neutra e a borda mais comprimida
(desprezando-se a porcdo restante do diagrama de tensdes de
compressédo, v.fig. 3.24b).

Nessas condic¢cdes passa a interessar diretamente o calculo
do comprimento da zona em compressdo limite. Assim, sendo h" o

comprimento incdégnito e ¢ a distdncia da Dborda comprimida a

linha neutra, por definicdo h =08c e da igualdade entre as

resultantes de tensdes de compressdo no concreto e de tracdao na

armadura resulta:

b Zoa Ay — K =Jaka (3.63 a)

O'cb
Uma expressdo alternativa, e Dbastante Util, pode ser
obtida introduzindo-se a proporcdo entre as deformacgdes, tirada
do diagrama de deformacdes (v.fig.3.24Db):
_gp (018d 'h*) Eaé‘g(oan'h*)Aa
=& =
h

(3.63 b)
O_cb

*2_

&a _>(h)_
Por outro lado, o chamado momento de plastificacdo da
secdo pode ser calculado tomando-se os momentos das resultantes

de tensodes:
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h* h*
M p=Ri(d _E): R:(d '?)
. h”
=O'ch b[d—?] (3.63 C)

h*
) O-a Aa [d ) 7}

Exemplo 9: Um exercicio interessante consiste em determinar a

altura Util de modo que seja atingida a deformacdo ultima &f =
0,0035 na fibra mais comprimida do concreto.

Dados complementares:

E, =21000kN/cm?; o, =1667kN/cm? ;
A, =491cm?; b=12cm ; d =40cm.

Nesse caso, aplicando-se a (3.63b) resulta:

(h f +1804n" —57742=0
h™ =1665cm.

Com esse valor de h" a deformacdo no aco resulta igual a
&= 0,0032 (3,2 %) e a tensdo correspondente 05::612kNlcm2.

Observa-se que o valor da tensdo no aco resultou
excessivo, pois se sabe gque os valores limites compativeis com o
regime eldstico estdo entre 25 e 30 kN/cm% caso ndao ocorram
variacdes significativas de temperatura. A deformacdo ou a
tensdo no acgo deve, portanto, ser a limitante a ser imposta

quando do dimensionamento da secdo em estudo.

0
Exemplo 10: com os dados e resultado do exemplo anterior,

calcular e comparar os valores dos momentos limites do regime
elastico e pléastico supondo que a armadura se mantenha sempre em
regime elastico. Dado complementar: n = 10.

No regime elastico, a (3.62c) fornece a altura da linha

neutra a partir da borda comprimida:
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, 210491 210491
C™ + C—

40=0 — c=1446cm
12 12

Com a (3.62d) determina-se o momento méximo do regime

eldstico:
bc c
M.=c.—|d-—
oy (a-2]
:15611214A6(40_1{f6j

M, =50880kNcm

O momento de plastificacdo resulta:

. h*
M_=c.hbld-—
16 65

=1561165512{40———§—;

- M, =105500 kNcm

Vale ressaltar gque esse exemplo serve, sobretudo, para
ilustrar a aplicacdo das relagdes deduzidas. A rigor o resultado
obtido ndo é totalmente valido uma vez gque, como observado no
exemplo anterior, a tensdo atuante na armadura devera superar o

limite elédstico do aco.

3.9 O efeito da forgca cortante em barras prismaticas

Seja uma viga Dbiapoiada, composta por um material
homogéneo de resposta elastica linear e submetida a um
carregamento concentrado P, aplicado a uma disténcia x do apoio
esquerdo.

Por equilibrio, conclui-se que tal carregamento provoca,
ao longo da viga, uma distribuicdo de momentos de flexdo M e de

forca cortante V.
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Na figura 3.25 representa-se a viga em guestdo e o0s

diagramas dos esforcos M e V.

P P
l v(x) l
W
P(L—x) M i T
x ! L—x TL | ‘%x
L \/
P(L—x) F“““* !
L Px
| L

Figura 3.25 - Viga em flexdo simples

Nesse caso em estudo, devido a existéncia de momento e
cortante, a flexdo ndo é mais pura, passando a ser denominada
de flexdo simples. Uma primeira duavida gque surge ¢é sobre a
possibilidade de extensdo, também para esse caso, das hipdteses
cinematicas adotadas na flexdo pura. Tais hipdteses, em resumo,
afirmam o seguinte:

a-) os deslocamentos verticais sdo iguais para todos os pontos

contidos numa mesma secdo transversal, isto é: v=V(X);

b-) as secgdes transversais inicialmente planas e ortogonais ao
eixo, permanecem planas e ortogonais ao eixo deslocado.

Primeiramente é importante salientar que a forga cortante
é resultante de uma distribuicdo de tensdes tangenciais, ou de
cisalhamento, na secdo transversal. Tais tensdes provocam
distorc¢cdes angulares em elementos de lados dx e dy contidos em
planos longitudinais (v.fig.3.26).

Por sua vez, para que se preserve a continuidade do meio,
é necessario que haja uma compatibilidade entre as distorgdes de
elementos adjacentes ao longo da altura da viga, o que acaba por
impedir que esta se mantenha plana apbdés a deformagdo e
invalidando, conseqiientemente, a hipdétese cinemédtica (b),

conforme ilustrado na figura 3.26.
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secac plana

segcao deformada

Figura 3.26 - Distorcdo da seg¢do provocada pelo cisalhamento

Porém, se este efeito for muito pequeno, ¢é possivel
despreza-1lo, observando-se, mesmo na flexao simples, as
hipbdteses cinemdticas da flexdo pura. Assim sendo, continua
valendo a expressdo representativa do vetor deslocamento de um

ponto qualquer no plano (x,y), aqui reescrita na forma usual:

d=—(yVv)e, + v(xk, (3.64)

Portanto, do mesmo modo como na flexdo pura, as Unicas
componentes ndo-nulas de deformagcdo e de tensao, para um

material eldstico linear, resultam:

ex=—YyVv" (3.65 a)
ox=—YEV" (3.65 b)

Impondo-se ainda a 1gualdade entre a resultante dos
momentos das tensdes na secdo e o momento aplicado pelo

carregamento externo, obtém-se:

M, =jaxydA=—Ev"j y? dA
A A (3.65 ¢)

Combinando-se as (3.65 b,c) resulta:
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o, =—21y (3.65 d)

Assim sendo, simplesmente estendendo-se o modelo de
deslocamentos da flexdo pura (3.64) para a flexdo simples, as
tensdes normais continuam tendo uma distribuig¢do linear ao longo
da altura da secdo, porém ndo ¢é possivel recuperar uma
distribuicdo de tensdes de cisalhamento, apesar da existéncia da
forca cortante.

Esta inconsisténcia pode ser contornada, dentro de certos
limites, determinando-se as tensdes de cisalhamento diretamente
a partir de uma condicdo de equilibrio; por conseqiiéncia, a
distribuicdo de tensdes de cisalhamento resulta fortemente
influenciada pela distribuicd&o de tensdes normais.

Vale ressaltar, desde J&, que essa forma aproximada de
introducdo de tensdes tangenciais no estudo da flexdo simples, é
razoavel desde que se garanta gque sua intensidade seja bastante
inferior a das tensdes normais.

Passando, entdo, a questdo da determinacdo das tensdes de
cisalhamento, de inicio ¢é conveniente recuperar as relacgdes
diferenciais de equilibrio de um elemento de viga de comprimento
dx, submetido a acdo de forcas distribuidas por unidade de
comprimento e solicitado nas suas extremidades por forcgas

cortantes e momentos fletores (v.fig. 3.27 a).

a) b) T

p(x) T

T+dT
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Figura 3.27 - a) elemento diferencial de viga
b) dedugcdo de tensbes tangenciais
por equilibrio

As relacgdes diferenciais de equilibrio resultantes sédo:

2
d_M:V(X) : d_V=—p(X) ; el =—p(x) (3.66 a,b,c)
dx dx dx?

Considere-se, em seguida, uma parte dagquele elemento de
comprimento dx, extraida por um corte longitudinal, segundo um
plano z-x, realizado numa disténcia y a partir do centro de
gravidade da secdo (v. fig. 3.27b). O novo elemento resultante
tem area AA nas faces ortogonais ao eixo da viga e largura b na
linha correspondente ao plano de corte longitudinal.

Nas faces do elemento, as resultantes das tensdes normais
devidas a M e M+dM s&o indicadas por T e T+dT, respectivamente.
Como as resultantes sdo diferentes, o equilibrio do elemento na

direcdo x somente é verificado se houver na face superior de
drea bdx uma distribuicdo de tensdes de cisalhamento 7,; por
simplificagdo essa distribuicdo é suposta uniforme na largura da
face ) (v.fig. 3.27 b).

Impondo-se, portanto, o equilibrio em questdo, pode-se
obter a expressdo das tensdes tangenciais através do seguinte

procedimento:
T+dT-T—-7z,bdx=0 — dT =7, bdx (3.67 a)

Levando-se em conta a (3.65d) resultam:

aszy — szMydA (3.67 b)
1, I

z

® No final deste item, comenta-se sobre a validade de tal hipodtese.
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M + dM
O'X+dO'X=|—y
z

(3.67c)

— T+dT :jMydA+jd_MydA

AAIZ AA I,

Assim sendo, a (3.67a) assume a forma:

'[dI—MydA:rH(bdx)

A (3.67 d)

dM dm
—_— = bdx) .. =

Ms

Finalmente, levando-se em conta as relacdes diferenciais

de equilibrio (3.66 a,b), obtém-se:

vax YV Ms (3.67 e)

“haxt, M7 b

TH
z

Idealizando-se a viga como a composigdo de um conjunto de
lé&minas superpostas ao longo da sua altura, pode-se interpretar
que as tensdes de cisalhamento horizontais 7, tenham o papel de
oferecer resisténcia ao escorregamento relativo entre as
lé&minas.

Por outro lado, do equilibrio de momentos de elementos
infinitesimais com espessura unitdria, e dispostos em planos
longitudinais, ¢é possivel demonstrar a 1igualdade entre as
tensdes tangenciais horizontais e tensdes de cisalhamento
verticais contidas nos planos das segdes transversais, como

ilustram as figuras 3.27b e 3.28.

-—
7, -+
u% J}
—
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Figura 3.28 - Igualdade de tensées tangenciais

Consequentemente, a expressdao da tensdo tangencial
vertical resulta:
Vv
M (3.68)

T :T =
VYT b,

Uma verificacdo sobre a validade da (3.68) consiste em
determinar sua resultante em toda a adrea A da secdo transversal

e mostrar que ela é igual a forca cortante atuante. Assim

obtém-se sucessivamente:

procedendo,
[ 2y dA= [V Ms g4
A A blzy y (3.69 a)
AR/ VAR :
== [ Mshdy = = [ m.dy
l, 5, b l, 5.

onde ys e y; sdo, respectivamente, as ordenadas dos pontos

pertencentes as bordas superior e inferior da secéo.

Considerando-se, por outro lado, que o momento estédtico da

parte de secdo abaixo da ordenada y é dado por:

Yi y
M.=|ybdy =—[ybdy — dMm.=—ydA (3.69 b)

y Yi

e integrando-se por partes a (3.6%a), chega-se a:

Vv Vs
ffxydA=— Msyl—jydMs (3.69 c)

A I Yi A

O primeiro termo dentro dos colchetes é nulo, pois envolve

o momento estdtico de toda a secdo com relacdo ao centro de

gravidade. De fato:

M.(7.)= [ybdy=0 & M,(y)=0 . M.(y,)y,~M.(y,)y, =0

Ys
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Portanto, segue que:

Jry =" 0+ [y dA
A (3.69 d)

Ressalta-se que a (3.68) vale quando a deformacéo
associada ao cisalhamento for pequena. Entd&o a dquestdo dque
segue diz respeito ao estabelecimento de um critério para se
avaliar previamente se a influéncia das tensdes de cisalhamento
serd significativa ou ndo. Para a estrutura estudada, conforme
ilustra o exemplo seguinte, um critério bastante simples pode
ser estabelecido observando-se gque quanto menor a relacdo entre
a altura da secdo transversal e o vdo, menor a intensidade das

tensdes de cisalhamento no confronto com as tensdes normais.

Exemplo 11: Seja uma viga isostéatica, submetida a um
carregamento uniformemente distribuido ao longo de todo o véo.
Para a viga em questdo adota-se uma secdo transversal
retangular que pode ser disposta de dois modos: casos A e B na

figura 3.29.

p(kN/cm)
ENRENEENERRREEEN I I T
s> | 30 |
x T T
L L caso A
2 d fop o
L=100cm
‘ | M=pL? 30
pL 8
2
PrL _50
2 b caso B

Figura 3.29 - Viga cuja secdo transversal pode ser disposta de
dois modos

O que se pede no exemplo é comparar as intensidades das
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méximas tensdes normais e de cisalhamento considerando-se as
duas disposig¢des para a secdo adotada.

Dado complementar: p = 0,10 kN/cm
e CASO A: segdo transversal de (30x10) cm?

A maxima tensdo normal ocorrerd na secdo mais solicitada
ao momento fletor, que é, no caso, a secdo central. Assim sendo,
levando-se em conta o diagrama de momentos indicado na figura
3.29, e considerando-se a fibra mais afastada do centro de

gravidade segue que:

M 1250.0.1

= — 12.(5) - =0,25 (kN/cm?
o 30.10° (5) o, ( )

X
|

z

J4& a tensdo de cisalhamento méaxima ocorre nas secdes
adjacentes aos apoios, onde a forca cortante é maior em méddulo,
e no ponto em que é madximo o quociente entre momento estédtico e

a correspondente largura da secao.

Z T . h/2
< Cg mar | |
Y
‘::;::‘:H‘:H:H:‘:::mW:H::‘::H;W:‘:::‘:y ‘:H:H:‘:::H“ ij—y h/2
Yi
v y
b=30cm

Figura 3.30 — Distribuicdo das tensbes de cisalhamento na secdo
retangular

No caso da secdo retangular, cuja largura é constante,

para o momento estatico vale a expressdo:

h h y) b(h® ,
M.=b|—— AL A P L
s (2 yj(y+4 2) 2(4 y)
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O momento estdtico méximo ¢é obtido com referéncia ao

centro de gravidade; conseqgiientemente é na altura do c.g. que a

tensdo cisalhante é maxima (v.fig.3.30). Portanto, em y = 0:
bh?
Msméx :T

Finalmente, para a tensdo de cisalhamento resulta:

~0,1.100.30.10%.12

T ———— =0,025kN/cm’
2.30.30.10°.8

ou ainda: 7., =10% o,
e CASO B: secdo transversal de (10x30) cm’

Procedendo-se de forma andloga ao caso anterior, resulta:

M  1250.0,1.12

Onax =7 Y= "5 -
1 10.30

__50.0,L10. 302,12
max 10.10.30%.8

15 = o, =0083kN/cm’

=0,025 kN/cm?

portanto, 7., =30%0,,,

max

Os resultados obtidos mostram que, para secdes
transversais onde a altura e a largura sdo muito menores que o
comprimento da peca entre os apoios (no caso A, h=L/10) a
influéncia da cortante é pequena e pode ser negligenciada. Por
outro lado, gquando as dimensdes da secdo sdo significativas
quando comparadas ao vao, tal influéncia deve ser levada em

conta (da ordem de 30% no caso B).

Como regra geral, a partir desse exemplo, as tensdes de
cisalhamento poderdo ser calculadas pela relacdo (3.68) quando a

razdo entre a altura e o vdo for menor ou igual a 1/5.
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Exemplo 12: Trata-se de uma viga biapoiada submetida a um
carregamento uniformemente distribuido e com secdo transversal
em T. Pede-se:
a-) o valor da carga distribuida que pode ser aplicada de modo
que as tensdes de tracdo e de compressdo ndo ultrapassem, em
médulo, respectivamente os valores 1,0 kN/cm’ de 0,8 kN/cm’;
b-) o valor em médulo da maior tensdo de cisalhamento, indicando
o ponto e a sec¢cdo onde ela ocorre.

As dimensdes da viga e de sua secdo estdo indicadas na

figura 3.31, bem como os diagramas de momento fletor e cortante.

p(kN/m)
ARENNARERRRNEEEY
=%
6m 2m
N | 2p
M, Tj
8 maxr ez
ER 2p
10p
x 3
(4) (B)

Figura 3.31 - Viga com seg¢do transversal em T

Com as medidas da secdo podem ser determinados: a posicgédo
do centro de gravidade e o momento de inércia segundo o eixo
horizontal =z que passa por ele. Observa-se que para a
determinacdo do centro de gravidade utiliza-se um eixo auxiliar
com origem na borda superior da secdo, conforme indica a figura

3.31.

As grandezas geométricas de interesse resultam:

Yaueg =1(24.6).3+(6.36).24]/[(24.6)+(6 .36)] =156 cm

_24.6° 6.36°

I, +24.6.126% +
12

+36.6.84% =618624cm*
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O valor maximo do momento ocorre na secdo A e o minimo (ou

mais negativo) na secdo B (v.fig.3.31). Considerando-se que a

: 8
secdo de momento maximo encontra-se em X:vg(m), resultam:

8p) 8 8p)4 32p 320000p
M_.. =|—|——-|—|—=—— (kN.m ou M_,=——— (kN.cm
= 22) 2 (22) 5= 3P ) s = 20000 (e cm)

Nas relacgdes acima, p deve ter unidades de kN/cm.

As tensbdes extremas em cada secdo encontram-se nos pontos
mais afastados do <centro de gravidade. Assim, na secdo A,
considerando-se as bordas superior (I) e inferior (II) e ja

impondo as limitacgdes sobre as tensdes normais tem-se:

o) =(3zgc’$}(—15,ﬁ) >-08 . p<00892KkN/cm
z

S :[%j.(%,@ <10 .. p<00659 kN/cm
z

Analogamente, para a secdo B resultam:

ooy = ~200P | (Ci56)<10 - p<01983KkN/cm
() I

z

o) :(—Zoolﬂ}(zw) >_08 . p<00937 kN/cm

z

Portanto, conclui-se que: Ppa =00659 kKN/cm.
A maior tensdo de cisalhamento em mbédulo ocorre na secdo B
na altura do centro de gravidade, pois 14 a relacdo M /b &

maxima em médulo. Nessas condicdes resulta que:

1000p.6.264.132
Tmax = 3

}/(6 618624) — 7., =0124 kN/cm?.
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O diagrama da figura 3.31 ilustra a distribuicdo da tenséo

de cisalhamento na secéo.

Duas questdes restam para ser discutidas: a aproximacdo
gerada pela hipdétese de distribuicdo uniforme das tensdes de
cisalhamento na largura da secdo e a possibilidade de né&o
coincidéncia entre as direcdes da forca cortante determinada
pelo carregamento externo e a resultante das tensdes de
cisalhamento (numericamente iguais entre si).

Quanto a hipdtese de distribuicdo uniforme das tensdes de
cisalhamento, ela é de fato razoavel em secdes que apresentam
caracteristicas como: um eixo de simetria, bordas laterais
paralelas a esse eixo e onde o traco do plano de carregamento
coincide com o de simetria.

Quando a secdo é simétrica, mas tem as bordas laterais
inclinadas em relacdo ao eixo de simetria, como na secédo
trapezoidal ilustrada na figura (3.32a), as tensdes de
cisalhamento nas linhas de borda devem ser também inclinadas,
apresentando componentes vertical e horizontal. Nessa situacgéo,
sendo o plano de carregamento coincidente com o de simetria, é
possivel sustentar a hipbétese de uniformidade na distribuicéo
das tensdes de cisalhamento na largura da seg¢do, argumentando-se
que a tensdo determinada pela expressdo (3.68) seja nas bordas
igual a componente vertical da real inclinada. Essa argumentacdo
é razoavel, pois a resultante das componentes verticais ainda
coincide com a forca cortante na secdo e a resultante das
componentes horizontais é nula devido a simetria.

No entanto, estudos desenvolvidos com modelos tedricos
mais complexos, que permitem tratar de forma mais geral a
questdo da determinacdo das tensdes de cisalhamento, mostram
que em secdes com geometria qualgquer as tensdes de cisalhamento
devem apresentar uma distribui¢do ndo-uniforme na largura da
secdo. Portanto, comete-se um erro de aproximacdo ao se admitir

a distribuicdo uniforme nesses casos.
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Além disso, hd& uma segunda questdo que deve ser abordada e
que 1independe da hipdtese admitida para a distribuicdo das
tensdes. Trata-se do fato de que dependendo da geometria da
secdo a resultante das tensdes de cisalhamento pode n&o estar
alinhada com o traco do plano de carregamento. Sempre gque esta
situacdo ocorrer, gera-se um momento de torgcdo na secgdo dado
pelo produto da forca cortante pela distdncia a direcdo da
resultante das tensdes de cisalhamento.

Assim sendo, para se evitar o efeito de torgcdo no caso
geral, é necessario garantir que a forca cortante oriunda do
carregamento externo atue segundo um plano gue contenha a
direcdo da resultante das tensdes de cisalhamento. Na verdade, a
questdo pode assumir uma conotacdo um pouco mais genérica, pois
se trata agora de evitar qgque numa dada secdo haja torcéo
provocada por um carregamento transversal de direcdo gqualqguer.

A resposta a esse problema se resume na determinacdo de um
ponto particular da secdo denominado centro de torg¢do ou de
cisalhamento (v.fig.3.32b). Por tal ponto passam as resultantes
de tensdes de cisalhamento associadas a forcas cortantes de
diferentes direcdes; se uma dada forca cortante passar pelo
centro de cisalhamento ou de torcdo, a inexisténcia de torcéo
fica garantida. Claramente a posicdo deste ponto ndo deve
depender das forcas cortantes impostas para a sua determinacéo,
devendo ser, portanto, uma caracteristica da secéo.

Pode-se mostrar que para a determinacdo do centro de
cisalhamento ¢é suficiente tomar duas direcgdes de possivel
atuacdo de forcas cortantes ficticias e que sejam linearmente
independentes. Em particular, o centro de cisalhamento sempre
estard contido num eixo de simetria da secdo e somente nos casos
de secdes transversais com dois ou mais eixos de simetria esse
ponto coincide com o centro de gravidade.

Novamente, se este mesmo problema for analisado por uma
teoria mais completa (‘'Teoria da Elasticidade’), que dispensa
qualgquer hipdbdétese sobre a distribuicdo das tensdes, mostra-se

que de fato, no <caso geral, a resultante das tensdes de
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cisalhamento passa por um ponto ndo coincidente com o centro de
gravidade. Porém, o ponto determinado por um modelo mais geral
ndo coincide com o centro de torcdo determinado por tensdes de
cisalhamento oriundas da hipbdétese de distribuicdo wuniforme.
Portanto, essa hipdtese introduz, a rigor, uma aproximagcdo na

posicdo do centro de torgéo.

) | b
a E ) dMT
t c.g.
v Vie,

c) | vd = M,
=== = pEEEE——
i (A2 |
L& . og _ i c.g. _ c. t. u E O‘C‘g’

" | v T

Figura 3.32 - a) tensbes de cisalhamento nas linhas de borda
b) centro de torcdo ou de cisalhamento
c) centro de torcdo em secdo aberta de paredes finas

Para se evitar a introducdo de um nivel de complexidade
exagerado e incompativel com os objetivos deste texto, a questédo
da determinacdo da posicdo do centro de cisalhamento seré
apresentada em capitulo especifico considerando-se
exclusivamente secdes de forma geométrica aberta, compostas por
trechos retangulares de espessura fina.

Nesse tipo de secdo, sem perda significativa de preciséo,
sdo validas duas simplificacdes: admite-se que as tensdes de
cisalhamento tém direcdes paralelas as linhas das bordas da
secdo e que apresentam distribuicdo uniforme ao longo da
espessura. Caso a secdo apresente ainda um eixo de simetria,
pode-se considerar apenas uma forca cortante ficticia de direcéo
perpendicular a do eixo de simetria, pois certamente aquele

centro estara sobre esse eixo, (v.fig.3.32c).
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4 CENTRO DE CISALHAMENTO DE SECOES ABERTAS COM PAREDES
FINAS

Neste item, trata-se da determinacéo do centro de
cisalhamento, ou de torcdo, definido como o ponto da secdo por
onde deve passar um dado carregamento transversal para que nao
provoque efeito de torgéo.

A determinacdo do centro de cisalhamento serd abordada em
secdes geometricamente mais simples, cujas formas obedecem as
seguintes restricgdes:

a) As secgdes s&o abertas formadas por um ou mais trechos de
espessuras delgadas, isto é: a espessura é muito pequena guando
comparada as outras dimensdes (altura e largura) da secédo;

b) Existe pelo menos um eixo de simetria.

Para uma discussdo inicial sobre o conceito, considere-se
a secdo em forma de "T", ilustrada na figura 4.1, apresentando
espessuras delgadas constantes ty e tp, por trechos, e sendo b e
h as dimensdes da largura e da altura, respectivamente.

Supondo que o traco do plano de carga coincida com o eixo
de simetria da sec¢do, como indicado naquela figura, em principio
as tensdes de cisalhamento provocadas pelo carregamento devem
ter a direcdo daquele eixo. Além disso, na alma da secdo elas
podem ser determinadas pela relacdo:

VMg Vitax(d' —x/2)

= = 4.1
Talma bl | t, ( )
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‘ b/2 ‘ b/2 ‘
| 1
d I
og | Etm
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d/ t W
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Ltal
Figura 4.1 - Tensbées de cisalhamento verticais na mesa e na

alma

As tensdes de cisalhamento verticais que ocorrem na mesa
da secdo podem ser desprezadas, pois seus valores devem ser
nulos nas bordas superior e inferior e sua variacdo ao longo da
espessura, que ¢é Dbastante delgada, também deve ser muito
pequena. Nessas condig¢des, sdo as tensdes na alma que contribuem
significativamente para a resultante V, cujo valor é igual a
forca cortante determinada pelo carregamento aplicado.

Mas, apesar das consideracdes anteriores, a rigor a mesa
horizontal ndo estd livre de tensdes de cisalhamento provocadas
pela forcga cortante.

De fato, imaginando-se que a secdo em questdo pertenca a
uma viga em balanco com carga concentrada aplicada na sua
extremidade livre, a verificacdo do equilibrio de forcas na
direcdo longitudinal aplicada a uma porcdo elementar de mesa de
comprimento dx leva a concluir, por reciprocidade, pela
existéncia de tensdes de cisalhamento horizontais nas faces do
elemento que pertencem ao plano da secdo, como ilustrado na
figura 4.2. Portanto, tais tensdes surgem da necessidade de se
equilibrar a wvariacéao longitudinal das tensdes normais
associadas a flexdo, e sempre existirdo quando houver aquela
variacéao.

A relacdo que permite determinar a tensdo de cisalhamento
horizontal num ponto genérico da mesa horizontal é entéo
deduzida pela seguinte seqiiéncia, tomando-se por base os dados

ilustrados na figura 4.2:
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rtdx=[do, dS

VM, (4.2)
tl

" dm
=[—ydS o=
A

z

onde M, é o momento estatico com relacgcdo ao eixo z da parte de
secdo que estd antes (ou depois) do ponto onde se calcula a
tensdo de cisalhamento. Nota-se que a relacdo (4.2) aplica-se
também a qualgquer ponto da alma vertical, sendo que nesse caso
ela passa a coincidir com a (4.1).

Estendendo-se a andlise do equilibrio realizada a outras
partes quaisquer da secdo, conclui-se que ao longo da secédo
transversal configura-se uma distribuicdo de tensdes de
cisalhamento que se assemelha a um fluxo, conforme indica a
figura 4.2.

Observa-se, entretanto, dque as resultantes do ‘fluxo’
sobre cada uma das partes que compdem a mesa acabam por se
anular, como conseqiiéncia da proépria simetria da secdo. Além
disso, a resultante das tensdes verticails estd alinhada com o
plano de carregamento; esta, aliads, é uma condicdo suficiente
para que ndo haja momento de torcdo no plano da secdo por

efeito do carregamento aplicado.

<4+—n

h
t
L) le d N T \\\ZQ

a m cg

| b/2 | b/2 |

Figura 4.2 - Tensbes de cisalhamento horizontais na mesa

Admita-se, agora, que a mesma secdo esteja disposta
conforme indica a figura 4.3. ©Nessa situacdo, as tensdes

cisalhantes distribuem-se apenas na mesa, agora com direcdo
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vertical. No trecho horizontal, as tensdes sdo nulas, pois pela
relacdo (4.2) o momento estatico fica determinado em funcdo de
uma distédncia de transporte nula com relacdo ao centro de
gravidade. De fato, levando-se em conta os dados geométricos
ilustrados na figura 4.3, a expressdo (4.2) fornece os seguintes

resultados para as tensdes horizontal e vertical:

X

N

Figura 4.3 - Eixo de simetria com disposig¢do transversal ao
plano de carga

V.t..0

Talma = Th = | at =0 (4.3)
zla
Vit .x(b/2-x/2

Tmesa = v = . ( ) (4.4)

I, .t

Z'"m

Assim sendo, a resultante das tensdes de cisalhamento esté
contida no trecho vertical e, portanto, sbé existird equilibrio
se o traco do plano de carregamento externo estiver coincidente
com aquele trecho; em caso contrario, resultard um momento de
torcdo dado pelo produto da carga pela distédncia ao trecho
vertical.

Combinando-se as duas andlises anteriores, conclui-se gue
a 1lnexisténcia de torcdo fica garantida para ambas as
disposicdes admitidas para a secdo, se o plano de carregamento
passar pelo ponto de intersecdo entre alma e mesa, que §&,
também, o ponto de intersecdo entre as duas resultantes de
cisalhamento analisadas. Esse ponto é o centro de cisalhamento.

Como regra geral, o centro de cisalhamento se situa sobre
0 eixo de simetria. Resulta dai que em secdes com um eixo de
simetria a posigcdo do centro de cisalhamento coincide com o

ponto de intersecdo entre aquele eixo e a resultante das tensdes
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de cisalhamento provocadas por um carregamento transversal a
ele.

Outro aspecto importante, qgque também decorre da anédlise
das duas situacgdes anteriores de disposicdo da secdo, é que em
cada uma delas admitiu-se que a secdo estaria submetida a uma
forca cortante, —responsavel, alids, pelo aparecimento das
tensdes de cisalhamento. Uma viga em Dbalanco com carga
concentrada aplicada na sua extremidade livre foli o esquema
estdtico adotado para explicar a origem da forgca cortante.
Entretanto, um outro esquema estatico qualgquer poderia ter sido
adotado, pois somente a existéncia da forgca cortante (com
qualquer sentido) e o fluxo dela decorrente sdo de fato
essenciais para as conclusdes sobre a posicdo do centro de
cisalhamento. Assim sendo, essa posicdo deve independer do
carregamento e se constitui, portanto, numa caracteristica
geométrica da secéo.

Para ilustrar os passos de calculo para a determinacdo da
posicdo do centro de cisalhamento, considere-se o caso da secdo

mostrada na figura 4.4.

—+ > > —> > > —>

cg b

2
—> —> —> N> —> — —»

Figura 4.4 — Seg¢do transversal com um eixo de simetria e fluxo
de tensbées de cisalhamento

Como a secdo possul um eixo de simetria, trata-se de

determinar o ponto de intersecdo entre ele e a forca cortante

transversal resultante de uma distribuicdo de tensdes de

cisalhamento adotada. Observa-se que essa distribuicdo precisa

apresentar, no conjunto das partes gque compdem a secdo, sentidos
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que levem a idéia geral de um fluxo de tensdes percorrendo a
secao.

Como diretriz para identificar o fluxo, pode-se sugerir
que as tensbdes tenham sentidos tais que se percorra a secdo de
uma extremidade a outra sem gque se inverta o sentido de
percurso. Na figura 4.4, mostra-se uma distribuigcdo com essa
caracteristica e que induz a idéia de fluxo da extremidade
inferior para a superior.

Alternativamente, poderia ser adotado um fluxo com sentido
totalmente invertido, percorrendo a secdo da extremidade
superior para a inferior; o resultado da andlise nédo se altera
por esse motivo.

Uma vez definido o fluxo, passam-se as seguintes etapas
para a determinacdo da posicdo do centro de cisalhamento, as
quais estdo ilustradas na figura 4.5:

a) Representam-se em cada trecho da secdo as resultantes dos
correspondentes fluxos de cisalhamento;

b) Escolhe-se um ponto de reducdo sobre o eixo de simetria e
para ele transportam-se, de forma estaticamente equivalente,
todas as resultantes determinadas no item a), isto é, indicam-se
as forcas e os momentos delas em relacdo ao ponto de reducdo;

c) Imagina-se que sobre a secdo atue somente uma forca cortante
numa disténcia e do ponto de reducdo, de tal modo que seu efeito
seja estaticamente equivalente ao conjunto forgca vertical e

momento obtidos no item c).

V.c=F .h
//\}‘M:@.h 1

F
1 =F
p' *****FL** %********
cc
F
1

Figura 4.5 - Equivaléncia de forgcas para a determinag¢do do

centro de cisalhamento
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Nota-se, em primeiro lugar, que devido a simetria, séo
iguais as resultantes que atuam em trechos simetricamente
dispostos. Por essa razdo, as resultantes paralelas ao eixo de
simetria acabam por se cancelar na equivaléncia estédtica. Assim
sendo, no ponto de reducdo, apds se realizar a reducdo indicada
no item b), resulta somente uma forca transversal ao eixo de
simetria e um momento no plano da secgéo.

A segunda equivaléncia, sugerida no item c), leva a uma
relacdo para o calculo da distédncia e, que permite caracterizar
a posicdo do centro de cisalhamento. Tal equivaléncia resume-se

entdo pelas condigdes:

F,=V; V.c=Fb (4.5 a,b)

Da forma (4.5b) resulta:

Resta comentar como se determinam as resultantes em cada

trecho. Por definicdo, para um trecho genérico 1i:

F =[zdA (4.7)
A

onde A; é a &rea do trecho de secdo. Definindo-se por linha do
esqueleto a linha que contém os pontos médios das espessuras
tomadas em todos os trechos da secdo e identificando-se sobre
essa linha, em cada um dos trechos e com origem numa de suas
extremidades, uma coordenada local s, conforme indica a figura
4.4, o elemento de &rea que aparece na (4.7) pode passar a ser
escrito na forma: dA=t.ds. Desse modo, na (4.7) em lugar de uma

integral de &area, passa-se a realizar uma integral de linha.
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Levando-se em conta 0s comentarios anteriores e

substituindo-se na (4.7) a relacdo (4.2), resulta:

VM,
= [ A'tds:\ijMA‘.ds (4.8)
It l

onde hﬂAi é o momento estdtico da parte de secdo gque encontra-se

antes ou depois do ponto genérico sobre o trecho de comprimento

A

|
No caso da secdo em estudo, a resultante das tensdes na

mesa horizontal, representada por F;, fica expressa por:

Vbth2
:__I T (4.9)

Por sua vez, o momento de inércia em relacdo ao eixo de

simetria, resulta:

I = tb’/12 + 2th(b/2)? = tb°(b+6h) /12

observando-se que sendo a secdo de paredes finas as medidas séo
tomadas sobre a linha do esqueleto e desprezam-se as parcelas

de inércias préprias que envolvem espessuras ao cubo.

Substituindo-se a resultante dada pela (4.9) na relacédo
(4.6), nota-se que a forga cortante genérica se cancela, o que
confirma, novamente, que a posicdo do centro de cisalhamento

independe da forca cortante. Dessa forma, obtém-se:

b2 h%t
41

C=

Finalmente, com a expressdo do momento de 1inércia e

adotando-se, por exemplo, uma relacdo b = 2 h, segue que C=—.

8
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Uma uUltima consideracdo a ser feita, refere-se a utilidade
da equivaléncia dada pela relacdo (4.5a). Tendo-se em vista que
a resultante F, ¢é expressa pela relacéo (4.8), daquela

equivaléncia segue que:

Vh h
0 0

ou seja, obtém-se uma forma alternativa para o célculo do

momento de inércia.

Exemplo 1: Determinar o centro de cisalhamento da segdo
transversal com geometria ilustrada na figura 4.6, onde a

espessura t = 1 cm é constante ao longo da linha do esqueleto.

| o |-

12 cm

l«s
+

cg ce cg
o - o

12 cm

T

12 ecm

Figura 4.6 - Geometria da seg¢do, fluxo e resultantes de
cisalhamento

Um primeiro passo consiste em adotar um fluxo de tensdes
de cisalhamento. Na figura 4.6, mostra-se um fluxo que parte da
extremidade superior da secdo em direcdo a inferior.

As resultantes dos fluxos em cada um dos trechos (A,B,C)
determinam-se pela aplicacdo da relacdo (4.8), observando-se,
como indicado na figura, gque as resultantes pertencentes a
trechos simetricamente dispostos sdo iguais entre si. Assim

procedendo, resultam:

6 6
A=jrtds=\|ijs(18—§)ds=\i(%-62—62)=288\|—/
0

0 I
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12 % %
j(90+125)ds=T12-(90+72)=1944T
0

_|<

(90+144+s- (12——)ds—\T/24 (234 +144—96)= 6768\T/

eV’
|

O'-'-b

Por sua vez, o momento de inércia em relacdo ao eixo de

simetria resulta:

I = 24°/12 + 2x12x12° + 2[6°/12 + 6(12+3)°] = 7344 cm’

Tomando-se como ponto de reducdo das forcas resultantes, o
ponto de intersecdo entre a secdo e o eixo de simetria, o
conjunto de forcas fica reduzido a uma forca vertical V e a um

momento dados por:

V=C+2A ; M=24.B-2-12-A

A posigdo do centro de cisalhamento resulta da condigdo de
gque na secdo exista somente uma forca cortante estaticamente
equivalente ao conjunto V e M, passando por um ponto sobre o
eixo de simetria distante ¢ do ponto de reducdo. A condicdo de

equivaléncia exprime-se pelas relacdes:

V=C+2A ; V-c=24(B-A)

Da primeira condicdo, segue uma verificacdo para o valor

do momento de inércia:

C + 24 = V(6768 + 2.288)/I =V .. I = 7344 cm? OK!

Da segunda condic¢do resulta:

2A. (c+12) + C.c — B.24 =0 [0 ¢ = (24.1656)/I = 5,41 cm
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Exemplo 2: Para a secdo transversal representada na figura 4.7,
determinar o centro de cisalhamento, sendo a espessura ¢t

constante e igual a 1 cm.

s /

12 em
ceC
. €9 _Er A .9 __

12 em e
N \

Figura 4.7 — Seg¢do transversal e resultantes dos fluxos de
cisalhamento adotados

i@b
?

Adotando-se um fluxo de tensbdes que percorre a secao da
extremidade superior em direcdo a inferior, as resultantes A e B

em cada um dos trechos sdo dadas por:

12 Vo, Vv
js-(19,2—0,35)ds:T12 (9.6-1,2)=12096 -~
0

="
|

24
[ [187,2+ s~(12—§)] ds=\T/(4492,8+ 3456 —2304)=5644,8\T/
0

A=Y
|

O momento de inércia em relacdo ao eixo de simetria

resulta:

T =24°/12 + 2{144.0,36 + 12(12+3,6)%] = 7096,32 cm®

Tomando-se como ponto de reducdo das forcas resultantes, o
ponto de intersecdo entre a secdo e o eixo de simetria, o
conjunto de forcas fica reduzido a uma forca vertical de valor

A+2Bsend e a um momento igual a 24-Bcose. Imaginando-se,

entdo, que na secdo exista apenas uma forgca cortante vertical V



173

passando pelo centro de cisalhamento, a uma distédncia c¢ do

ponto de reducgdo, valem as seguintes relagdes de equivaléncia:

V =A+2Bsena ; V.c=24-Bcosa

Da primeira relacdo segue uma verificacdo para o valor do

momento de inércia:

2Bsena + A = V(5644,8+1209,6.2.0,6)/I =V .. I=7096,32 cm?

Da segunda relacdo segue a ©posicdo do centro de
cisalhamento:

24Bcosa = Ve - ¢ = [24.(0,8).1209,6]/7096,32 = 3,27 cm

Exemplo 3: Determinar a posigcdo do centro de cisalhamento da
secdo transversal ilustrada na figura 4.8, sabendo-se que a

espessura t é igual a 0.3 cm e que I = 64 cm’.

"i:
3 cm A l

4 cm p e, Cl
1 Ty V € [
3 cm A l

4 cm

(a) (b)

Figura 4.8 - a) se¢do transversal
b) resultantes do fluxo

Adotando-se um fluxo de tensdes que percorre a seg¢ao da
extremidade superior em direcdo a inferior, as resultantes A, B

e (C s&o determinadas, mas formas que seguem. Nota-se que a
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coordenada local s tem origem nas extremidades de cada um dos
trechos em questdo. Chama-se a atencédo, também, para os limites

de integracdo adotados nos cédlculos das resultantes.

5 V5 VS
B=jrtds=TjMSds=—jt(53—0,3032)ds
0 0
=—[— (5) -= 030 (5) 1= 50\$
3
A=]rtds jM ds=Yt(|s {s—l(s)z}ds
0 I 0 2

A= I2(3F-2(3)'1-18"1

C=

oe—n

V4 1
rtds=Tj[10,5t+17,5t+ts(2—§s)] ds
(o]

th[28+2 ——(s) ]_—[28(4)+4 ‘543] 117,332 |

Tomando-se como ponto de reducdo das forcas resultantes, o
ponto de intersecdo entre a secdo e o eixo de simetria, a
equivaléncia estdtica entre o conjunto de forgcas e uma unica

forca cortante vertical fica expressa pelas seguintes relacdes:

V=2A+2Bsenaa +C; Vc=4-Bcosa

Da primeira delas segue uma verificacdo para o momento de
inércia:

vo3) 64\T/:V - 1 =64cm*

2A+2Bsena+C =213,33 ———~*

Da segunda relacdo segue o calculo da posicdo do centro de

cisalhamento:

3,2(15)

V.c=Bcosa(4) — c= =0,75¢cm
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Exemplo 4: Determinar a posigdo do centro de cisalhamento da
secdo transversal indicada na figura 4.9, sendo dada a
espessura, constante e igual a 0.2 cm, e o momento de inércia em

relacdo ao eixo de simetria igual a 700,80 cm4.

(a) (b)

Figura 4.9 - a) se¢do transversal
b) resultantes do fluxo

De acordo com as indicag¢des da figura 4.9, as resultantes
de tensdes em cada um dos trechos determinam-se pelos seguintes

desenvolvimentos:

10
~— [ st-(6+0,30s)ds= +0,10- =400 —
\I/ .(6+0,30s )d Vlt 2(102 0,10-(10 ? 4ooV|t
(o]

VlO th
3= [ [90t+ts(12- osos)]ds_—j[90+12s 0,30-(s )2]ds

=\$[900+600 100] = 1400\$

12 thZ
[ [180t+ts(6——)] ds—— j{180+65——(s)}

12°
[ 180(12)+ 3(144)— =< 1= 2304 V1

%
I
V't
=T
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As relacgdes de equivaléncia estédtica resultam:
V =C+2Bsena —2Asena ; Vc=2A(16+c)sena+(A+B)cosa -12

A primeira relacdo fornece a verificacdo para o momento de

inércia dado:

V (0,20)

C +2Bsena —2Asena = [2304+1200] .. 1 =7008cm*

Finalmente, a posicdo do centro de cisalhamento segue de:

Vc=2A.16.sena+(A+B)cosa-12 — c= [2'400'16 '0’6+(400+1400)'0’8'1Z] 0.2

7008

c=712cm
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5 LINHA ELASTICA

5.1 Equacdo da linha eldstica e o cdlculo de deslocamentos

A 1linha eldstica refere-se a forma exibida pelo eixo de
uma barra de material eldstico na configuracdo deslocada, como

exemplifica a figura 5.1 para um caso plano de viga em flexdo.

p(x)

T o)

Y.v

Figura 5.1 - Linha elastica

O estudo da linha elédstica se desenvolve de modo mais
direto no caso das vigas em flexdo para as dquals permanece
vdlida a hipdtese cinemdtica da Navier-Bernoulli, apresentada
no capitulo anterior, e de onde decorrem as relacdes

reproduzidas abaixo:

4

d=-yv'e +ve,
&, =—YyVv
o, =—-YEV'= IMy

z

M
El,

Naturalmente a forma exibida pela linha elastica depende
de condig¢des de vinculacéo (condi¢des de contorno) e da
distribuicdo dos esforcos internos solicitantes.

No caso ilustrado na figura 5.1, e tendo-se em vista a
relacdo momento-curvatura acima reproduzida, valem as seguintes

condig¢des de contorno:
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Deslocamento apoio esquerdo: v(x=0) = 0

Deslocamento apoio direito: v(x=L) = 0

As duas condicdes se referem a restricbes sobre os
deslocamentos e sdo ditas essenciais, por serem estritamente
necessarias a determinacdo das constantes de integracdo da
equacdo diferencial da linha eléstica.

Segundo a abordagem tratada neste capitulo, portanto, a
expressdo matemdtica da elastica resulta da integracdo da
M(x)

|

equacdo diferencial: VKX)=———E———, levando-se em conta as

z

condicdes de contorno essenciais.

Exemplo 1: Determinar as expressdes das linhas elasticas das

vigas isostaticas ilustradas nas figuras 5.2a e b.

P p(x)
| Fl=cte l HEINRENENEEREEEE
| x If 4 T | Bl=cle 2~
Y,v Y,v
L L

PL

(a) (0)
Figura 5.2 - Casos basicos

Um primeiro passo visando a 1integracdo da equagédo
diferencial em cada caso é a obtencdo da funcdo que descreve a
distribuicdo do momento de flexdo em relacdo a posicdo genérica
X sobre o eixo. Deve-se observar também a convencdo de sinais

classica, valida para vigas de eixo horizontal em flexdo pura ou
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simples. Tal convencdo afirma que momentos positivos s&o aqueles
que tracionam as fibras situadas abaixo do eixo da peca.

Nessas condigdes, a integracdo se procede do seguinte

modo:
Caso (a):
M = M(x) = - Px (observe-se a convencdo de sinais)
EIv''= Px - EIv'=Px’/2 + A, - EIv = Px°/6 + A;x + A,

As condicgbdes de contorno essenciais, neste caso, referem-
se a nulidade dos deslocamentos generalizados (linear e giro)
no engaste fixo (é importante lembrar que em teoria de pequenos
deslocamentos, o giro da secdo confunde-se com a inclinacdo da

eldstica). Impondo-se as condigdes de contorno resultam:

v(L)=0 - PL’/6 + A;L + A, = 0
v'(L)=0 - PI’°/2 + A, = 0 - A,=-PL°/2 - A, = PL°/3

v(x)=PL3{2-3(%)+(%) } (5.1a)

O deslocamento médximo ocorre em x=0, e é dado por:

f = v(0) = PL°/(3EI)

Outro valor util é o giro da secdo, também em x = 0:

v’/ (0) = PL°/(2EI)

Caso (b):

M= M(x) = (pl/2)x - px2/2 (note-se a convencdo de sinais)

EIv''= px’/2 - (pl/2)x - EIv=px'/24 - plx’/12 + Aix + A;

Neste caso, as condig¢des de contorno levam a:

v(0)=0 - A, = 0 e v(L)=0 - A; = pL’/24
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PL*| x x> x0
sSov(X)= —=-2(=) (= 5.1b
%) 24EI{L (L) (L) ( )
O deslocamento méximo (flecha) ocorre, neste caso, em

x=L/2:

f = v(L/2) = 5pL*/(384EI)

Note-se que o giro da sec¢do, nessa mesma posicdo, é nulo.

0

Uma das grandes vantagens do estudo da linha eléstica é a
possibilidade de resolugdo direta de casos hiperestaticos. As
condicdes de contorno, nesses casos, constituem-se em
ferramentas eficientes para a determinacdo das reacdes de apoio
incdégnitas.

Para a viga hiperestdtica ilustrada na figura 5.3, o
momento M(x) fica expresso em funcdo da reacdo existente no
apoio moével; tal reacdo pode ser determinada em decorréncia da

imposigdo das condig¢des de contorno.

p(x)
NN NN R RN
r_\‘\\\\\\\\gLﬂf;//<g;:EI cte

L v
I I
i e
| |
l M(x) ‘

l x R

Figura 5.3 - Caso hiperestatico

Assim, no caso ilustrado a integracéao da equacéo

diferencial da linha elédstica se desenvolve do seguinte modo:

M(x) = Rx - px’/2 = -EIv'' - EIv = px'/24 - Rx’/6 + A;x + A

De v (0)=0 segue que: A,=0.
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De v(L)=0 e v'(L)=0 resultam : RL°(1/2-1/6)= pL°(1-1/4)/6
—~ R=3pL/8 — A;=pL°/48

=L {5-3(5):2(5)4} (5.2)
48El | L L L

Para se determinar o ponto de deslocamento maximo é
necessario impor a condicgdo dv(x)/dx = 0.

Por outro lado, dentro do espirito do Processo dos
Esforcos, o0s casos hiperestaticos, ou mesmo isostaticos de
concepcgao mais complexa, podem ser resolvidos por
compatibilizacdo de casos isostaticos mais simples para os quais

se conhecem as expressdes das eléasticas.

a)

P p
§HHHHHHH :§HHHHHHH

' . Ly

\ v f, = 0

2

b)

=

P
BEESEEERERRE

= ] 3

N
[/M

p
b

|
-
=
=
=
h
=
=
b
-
bl
=
-
=
=

+

/\'

<

Figura 5.4 - Sobreposigcdo de efeitos

Assim, o) exemplo anterior pode ser tratado pela
sobreposicdo de dois casos de viga em balanco (v.fig.5.4a): no
primeiro a wviga é submetida a um carregamento uniformemente
distribuido, no segundo a mesma viga ¢ submetida a uma carga
concentrada R posicionada na sua extremidade livre. A resolugédo

se completa com a condigcdo de compatibilidade que consiste na
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imposicdo da nulidade do deslocamento vertical na extremidade
livre.

@) valor do deslocamento i) pode ser determinado
aproveitando-se do resultado ja deduzido para a viga em balanco
com carga concentrada na extremidade 1livre, valendo, entdo:

_ RL®
>" BEl’

Por sua vez, pela integracdo da equagdo diferencial da
linha elastica, pode-se mostrar que a solucdo do caso da viga em

balanco com carga uniformemente distribuida é dada por:

v(x) = pL' 3—41+(1j4 (5.3)
24E1, L \L '

onde a coordenada x tem origem na extremidade livre. Portanto,

com essa solugdo, segue que:

Impondo-se a compatibilidade sobre os deslocamentos nas

extremidades livres resulta:

pL* RL .
8EI, 3EI, B 8

Levando-se em conta o valor de R conhecido, os
deslocamentos do sistema original podem ser obtidos pela
superposicdo dos deslocamentos correspondentes a cada um dos
casos béasicos.

A técnica de superposicdo apresenta, gquase sempre, mais de
uma possibilidade para a definicdo dos casos basicos. De fato,
para o mesmo exemplo anterior, a figura 5.4b ilustra uma segunda
possibilidade de decomposicdo do sistema original. Nessa opcgdo,
a incdégnita hiperestatica escolhida é o momento no engaste e seu

valor pode ser determinado pela condicdo de compatibilidade.
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A compatibilidade consiste na imposigcdo de que a soma dos
giros correspondentes a extremidade inicialmente engastada seja

nula, isto é:

v; +V, =0 (5.4)

Aproveitando-se da resposta Jj& deduzida para a viga
biapoiada com carregamento uniformemente distribuido, pode-se

verificar que:

v PL
L 24E|

z

A solucdo do problema da viga biapoiada com momento
aplicado em uma de suas extremidades (j& desenvolvida na parte

inicial do capitulo 2) é dada por:

2 2 3
ML 25_3(5) (_j (5.5)
oEI L L L

z

Vv, (X) =

de onde se obtém, tomando-se a primeira derivada:

s oML
2 3EI

z

Assim, pela compatibilidade resulta que:

3
bL” ML 4 .
24E1, 3EI, 8

De forma andloga a primeira possibilidade de decomposicéo,
com o valor da reacdo M determinado, os deslocamentos do sistema
original podem ser determinados por superposicao dos

deslocamentos dos casos basicos.

Exemplo 2: Considere-se uma viga isostéatica, conforme ilustra a
figura 5.5, submetida a um carregamento uniformemente

distribuido e apresentando uma articulacdo entre o apoio e o
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engaste fixo. Pede-se indicar um procedimento de superposicéo

para a de determinacdo dos deslocamentos.

p(x)
(L[] Flote

NL%

| Yy
1
|

L a

|

|

| |

[ [

| |

[ lpa [

| 2 |

\I ;
[
|

Figura 5.5 - Viga com articulagdo

Pode-se 1imaginar a estrutura separada na articulacéo,
substituindo-se as forcas de reagdo por ela transmitidas em
cada uma das partes resultantes. Definem-se, portanto, dois
trechos para andlise, de comprimentos L e a, respectivamente,
sendo que é possivel aplicar a cada um deles uma superposicédo
independente. Além disso, a vinculacdo entre as respostas de
cada trecho se estabelece impondo-se que na secdo
correspondente a articulacdo os deslocamentos verticailis sejam
0S mesmos.

Observa-se que como O Sistema original é isostatico, a forca de

reacdo na articulacdo ¢é de determinacéo imediata, por

equilibrio, e vale: pa/2.

a) Trecho de comprimento L: Claramente a superposicdo neste
trecho corresponde aos efeitos de uma viga em balanco com um
carregamento distribuido e da mesma viga submetida a uma forca

concentrada na extremidade livre; as funcgdes que descrevem Os
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deslocamentos nas partes em questdo sdo agquil representadas por
Vii € Viz.
Adotando-se para o trecho uma origem de coordenadas na

extremidade livre obtém-se:

vi;=(pL*/24ET) [3-4 (x/L)+ (x/L)"]

vio=(pal’/12EI) [2-3(x/L)+ (x/L)7]

Assim sendo, o deslocamento na extremidade livre resulta:

vi = v11(0)+vi2(0) = pL’/8EI + pal’/6EI

b) Trecho de comprimento a: Os deslocamentos deste trecho podem
ser interpretados como compostos pelos deslocamentos de uma viga
simplesmente apoiada com um carregamento uniformemente
distribuido aplicado sobre ela e da mesma viga, sem
carregamento, submetida a um deslocamento A no apoio da
esquerda.

Os deslocamentos ao longo do trecho devido ao recalque séo
dados por: vy = Ax/a.

Ja os deslocamentos na hipdétese de viga simplesmente
apoiada sdo determinados por: v.,=(pa’/24EI) [x/a-2 (x/a)>+ (x/a)?]

A sobreposicdo leva a: vy = Vo + Voo

Finalmente, a condicdo de compatibilidade impde igualdade

dos deslocamentos verticais na articulacédo: v; = A.

Exemplo 3: Considere-se uma viga 1isostdtica biapoiada com um
trecho em Dbalanco, sujeita a uma carga concentrada na
extremidade do balanco e uma carga uniformemente distribuida
entre os apoios, como ilustra a figura 5.6b. Pede-se o giro
relativo da viga no apoio mbével B e o deslocamento vertical no

ponto de aplicacgdo da carga concentrada.
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a) b)
P
trecho rigido P q9
C ' fannnnnnnEPEY
7“\\\\ 771)1 El=cte T gy
+ N ‘ L o |
[ [T ITTT ] |
q | (U,(SC) | |
IITITT] - + ~t=
- v, I : :
< f = s 1//—®\|
DA =y ey 4%{)1%1 »

trecho rigido

x  pPa : Yy(z) v
|
— 3
| ' ; ~ ‘T P a’/3EI
1 |
|

Figura 5.6 - Viga isostatica com trecho em balancgo

Uma superposicdo possivel, que permite visualizar mais
facilmente os deslocamentos generalizados procurados, consiste
em definir duas situacdes. Em cada uma delas, um dos trechos,
vdo ou balanco, ¢ considerado perfeitamente rigido, conforme
ilustra a figura 5.6 a).

Pela andlise da figura, nota-se, claramente, gque o giro no
apoio B resulta do efeito da carga distribuida no védo e do
momento, no mesmo apoio, da carga concentrada na ponta do
balanco. Por sua vez, o deslocamento vertical na extremidade
livre resulta dos efeitos da flexdo do balanco, pela acdo da

carga concentrada, e do giro no apoio mével.

Giro no apoio mével: A carga uniformemente distribuida provoca
uma parcela de giro o; em B e o momento concentrado no apoio,
M=P.a, uma outra parcela o,, conforme ilustra a figura 5.7b.

As parcelas de giro consideradas podem ser calculadas
derivando-se uma vez as expressdes das eldsticas vi(x) e vo(x)

correspondentes a cada um dos efeitos. As expressdes das
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eldsticas em questdo ja& foram deduzidas anteriormente e podem

ser escritas nas formas:

vy (x) = (qL’)/(24EI) [x/L-2(x/L)°+(x/L)"]
V2 (x) - (Pal?) /(6EI) [2 (x/L) -3 (x/L)°+ (x/L)°]

onde adotou-se para a coordenada x uma origem local sobre o
apoio B. Tomando-se as respectivas derivadas, as parcelas de

giro resultam:
vi'(x) = -(qL’)/(24EI) [1-6(x/L)° + 4(x/L)°]
vo'(x) = —-(PalL)/(6EI)[2-6(x/L)+3(x/L)°]

e, portanto,

a; = v;'(0) = qL’/24EI
oy = V2' (0)= —PaL/3EI

Finalmente, o giro acumulado em B é calculado por:

a=o; + a, = qL°/24EI - PalL/3EI

Deslocamento vertical na extremidade livre: As parcelas dque
compdem o deslocamento vertical s&do: Pa’/3EI, devido & carga
concentrada na extremidade livre, e vy = oa devido ao giro no
apoio B. Nessas condigbdes, o deslocamento total na ponta do

balanco resulta:

Ve Pa’/3EI - aa
Ve = Pa’/3EI - (qL’/24EI - PaL/3EI)a
= (Pa’/3EI) (a+L) - qal’/24EI

Nos casos em que estejam fixados os valores dos
comprimentos do vdo e do balanco, pode-se pensar em determinar o
valor da carga concentrada que anula o deslocamento vertical em
C. Como exemplo, seja L = 3a; entdo a expressdo de v, passa a

sSer:

ve =(a’/3EI) (4P - 27qa/8)

Dessa relacdo, nota-se que o deslocamento vertical se

anula para: Py = 27qa/32. Assim, neste caso particular, para uma
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carga concentrada P > Py, o deslocamento vertical ocorrerd para

baixo e quando P < Py, para cima.

Exemplo 4: Trata-se de uma viga isostédtica, com uma de suas
extremidades engastada, uma articulacdo posicionada no vdo e um
trecho em balanco, conforme ilustra a figura 5.8a. Sendo o
produto de rigidez EI = 4.10° kN.cm’, pedem-se os deslocamentos

verticais nos pontos B e D e o giro relativo no apoio C.

a) b)

20kN 10kN
5 k/m | (TITIIIs
L L T T [ T l¢
4| s —,
} 4 m l 2m | 2m | " 20‘
T

o c) s[TT11] 102

5

5 kN/m " rigido ) i AN

4l \ | 106N
[

o —
\ ? u,1v5.2

Up=Vg+ Uy

Figura 5.8 - Viga isostatica com articulag¢do e trecho em
balanco

A viga é, na verdade, constituida pelo arranjo de duas
partes unidas pela articulacdo no ponto B. Separando-se as
partes, pode-se determinar que a forgca cortante transmitida
através da articulacdo vale 5,0 kN. Esse valor é importante
para que se possa compor corretamente o deslocamento vertical
do ponto B.

Por outro lado, para fins de determinacéo dos
deslocamentos generalizados procurados, pode-se, como  no
exemplo anterior, idealizar a superposicdo de casos em gue OS

trechos A-B, B-C e C-D, cada um por vez, ¢é considerado como
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rigido (v.fig.5.8a).

Deslocamento vertical em B: O deslocamento vertical neste ponto
pode ser determinado observando-se exclusivamente a chapa A-B e
resulta da superposicdo dos deslocamentos devido a carga
uniformemente distribuida de 5,0 kN/cm e devido a carga
concentrada resultante de 15,0 kN aplicada na extremidade da
chapa, como ilustra a figura 5.8b. Portanto, valem as

expressdes:

v, = pL*/8EI = (0,05.400%)/(8.4.10°) = 0,40 cm
v, = PL°/3EI = (15.400°)/(5.4.10%) = 0,80 cm

vg = v; + vy = 1,20 cm

Giro em C: O giro em C pode ser calculado, considerando-se
somente o trecho B-C. Seu valor resulta da superposicdo dos
giros o; devido ao deslocamento vertical v e o, que acumula oOS
efeitos da carga distribuida de 5,0 kN/m e do momento da carga
concentrada de 10,0 kN aplicada na ponta do balanco, conforme
ilustra a figura 5.8c. Assim sendo, resultam:

ve!

= o; 1+ o
ve'= vg/a + pa3/24EI - pa.a/3ET

= 1,20/200+(5.2.200%)/(24.4.10°) = 5,71.10° rad

Deslocamento vertical em D: Neste caso considera-se no trecho C-
D a superposicdo dos deslocamentos v; devido a flex&o do trecho
por efeito da carga concentrada de 10 kN e v, devido ao giro
ve', como ilustrado na figura 5.8d. Tais consideracdes permitem

obter:

vp = vi-vy = (10.200°)/(5.4.10%) - 5,71.107°°200 = -1,075 cm
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Exemplo 5: Para a estrutura ilustrada na figura 5.9a, sendo P =
30kN; EI = cte = 10° kNCmZ, determinar o deslocamento horizontal
no ponto A.

Por superposicdo, o deslocamento procurado resulta da
composicdo da flexdo do trecho A-B, por efeito da forgca P
(imaginando-se B-C como rigido), com a flexdo do trecho B-C por
efeito do momento da forgca aplicada em relagdo ao ponto B
(imaginando-se A-B como rigido). As figuras 5.9 b) e c¢) ilustram

essas consideracodes.

Yy Vs
A i I
A A
(e}
2 (+)
x x
B El=cte C B B
LN v(z) v(z)
‘ 4 m
(c)
(a)
x C

B

Figura 5.9 - Composicdo do deslocamento no ponto A

(6)

Note-se que a flexdo do trecho B-C transfere ao trecho A-
B, considerado como rigido, um giro igual ao do apoio B. Esse
giro leva a um deslocamento horizontal no ponto A, ilustrado na
figura 5.9c, que compde uma das parcelas do deslocamento total

daquele ponto.

a) Determinacdo do giro o: com base na figura 5.9b, a expresséao

geral da elastica no trecho B-C é:

ML x x (XJ3
®=5e | 2L [Lj "L
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ML
=v(0)=—=8.10"%rd
a =V'(0) 3E] 10

b) Determinacdo do deslocamento horizontal em A: com base nos

efeitos ilustrados na figura 5.9c, resulta que:

_30(200)’
3.10°

Va=Vvitvs +8103(200): 2,4cm

Exemplo 6: Para a estrutura ilustrada na figura 5.10, formada
por uma viga engastada numa das extremidades e vinculada na
outra por uma barra deformavel, determinar os deslocamentos
verticais nos pontos B e C. Dados complementares: A = 3cm2, I =

8.10% cm® e E = 2000 kN/cm’.

60 kN 60

E.A 200 R
44 K, [=cte L — L Tﬁ
3 B c - 7 —
| 200 cm ! 200 cm ! W LR
L |
' [

v 1
) 1 2

NN
—~
+
~
N

Figura 5.10 - Viga vinculada por barra deformavel

Os deslocamentos procurados podem ser determinados
analisando-se exclusivamente a deformacdo da viga uma vez
conhecido todo o conjunto de forcas nela atuante, o que inclui a
reacdo da barra vertical. Essa reacdo pode ser encontrada, de
acordo com o processo dos esforcos, por compatibilidade de

deslocamentos no ponto C.
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a) Determinacdo da reagcdo R: Por compatibilidade, é possivel
observar que o deslocamento vertical em C é igual tanto para a
viga quanto para a Dbarra. Deste modo, com base no esquema

ilustrado no quadro em destaque da figura 5.10, resultam:

R(200) 60(200 ) , 80(200 ) 200 R(400 >
EA 3El, 2El, 3ElI,

R=15kN

vV, +V, +V, =AL

b) Determinacdo dos deslocamentos em C e B: devido a
compatibilidade, em C o calculo pode ser feito considerando-se

diretamente a deformacdo da barra e escreve-se na forma:

, _R(200) _ 15.200

. =0,50cm
EA 2000.3

No ponto B, deve-se levar em conta a contribuicdo Vv,
oriunda da carga concentrada de 60 kN, e a contribuigdo Vg da

reacdo R, agora conhecida. Assim sendo:

;. 60(200 ) 15(400)°

B 2-§+1 =1-0,675=0,375cm
3EI, 6EI, 8

2

5.2 Equacdo diferencial da linha eldstica em fung¢do do
carregamento aplicado
A equacdo diferencial pode ser expressa em funcdo do
carregamento aplicado empregando-se as relagdes diferenciais de

equilibrio dM/dx = V e dV/dx = -p(x):

dv/dx=d’M/dx’ = -p (x)
v'V(x) = -(1/EI) (d°M/dx°) = p(x)/EI
EIvtY = p(x)

Na hipdtese de continuidade da funcgdo p(x) a integracdo da

equacédo diferencial de quarta ordem fornece:

EIv = px'/24 + A:x°/6 + A,x°/2 + Asx + A
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SoV(X) = L (px4+A1X3+A2X2+A5x+A4J (5.6)
El,\ 24 6 2

A (5.6) é uma expressdo geral da gqual resultam as
eldsticas descritas pelas (5.1a), (5.1b) e (5.2), desde que
sejam impostas as respectivas condig¢des de contorno essenciais e
naturais.

Condicdes de contorno naturais tem correspondéncia direta
com os esforcos solicitantes, porém s&o expressas em funcdo de
derivadas de ordem superior (Segunda e terceira) nos
deslocamentos.

Por exemplo, numa viga biapoiada submetida a carregamento
distribuido, como a indicada na figura 5.2b, os momentos nas
duas extremidades s&do nulos. Levando-se em conta a probpria
relagdo momento-curvatura, essas condicdes podem ser expressas

nas formas:

Momento apoio esquerdo: v''(x=0) = 0

Momento apoio direito: v''(x=L) = 0

J& numa viga em balanco com forgca concentrada em sua
extremidade livre, como a indicada na figura 5.2a, na ponta do
balanco o momento é€ nulo e a forca cortante deve igualar a forca
aplicada. Nesse caso, considerando-se a primeira derivada da

1 dM(x dM (x
e © e o

z

relagdo momento-curvatura: V"(X)=- =V(X), as

condigdes associadas aos esforcos podem ser escritas por:

Momento nulo na extremidade livre: V"(L)=0

Cortante nulo na extremidade livre: V"(L)=-P
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5.3 Andlise inversa: caracterizacdo do sistema a partir da
linha elastica

Os problemas béasicos até aqui analisados, partem de uma
estrutura com condig¢des de contorno e carregamentos conhecidos,
obtendo-se a expressdo da elastica. Deve-se ressaltar, no
entanto, gue um procedimento inverso pode ser aplicado quando se
conhece a equacdo da linha elédstica e se deseja determinar o
sistema estrutural correspondente.

Por exemplo, seja dada a expressdo 5.2 correspondente a
uma viga de produto de rigidez FEI, constante e comprimento I,

conforme ilustra a figura 5.11. Para se determinar as condicgdes

de vinculacéo e carregamento, desenvolve-se a seguinte
verificacéo:
A o B
El=cte ¥
Y,
| L |

Figura 5.11 - Esquema para analise inversa
a) Com relacdo as condicdes de contorno essenciais e naturais:

Se v(0)=0 e v'(0)#0 - B s6 pode ser apoio
Se v(L)=0 e v'(L)=0 - A so pode ser engaste

Da relacdo momento-curvatura:

M=EIv''=(pL’/48) [18(x/L)-24 (x/L)%]

como M(x=0)=0 o vinculo é do tipo apoio simples.
A confirmacdo sobre o tipo de vinculo pode ser feita
analisando-se a existéncia ou ndo de forca cortante no ponto;

para tanto se faz uso das relagdes diferenciais de equilibrio:

V = dM/dx = (pL/48) [18-48 (x/L)]

Como V(x=0)#0 o vinculo em B é de fato um apoio simples.
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b) Também as relagdes diferenciais permitem concluir sobre a

distribuicdo do carregamento distribuido:

-p(x) = dV/dx = p(-48/48) = -p

A distribuicdo do carregamento é constante.
Os itens a) e b) permitem caracterizar as condig¢cdes de

vinculacdo e de carregamento ilustradas na figura 5.5.

Exemplo 7: Para uma dada viga admitida isostédtica de comprimento
L e com um sistema de referéncia posicionado na extremidade A,
como ilustra a figura 5.12, ¢é conhecida a expressdo da linha

eladstica escrita na forma:

pL* X X’ x> x| X\
V=V(X)= 142—-180(=) +20(=) +15(=) +3(—=
) 360El, [ L (L) (L) (L) (L)

Pede-se determinar, por analise inversa, as condig¢des de

vinculacdo nas extremidades e o tipo de carregamento aplicado.

a) As condigdes de vinculacdo decorrem de uma analise dos
deslocamentos nas extremidades, impondo-se na expressdo

da elédstica x = 0 e x = L, obtendo-se:

A El=cte B

Figura 5.12 - Sistema de referéncia

pL* 0 0. 0 0. 0.’
v=v(0)=———| 142 —-180(=) +20( =) +15(—=) +3(—= =0
© 360EIZ{ L ( L) ( L) ( L) ( L)

4 4
v:v(L):L[l42—180+20+15+3]:L[O]:O

360E I, 360E I,
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como v(0)=0 e v(L)=0 existem vinculos em A e B.

A natureza dos vinculos, se apoios simples ou engaste,

determinam-se analisando os giros em A e B. Assim, derivando

uma vez a expressdo da elastica e impondo-se x = 0 e x = L
obtém-se:
' pl_3 [ X X 2 X 3 X 4
Vi(X)=——| 142-360 —+60 (=) +60 (=) +15(—
¥=360ET, | L OO 00 ()
3 [ 2 3 4 3
vO)=-P= | 142-360 2 +60 (2 +60(2) +15(2) [=242PL
360EIZ_ L L L L 360EI,
3 3
v()=-P-  [142-360+60+60+15 ]=— oLP-_
360El, 360E1,

portanto, como os giros sdo nulos, ¢é possivel admitir a
existéncia de apoio fixo em A e apoio movel em B, uma vez que a

viga é isostdtica.

b) Quanto ao carregamento aplicado, como a expressdo da elistica
é Unica no intervalo 0<x<L, nd3o hé& forcas concentradas entre
as extremidades; o que ndo exclui a possibilidade de momentos
concentrados nos apoios. Assim, num primeiro passo, analisa-se a
possibilidade de existéncia de momentos aplicados nos apoios,
fazendo-se uso da relagcdo M = - EI, v''.

Derivando-se duas vezes a expressdo da elédstica resulta:

2 2 3
V()= —P= | ~360+120% +180(Xy +60(X)
360E1, L L L

e, portanto,

2 2 3
M(X):& 360—1205—180(£) —60(1) Fazendo-se x = 0 e x = L,
360 L L L

seguem, respectivamente:
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2
M(0)=LE | 360-1202
360

0.} 0’|
__180(E) _60(E) }—DL
M(L) = pL’

2
[360-120-180-60 ]=& [0]1=0
360 360

portanto, no apoio A existe um momento aplicado M= pLZ.

Quanto a natureza do carregamento distribuido,
as relacdes de equilibrio:

utilizam-se

2
v=IM_PLI 150 360X )-180(%)
dx 360 L L
__v__p {—360—360(5)}: p{1+i}
dx 360 L L
Conclui-se que o carregamento é

linear com Xx

e seus
valores nas extremidades A e B valem:

(BN
+
- r|o

L
I

q(0)= p[ p

q(L)=p[1+

(I
Il

2p

Reunindo-se as informacdes obtidas,

as condigdes de
vinculacdo e carregamento para a viga em estudo séao:

Figura 5.13 - Problema que deu origem a solugdo
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6 NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA: INSTABILIDADE DO
EQUILIBRIO E A FLAMBAGEM DE EULER

6.1 Ndo-linearidade geométrica: consideracdes gerais

A andlise estrutural linear classica ©pressupde uma
proporcionalidade entre carga e deslocamento (ou solicitacdo e
resposta estrutural). Tal tipo de comportamento se apresenta

desde que sejam satisfeitas duas condicgdes:

i) O material tenha resposta eldstica linear;

ii) Os deslocamentos sejam pequenos.

A primeira condigcdo pode ser garantida limitando-se os
niveis de tensdo e de deformagcdo. A segunda se verifica num
numero grande de aplicacgdes praticas, porém ndo é garantia para
uma resposta estrutural global linear.

Na analise estrutural usual é comum admitir-se ‘a priori’
que o0s deslocamentos sdo pequenos, e 1isto tem servido como
Justificativa para realizar a verificagcdo da condicdo de
equilibrio tomando-se a estrutura na posicdo inicial ou
indeslocada. Como conseqiéncia desse procedimento, Jjuntamente
com a primeira condicdo, a resposta global resulta linear.

Mas a resposta assim obtida pode ser exageradamente
simplificada. De fato, em muitos problemas, mesmo que o campo de
deslocamentos do sistema possa ser considerado pequeno, é
necessario escrever as equacgdes de equilibrio na posicéao
deslocada, sob pena de serem desprezadas parcelas importantes ao
se referir a posicdo indeslocada.

Assim, é importante observar que verificar o equilibrio na
posicdo inicial constitui sempre uma aproximacdo e @ tal
consideracdo deve ser avaliada com cuidado em cada problema,
pois, a rigor, o equilibrio sempre se estabelece na configuragdo
deslocada.

As andlises resultantes de uma abordagem na qual o

equilibrio estdtico é descrito tomando-se a estrutura na posicéo
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deslocada, mas mantendo-se o material num regime de resposta
linear eléstica, s&o aqui denominadas andlises geometricamente
ndo-lineares.

E importante lembrar, desde j&, que a superposicdo de
efeitos, utilizada gquando a resposta estrutural é linear, perde
validade em campo ndo-linear.

Por ser mais geral, a analise geometricamente n&do-linear
ressalta alguns aspectos do comportamento estrutural que ndo se
fazem notar na abordagem linear. Alguns desses aspectos podem
ser evidenciados a partir do estudo de casos simples idealizados
teoricamente.

Num primeiro caso, considere-se a estrutura da figura
6.la: uma barra rigida, articulada numa das extremidades e
submetida a uma carga concentrada, transversal ao eixo, na
extremidade livre. Na articulacdo existe uma mola, de rigidez
eldstica linear, que aplica um momento M de reacdo ao momento
aplicado pelo carregamento e proporcional ao giro 6 sofrido

pela barra:

M =ké (6.1)

onde k representa a constante de rigidez da mola.

a) b)
P

ke P
resp. mao—linear

resposta linear

R

\
(5

Figura 6.1 - Respostas linear e ndo-linear da barra rigida com
carregamento transversal

Segundo uma analise linear, Jjustificdvel na hipdtese de
pequenos deslocamentos, o equilibrio é expresso tomando-se como

referéncia a configuracdo inicial, e exprime-se na forma:
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PL=M ou P=— (6.2)

Obtém-se, assim, uma relacdo linear entre carga e giro (o
qual pode ser entendido como um ’"deslocamento generalizadol).

Escrevendo-se, no entanto, o equilibrio na posigéao
deslocada, o gue caracteriza uma analise geometricamente né&o-

linear, resulta:

PL cos@=k@ ou pP=—— (6.3)

Essa nova expressdo estabelece uma relacdo ndo-proporcional
entre a carga P e o giro 0. A figura 6.1b ilustra as respostas

obtidas com as expressdes (6.2) e (6.3).
Tendo-se em vista a (6.3), observa-se que para 0 pequeno
(9<<03rd) pode-se adotar a aproximacdo cosf® =~ 1, recuperando-se

a (6.2). Dentro desse limite, as duas relacdes, (6.2) e (6.3),
coincidem, o que permite concluir gque nesse caso de carregamento
transversal ao eixo ndo se cometem erros significativos ao
escrever o equilibrio na situacdo indeslocada, e a segunda
condicdo geral da anadlise estrutural linear aplica-se com seu
sentido puramente geométrico.

Numa segunda situag¢do, acrescente-se ao sistema anterior

uma carga axial, conforme ilustra a figura 6.2:

Lcose J

a) é% ‘

L
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resposta linear

exata (7.5)

g])roximada (7.6)

-

Figura 6.2 — Respostas linear e ndo-linear da barra rigida com
carregamentos transversal e axial

O equilibrio na posicdo inicial, segundo wuma anélise

linear, conduz a mesma relacdo do caso anterior:

P=— (6.4)

Ji4 a descricdo do equilibrio na posicdo deslocada,

resulta:

PLcos@ +5PLsen@ =k&@ ou

_ k&
L (cos@ +5senéd)

(6.5)

Considerando-se  qgue o giro seja pequeno valem as

aproximacdes: cosf =~ 1 e senf ~ 6. Nessas condicdes, a (6.5)

assume a forma:

k@

p= (6.6)
L(1+50)

Ainda que a resposta estrutural apresente pequenos angulos
de giro, observa-se neste caso que a solucdo aproximada (6.6) ja
conduz a resultados bastante diferentes daqueles da resposta
linear (6.4); conforme ilustra a figura 6.2 b.

A razdo disto estd no fato de gque o momento da forca axial
tem influéncia significativa sobre o regime estatico de

equilibrio da estrutura, J& com pequenos deslocamentos ou

giros.
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Assim, em presenca de forca axial, ainda que os
deslocamentos possam ser considerados pequenos, somente é
possivel representar convenientemente o} comportamento da

estrutura por meio de uma anadlise ndo-linear.

6.2 Os conceitos de ponto limite e de ponto de bifurcagcdo do
equilibrio

Outra caracteristica importante do comportamento
estrutural, revelada pela analise ndo-linear geométrica, é
ilustrada pelo caso da barra rigida submetida, na posicéo
inicial, somente a uma carga concentrada, de direcdo axial e
perfeitamente centrada.

Seja, entdo, a mesma estrutura das figuras 6.1 e 6.2,
representada agora na posigdo vertical, e o equilibrio escrito
na posicdo deslocada. Com base nos dados apresentados na figura

6.3a, conclui-se que:

SOLUCAO 3 (GERAL)

SOLUCAO 1 T VI
X o-o 1 A eqqn|bno
- v~ —» estavel
A N
< < % A

Carna eritira

P=k/L

SOLUCAO 2 (SIMPLIFICADA)

A\
4 Pequilibrio estavel

/_\,Q y > O
\\E (a) (b)

Figura 6.3 - Solug¢do bifurcada em P = k/L

M =ké&=PL senf — P=k—0 (6.7 a)

L send

Nota-se que na (6.7a), reescrita na forma k&=PLsend ,
sendo =0 (medindo-se 6 em radianos), verifica-se a igualdade
para qualquer valor de P. Por outro lado, como 6 >senf para

k>PL, ou P < k/L, aquela igualdade somente pode ser
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satisfeita com #=0. Valendo essa condicdo sobre k, a
configuracdo indeslocada é dita estavel.

Ja para k<PL ou P > k/L, é possivel encontrar solucéo

correspondente a @ #0 satisfazendo a igualdade. E claro que a
possibilidade de 6=0 com P > k/L continua existindo, porém
ela passa a ser de equilibrio instavel porque qualquer
perturbacdo no sistema faz «com que a barra assuma uma
configuracédo deslocada.

Assim sendo, quando P = k/L, configura-se a chamada
bifurcacdo do equilibrio, ou seja, a partir deste limite passam
a existir duas solucdes: uma com 6 =0 (instdvel) e outra com
0 20 (estével).

Desse modo diz-se que P = k/L é& uma carga critica, pois a
ela corresponde uma mudanca da condicdo de equilibrio.

Observa-se que ©para determinar a carga critica é
suficiente considerar que os deslocamentos sdo pequenos. Tal
simplificacdo impede, porém, que se possa determinar a posicdo
deslocada.

De fato, considerando-se uma situacdo de giro muito

pequeno ( senf@=6@ ) a (6.7a) pode ser rescrita na forma:

(P-%)HZO (6.7 b)

A igualdade anterior pode ser verificada particularmente
em duas situacdes:

a) 60 =0, para qualquer valor de P, o que indica uma solucdo
indeslocada;

b) P = k/L, para qualquer valor de €, o que indica que
para este wvalor de carga a peca pode assumir uma
configuracdo inclinada qualgquer em equilibrio.

As solucdes obtidas na analise anterior estdo ilustradas
graficamente na figura 6.3b, destacando-se as diferentes

trajetdédrias de equilibrio estédvel e instéavel.
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Nota-se que a bifurcacdo do equilibrio é wuma situacdo
caracteristica de um sistema perfeito, com carregamento centrado

e alinhado com o eixo na situacdo inicial.

Numa outra situacdo Dbésica, o carregamento apresenta uma
componente alinhada com o eixo do elemento estrutural, conforme

exemplifica o caso da trelica plana ilustrada na figura 6.4.

«FL cosa —— L coso—|

Figura 6.4 - Carregamento com componente axial

O equilibrio, na posicdo deslocada, dos ndés B e A
(fig.6.4b) leva a:

2Nsen(a—-0)=P

6.8 a,b
Ncos(a—6)=kA ( k)

Combinando-se as relacdes anteriores e levando-se em conta

que A=2 L[COS(a—H )—COSa], resulta:

P

4kL:tg(a—e)[cos(a—e)—cow] (6.9)

Tomando-se, por exemplo, «a=60°, a relacdo anterior pode
ser representada em grafico, conforme ilustra a figura 6.5.

H& um regime de resposta inicial estavel, pois as forcas
internas nas barras sdo capazes de equilibrar acréscimos de

carga aplicada. Esse processo permanece até certo limite, a
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partir do qual aquela tendéncia se inverte, passando, entdo, o

sistema, a apresentar uma resposta instéavel.

P
A 2kl

pto limite
0,226 +

estavel

!
S

—0. 2256+ L
pto limite

Figura 6.5 - Pontos limite na trajetéria de equilibrio

Na resposta estrutural obtida n&do se observam pontos de
bifurcacdo, mas sim pontos l1imite, 0s dqualis separam as partes
estdvel e instédvel da trajetdria de equilibrio.

Os pontos 1limite indicados na figura 6.5 podem ser
determinados anulando-se a primeira derivada com relacdo a 6 da

relacdo (6.9), o que leva a:

cos®(a— 60 )=cosa
p/ a =60° — 0, =225° e 6, =975°

Em 0=225°, por exemplo, a trajetdria inicial de equilibrio
deixa de ser estavel, pois, mantendo-se o nivel de carregamento,
uma pequena perturbacdo AO >0 na configuracdo da estrutura faz
com que ela procure outra configuracdo estdvel fora das
vizinhancas da primeira, conforme indica a figura 6.5.

A parte instédvel da trajetdéria de equilibrio, que se

configura entre os pontos limite, somente pode ser percorrida se
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houver controle sobre o deslocamento do ponto de aplicacdo da

carga.

6.3 Efeitos de imperfeicgdes

Os casos Dbésicos até aqui apresentados desconsideram a
existéncia de qualquer imperfeicdo no sistema. No entanto,
imperfeicdes 1iniciais de ordem fisica ou geométrica podem
alterar significativamente a resposta estrutural.

Considere-se, numa primeira situacdo, a barra rigida
vinculada por uma mola elastica e submetida a uma forca de
direcéo axial. A imperfeicédo é constituida por uma
excentricidade no ponto de aplicacdo da carga; seja, ainda, esta

excentricidade expressa na forma e=a L.

L /
3/

L@Z

Figura 6.6 — Excentricidade do carregamento aplicado

O equilibrio na posicdo deslocada, indicada na figura 6.6,

fica expresso na forma:

P(Lsend +aLcosd)=ko

Pl _ % (6.10 a,b)
k senf+acosé ) as

Para a =01 a funcdo (6.10b) apresenta o grafico ilustrado

na figura 6.7.
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ey,

|
o
"
I
¢
I

0

. P
instavel |}
'

’
estavel

.
estavel

/

’

Figura 6.7 — Resposta do sistema com imperfeig¢do de posig¢do na
aplicacdo da carga

Observa-se que para 6 >0 e a>0 ndo had mais a
caracterizacdo de bifurcacdo, havendo wuma Unica trajetdria
estdvel de equilibrio. De outro modo, esta resposta pode ser
interpretada observando-se o comportamento da mola: nessas
condicdes ela sempre oferece um momento crescente de oposicdo ao

momento aplicado pelo carregamento.

Para 6=0° a mola ndo estd distendida e o sistema né&o

suporta qualquer carregamento. No intervalo: -571°<0 <0° o

sinal do denominador da expressdo 6.5b resulta positivo e o

equilibrio somente pode ser mantido com carga P negativa.
Nota-se que o valor @ =-571° anula o denominador da 6.10b e

coincide com o arco cuja tangente é 0,1 (valor de a). Nessa
posicdo a carga aplicada resulta geometricamente alinhada com a
articulacdo e, teoricamente, pode atingir valores, em mbédulo,

muito altos; entretanto, tal posicdo é de equilibrio instével.

Para valores mais negativos de 6 a estabilidade do equilibrio
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somente é restabelecida a partir de 6#<-425° quando aumentos de

0 passam a exigir aumentos de carga.

Outro tipo de imperfeicdo que o sistema pode apresentar,
decorre de uma eventual ndo-linearidade de resposta do material
associada a processos internos de plastificacédo ou de
fissuracédo, por exemplo.

Esse tipo de situacdo pode ser simulado com o sistema
idealizado de barra rigida com mola, admitindo-se que a rigidez
da mola seja expressa ndo por uma constante, mas por uma funcgdo
do préprio giro da barra.

Por exemplo, admita-se que a rigidez seja determinada, em

cada instante da andlise, pela seguinte relacéo:
K'=k+k,0% c/k <0 (6.11)

Claramente a rigidez Kk diminui com 6, e esta situacdo é
tipica dos materiais que sofrem um processo 1interno de
microfissuracdo evolutiva.

Aplicando-se essa propriedade a mola do sistema ilustrado
na figura 6.3, a relagcdo de equilibrio gue governa aquele

problema passa a ser dada por:

PLsend =k@ +k,0° (6.12)

Para avaliar a resposta do sistema, ¢é suficiente tomar-se

apenas uma vizinhanca de 0 =0°. Nesse caso, a relacédo pode ser

reescrita na forma:

%:1+%92 (6.13)

A  resposta obtida esta ilustrada na figura 6.8,
observando-se que a carga critica, segue-se uma bifurcacdo para

regimes de equilibrio instéavel.
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PL/k

VQj

Figura 6.8 - Resposta simétrica instavel provocada por
imperfeigcdo do material

Obviamente, 0s sistemas podem apresentar ambas as
imperfeicdes, de natureza geométrica e de material; nesses
casos, pode-se mostrar que as respostas obtidas caracterizam-se
por ndo apresentar pontos de bifurcagcdo, mas somente pontos
limite. Além disso, esses pontos limite podem ocorrer para
niveis de carregamento menores do que o da carga critica de
bifurcacdo do problema em que a imperfeicdo é exclusivamente
devida ao material.

A figura 6.9 ilustra uma resposta genérica tipica de uma

situacdo em gque se combinam as duas imperfeicdes aqui abordadas.

PL/k

bifurcacvao

/

ponto limite ponto limite

Vij

Figura 6.9 — Resposta do sistema com imperfeig¢ées de
posicionamento da carga e de material
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Limitando-se o estudo a possibilidade de existéncia de
imperfeic¢cdes associadas ao posicionamento do carregamento, isto
é, admitindo-se que o material sempre se comporta em regime
eldstico linear, duas situacgdes passam a ser abordadas, no que
segue, no ambito da andlise ndo-linear geométrica.

A primeira, bastante particular, refere-se a determinacéo
da carga critica de bifurcacdo do equilibrio em sistemas
perfeitos submetidos exclusivamente a compressdo axial.

A segunda, diz respeito a combinacdo da flexdo por
carregamento transversal com o efeito de compressdo por forca

axial.

6.4 A flambagem de Euler

Neste item apresenta-se a determinacdo da carga critica
para dquatro casos estruturais basicos, nos dquais a Dbarra
deformadvel é constituida por um material de resposta elastica
linear e a carga de compressdo aplicada ¢é perfeitamente
centrada.

Nos sistemas que seguem a rigidez a flexdo da barra
realiza papel equivalente ao da mola elastica dos estudos com
barra rigida dos itens anteriores. Além disso, a carga critica
corresponde uma mudanca da configuracdo de equilibrio, na qual a
barra abandona a configuracdo inicial de eixo reto e busca outra
estdvel com eixo curvo. Esse fendmeno é denominado flambagem.
Uma expressdo para a carga critica resulta como consequéncia do
problema da determinacdo da elédstica do sistema, naturalmente
considerando-se o equilibrio na posicdo deslocada.

O objetivo de se estudar quatro casos ndo é somente
ilustrar um procedimento comum para a obtencdo da carga critica
em sistemas sem imperfeicdes, mas, sobretudo, ressaltar a
influéncia da vinculacdo sobre o seu valor.

Num primeiro caso, estuda-se uma coluna articulada na
extremidade inferior e com apoio mével na extremidade superior,

submetida a uma carga P, como mostra a figura 6.10a.
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A partir dos dados indicados naquela figura, pode-se

escrever qgue:

M=Pv=-El V' >

P
Vi+4—v=0 — V' +k?v=0 (6.14 a)
El
P
onde k?=—
El
A solucdo da equacdo diferencial indicada em (6.14a)
exprime-se na forma:
v=A; cos (kx)+ A, sen(k x) (6.14 b)

DA

O
1T

N
>

\ simplificada

Bl A

v c—

E T

v >
f=v(L/2)

(a) (b)

Figura 6.10 - Barra sob compressdo axial com vinculos do tipo
apoio/apoio

As constantes de integracdo podem ser determinadas, em
principio, impondo-se as condig¢des de contorno existentes em x =
0 e em x = L.

i) De v(x=0) = 0 segue que: A; = 0;

ii) De v(x=L) = 0 resulta que Azsen (kL) = 0.
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A Ultima igualdade é satisfeita se A, = 0 para qualquer
valor de sen(kL), obtendo-se v = 0 (solucdo 1); porém esta

solucdo ndo tem interesse por ser a trivial.

Por outro lado, naquela mesma igualdade, se A, # 0, entéo,

necessariamente, sen (kL) = 0, dai decorrendo as seguintes
possibilidades:
a) kL = 0, o que implica em P = 0 (solugdo 2), a qual

também ndo é uma possibilidade de interesse;

by kL = non, (n=1,2,...) resultando em P # 0 (solucdo 3);
desta possibilidade decorrem as chamadas cargas criticas
de flambagem.

O menor valor para a carga critica é obtido tomando-se n =

1 na solucdo 3, resultando:

72 E|

kL=7 — P.= E

(6.15)

Outra observacdo importante é que na relacdo (6.15) ndo se
associou a 1inércia nenhum indice indicativo de um eixo em
particular. Como o gque se deseja é o menor valor da carga
critica, deve-se adotar a menor inércia. Assim, como regra
geral, a flambagem ¢é um fenbmeno que tende a ocorrer
preferencialmente em torno do eixo de menor inércia.

A partir do valor da carga critica expresso pela (6.15), a
eldstica passa a apresentar uma forma senoidal, compativel com
a vinculacdo dada, porém com valores expressos em funcdo da

constante A, que permanece indeterminada:

v:Azsen(kL):Azsen(”—ij (6.16)

A indeterminacdo da elédstica é, na verdade, conseqiiéncia
da wutilizacdo da forma simplificada da equacdo da 1linha
eldstica, empregada na (6.14a), valida quando os deslocamentos
sdo pequenos. Vale lembrar, novamente, que tomar o equilibrio
na posicdo deslocada ndo implica, necessariamente, em que o0sS

deslocamentos sejam grandes. Tal tipo de andlise simplificada,
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apesar de sua limitacdo quanto a caracterizacdo da eléstica,
serve perfeitamente para os propdsitos de determinacdo da carga
critica.

E possivel, naturalmente, desenvolver uma analise geral,
na qual na equacdo diferencial da linha eldstica exprime-se a
curvatura por uma relacdo completa, porém o resultado referente
ao valor da carga critica ¢é o mesmo. Na figura 6.10Db,
representam-se as respostas simplificada e completa, apesar
desta ndo ter sido aqui deduzida por extrapolar os objetivos
deste texto.

Voltando & solugcdo 3 da anadlise simplificada, nota-se dque
existem outros valores de carga critica em correspondéncia a
valores inteiros de n maiores do que a unidade. Por exemplo,
tomando-se n = 2 a expressdo da carga critica resulta:

2

pc:@ (6.17)
L

A eldstica associada a valores de carga superiores ao

critico fica expressa por:

v=A, sen _erx (6.18)

Representando-se graficamente as solucdes relativas aos
outros valores de n, nota-se que as elédsticas apresentam um

numero de ondas igual a n, conforme ilustra a figura 6.11.



214

| | |+
j» ﬂ_ L/6
NR% Al
L/2 4+ ) L
L/4 :

4, 4
#f Wf T/L/3
L/2 SRy a1
I A

n="1 n=2 n=3

Figura 6.11 - Elasticas compativeis com a solugdo n = 1,2,3

Fisicamente a elédstica para n=1 é preferencial. Somente
serdo possiveis solucgdes correspondentes a valores de n maiores
do que a unidade se houverem impedimentos aos deslocamentos
transversais nos pontos onde a elastica teoricamente deve ser
nula; o que equivale a existéncia de apoios adicionais.

A ocorréncia de apoios adicionais pode ser proposital na
pratica. De fato, guando da concepg¢do de um projeto estrutural,
a possibilidade de flambagem segundo o eixo de menor inércia
deve ser evitada sem que se altere a geometria da secéo
transversal definida pelo projeto. Nesses casos, procura-se
acrescentar vinculos impedindo-se os deslocamentos transversais
em determinados pontos, de modo a reduzir o valor do
‘comprimento de flambagem’ segundo o plano vertical gque contém o
eixo de menor inércia.

Para ilustrar o problema descrito, considere-se, por
exemplo, o caso da coluna bi-apoiada com secdo retangular,
indicada na figura 6.12. O objetivo consiste em determinar o
numero de apoios mbdéveis a serem acrescentados para dgue a
possibilidade de perda de estabilidade seja a mesma, tomando-se

as inércias segundo os eixos principais z e y da secéo.
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II h z 4
| ,
| v 8
1 7, Yz
o zZ, cg
B < b
A——A4A
VAN - vy

Figura 6.12 - Efeito de vinculos adicionais

Admitindo-se que tais vinculos sejam distribuidos a partir
da cota x = 0 e eqgiidistantes de um espacamento h, a condicéo

para a determinacdo do numero de vinculos resulta de:

2EI 2 2 2
Pc=ﬂ. 2y=7[Ez|Z - 2] = ﬂ
h L b L

:ﬂ - h:(EjL
L b

Deste modo, admitindo-se uma secdo com relacdo a/b=1/2,

oo

obtém-se h=L/2. Portanto, basta acrescentar um vinculo no meio
do v&o para que a probabilidade de ocorréncia de flambagem seja
a mesma em ambas as direg¢des. Tal vinculo impede o deslocamento
apenas no plano x-z.

Um segundo caso a ser estudado, consiste numa variacdo do
exemplo apresentado na figura 6.10, onde se substitui o apoio
fixo por um engaste, mudando-se, portanto, as condic¢cdes de

contorno.
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Bl L M

Figura 6.13 - Barra sob compressdo axial com vinculos do tipo
apoio/engaste

Com base na figura 6.13, tomando-se o equilibrio na

posicdo deslocada resulta:

M=Pv-Hx=-EIV"
(6.19)

S v kv =y
El

Compondo-se as solugdes homogénea e particular da equacgdo

diferencial obtida, determinam-se as seguintes expressdes gerais

para os deslocamentos transversais e giros das segdes,

respectivamente:

v:Alcos(kx)+Azsen(kx)+%x (6.20a)

v'=—A ksen(kx)+A, kcos(kx)+% (6.20b)

Impondo-se as condigdes de contorno objetivando-se

determinar as constantes A; e A, e a reacdo de apoio H,

resultam:

De v(x=0) = 0 segue que A; = 0;
De v'(x=L) = 0 segue que H/P = -A)kcos (kL)

v(x) =A[ sen( kx)— kcos(kL)x]
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A condicdo v(x=L) = 0 é atendida se:

A, = 0: o que leva a solucédo trivial nula;

A, # 0 e tan (kL) = kL (solucdo 2).

Da solugcdo 2, a partir do menor valor positivo de kL que

atende a igualdade (kL = 4,493) resulta:

27°El

P, E

1N

(6.21)

Na figura 6.14, apresentam-se os outros dois casos béasicos
que diferem dos anteriores por variacdes nas condicdes de
contorno.

Seguindo-se um procedimento andlogo de integracdo da
equacdo diferencial da elastica, deduzem-se as seguintes
expressdes para as cargas criticas dos casos a) e b), indicados

naquela figura, respectivamente:

P Pi P
E'[ﬁi —H [ A
xI =) x[
M(z)
it | L J_vl Bl L

(a) (b)

Figura 6.14 - Barras sob compressdo axial com vinculos dos
tipos engaste mével/engaste fixo e engaste fixo

_4A7’El
B
7°El

= (6.22a,b)
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Todas as relagdes para a determinacdo da carga critica

podem ser colocadas numa Unica forma geral dada por:

p_ (6.23)

onde Lfg é denominado "comprimento de flambagem".
Para oS quatro casos estudados, os valores dos

comprimentos de flambagem valem:

Ly=L, para a vinculagédo apoio/apoio;
Lﬂ==L/J§, para a vinculacdo engaste/apoio;
L,=L/2, para a vinculacdo engaste mével/engaste fixo;

L, =2L, para a vinculacdo engaste fixo.

E possivel escrever a relacdo geral da carga critica
(6.23) numa forma envolvendo a tensdo normal e um parametro
associado a geometria da barra, portanto mais conveniente para
fins de dimensionamento.

Assim, dividindo-se ambos os membros da (6.23) pela area A
da secgdo transversal e redefinido as relagdes entre as grandezas

geométricas, resulta sucessivamente:

F_, _7El
AT AL
: (6.24)
o,=nrE L =”f
L A

onde:

i=+I/A é denominado raio de giracdo;

A=Ly/1 é o indice de esbeltez.

Para um dado material, caracterizado pelo mbédulo de
elasticidade E, e para uma determinada geometria da barra,
incluindo-se ai a secdo transversal e o comprimento, a relacédo

(6.24) fornece um valor limitante superior para a tensdo normal,
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que pode atuar na secdo, sem que se viole o regime elédstico e
que aconteca o fendmeno da flambagem.

A representacdo grafica dagquela expressdo estd ilustrada
na figura 6.15, notando-se, em particular, que se indica um
regime de validade da chamada hipérbole de Euler (nome dado a
expressdo 6.24). De fato, a flambagem elastica ¢é possivel de
ocorrer a partir de certo valor de esbeltez, abaixo do qual
existem dois regimes: o de flambagem pléastica e o de
esmagamento.

Na flambagem pléastica ocorre um efeito combinado de
plastificacdo da barra com perda de estabilidade. Nas barras com
indice de esbeltez Dbaixo ndo se manifesta a ©perda de
estabilidade e o material sofre esmagamento por compressao.

Os indices de esbeltez limitantes de cada um dos regimes
de comportamento em questdo sdo considerados caracteristicos de
cada material; na maior parte dos casos hd uma definicdo clara
sobre os valores relativos ao limite eldstico, o mesmo néo
ocorrendo para os limites entre os regimes de flambagem pléastica

e de esmagamento (muitas vezes indefinidos).

9 A
hiperbole de Ewuler
\
| sem flambagem (esmagamento)
\
\
. flambagem plastica
g ‘
P I
| -
I Jlambagem elastica
| |
| |
| |
| |
| |
\
l ‘
| 1 > )\
>\p >\0

Figura 6.15 - Hipérbole de Euler e os regimes de comportamento

Exemplo 1: Trata-se de uma viga de comprimento L = 280 cm,

engastada na extremidade esquerda e apoiada na extremidade
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direita, submetida a uma forca de compressdo P centrada, como

ilustra a figura 6.16a.

(a)

El=cte

280 cm

o

Figura 6.16 - Geometria e relagédo Oﬁ'ﬂ% para viga

engastada/apoiada

A secdo transversal e o diagrama o,—-A4 estdo indicados nas

figuras 6.16b e c, respectivamente. Pede-se determinar o valor
admissivel para a carga P, adotando-se um fator de seguranca
igual a 2.

A carga maxima pode ser determinada multiplicando-se a
tensdo de flambagem pela &area da secdo transversal; a carga
méaxima admissivel é obtida dividindo-se a carga méxima pelo

fator de seguranca. Entdo, valem as relacdes:
P

Pméx =0y A ; IS =
2

A tensdo de flambagem ¢é uma funcdo do indice de esbeltez,
ilustrada pelo diagrama da figura 6.16c. Deve-se, inicialmente,
determinar aquele indice, observando-se que se o mesmo for igual
ou superior a 80 vale a hipérbole de Euler e o regime sera de
flambagem eléastica.

Os valores geométricos de interesse sdo oS seguintes:



221

A=8.2.3=48cm?

3 3
IZ:8.12 23.8° o
12 12
3 3
4'8 8 2 —176¢cm*
/ /17 L
=1915cm : L, =—
fl \/E
z:—f ———————HB4>80
i 4/2.1915

Concluindo-se pela validade da hipérbole de Euler, pode-se
7’E
/12

elasticidade ndo é um dado direto do problema. Seu valor pode

empregar a relacdo: oOy4=

; porém o valor do mbédulo de

ser determinado com os dados da figura 6.16c, pois o par
Qfﬂj):(ZOBO) também pertence a hipérbole e, portanto, deve
verificar a relacdo acima. Assim sendo, segue que:

oq A 20.80°

2

E= = . 7°E =128000kN/cm?
VA T

Finalmente, para a tensdo de flambagem e para a carga

admissivel resultam os valores:

128000
710342

§¥:££%?£§=28728kN

=1197 kN /cm?

0
Exemplo 2: Na figura 6.17 representam-se: um pilar engastado na
base, submetido a uma carga P de compressdo na sua extremidade

livre, a respectiva secdo transversal e o diagrama o&,—-A. Pede-

se determinar a carga P admissivel, sabendo-se que no diagrama

foi adotado um coeficiente de seguranca "2".
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6
18
18
300 cm _ 2
Ty & (kn/em”) 6
6 18
? (cm)
2
»
80 7\

Figura 6.17 - Pilar sob compressdo centrada

A resolucao segue oS moldes do exemplo anterior,
observando-se apenas que como o coeficiente de seguranca ja esté
considerado nos valores de tensdo de flambagem explicitados no
diagrama da figura 6.17, a hipérbole de Euler fica expressa pela

seguinte relacdo:

2
O-ﬂ VA E
Oq = =

2 2

a) Determinacdo das caracteristicas geométricas

A=24.24 —6.6 =504cm?

Yeg = Zeg =12Cm

4 4
=1, _24 518 162 (9) |= 21600 cm*
12 7|12

2 4
l,, =-2.(6)7.9.9=-5832cm
As inércias principais resultam:

|, =27432cm* ; 1, =15768cm*

O indice de esbeltez fica determinado por:
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i:1/15—768:5,5930m : z:&:ﬂzlom
504 i 5593

portanto, vale a hipérbole de Euler.

b) Determinacdo da carga admissivel

2 2
g =N TE o T E L E—25600kN/cm?
2 " 24 2.80
2°E 25600

=111kN/cm?

TN T2 T 210732
B —111.504=560 kN

6.5 A flexdo composta na andalise ndo-linear geométrica

Deve-se observar, novamente, que a flambagem elédstica de
FEuler é um fendmeno associado a sistemas perfeitos, isentos de
defeitos de natureza geométrica, fisica ou de excentricidade do
carregamento. Essas condig¢des, porém, podem ndo ser verificadas

nas situacdes reais de projeto. De fato:

a) A aplicacgdo de uma carga concentrada perfeitamente centrada é
puramente tedrica e impossivel de se obter na préatica;

b) E bastante dificil obter-se uma barra com eixo de geometria
perfeitamente reta;

c) Em geral o material que compde a barra contém imperfeicdes.

Dentro dos limites deste texto, é possivel tratar de modo
razoavelmente simples, em termos analiticos, o} caso de
imperfeicdo indicado no item a), qgue consiste em excentricidade
do carregamento, admitindo-se dque ndo existam defeitos de

geometria e do material.
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Considere-se, entdo, o caso ilustrado na figura 6.18, no

qual a carga estd aplicada com uma excentricidade f:

Pjir Pjir A
L LT
i L e
M
el
bl L
E I
5274;! >
| wL/2)
b (a)

Figura 6.18 - Efeito da excentricidade na aplicag¢do da carga

A procura da elédstica, tomando-se o equilibrio na posicéo

deslocada leva a:

M=P(f +vV)=—EIlv" — V" +k?v=—k?f
v(x)=A, sen(kx) + A, cos(kx) —f (6.25)

Aplicando-se as condig¢des de contorno, resultam:

v(0)=0 — A =f
f[1—cos(k L)]

v(iL)=0 — =
(L) A senkL
v(x)=f Msenkxmoskx—l (6.26)
1 §69K45
kL
Y

O deslocamento maximo, Vpsx, OCOrre em x=L/2, e vale:
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v, =f {Msen%mos%—l}:f o -1 (6.27)

senk L cos KL

2

Outro wvalor de 1interesse é o momento fletor no meio do

vdo, que pode ser explicitado com a (6.27):

M=Pﬁ+wmg=Pf——%t (6.28)
COST

A situacdo em estudo trata-se, na verdade, de uma flexdo
composta provocada pela compressdo axial. De fato, na figura
6.18 pode-se comprovar essa afirmacdo transportando-se a forca
para o eixo da peca ndo se esquecendo, naturalmente, do momento
P f.Se o equilibrio for tomado na posicdo indeslocada, o momento
de flexdo se mantém constante ao longo do eixo e igual a P f.

Assim sendo, na (6.23) o termo entre parénteses estabelece
uma correcdo no valor daquele momento, no meio do vdo, em funcdo
da flexdo sofrida pelo eixo. Tal correcdo traduz o efeito de se
considerar o equilibrio na posicdo deslocada, mesmo gque o0s
deslocamentos sejam pequenos, hipdtese, alids, implicita gquando
se emprega a expressdo da elastica em wuso, conforme Jja
salientado anteriormente.”

Nota-se, por outro lado, com base na expressdo 6.21, que

se kL=7x o wvalor do deslocamento vmsx Serd infinito. A essa

situacdo corresponde uma carga dada por:

k=% 5 P - (6.29)

idéntica a carga critica do sistema perfeito.

Porém, apesar da coincidéncia das expressdes, deve-se
esclarecer que no caso da ocorréncia de excentricidade (in), o)

comportamento apresentado pelo sistema ¢é assintdético quando
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comparado ao caso sem excentricidade, conforme ilustra o grafico
da figura 6.18.

Aquele grafico mostra que o eixo, inicialmente reto,
assume progressivamente uma curvatura ndo-nula, tendendo o
deslocamento no meio do vao para um valor infinitamente grande
na medida em que a intensidade da carga aproxima-se do valor

previsto pela (6.29).

Exemplo 3: Seja a viga-coluna biapoiada de comprimento L = 100
cm, submetida a um carregamento excéntrico P em ambas as
extremidades, como mostra a figura 6.1%9a. O wvalor da carga
aplicada é igual & metade do valor da <carga critica de
compressdo centrada. Pede-se determinar a maior tens&o normal de

compressdo atuante na viga em questdo, sendo E = 10.000 kN/ cm?

(@) (0)

P P
f ‘ El=cte Tf R
L g T *Tos
\ 100 cm e
I (om)
Vy
| © | N=P

' \_’a. ordem M=P(f+v)

2a. ordem

Figura 6.19 - Viga-coluna submetida a compressdo excéntrica

A abordagem linear do problema da determinacdo da tensdo
normal em viga-coluna submetida a compressdo excéntrica ja foi
apresentada no capitulo da flex&do, e a relacdo 1la obtida para o

cdlculo do seu valor é a seguinte:

%
()Quando os deslocamentos sdo pequenos a andlise ndo-linear é dita em segunda ordem,
enquanto que a andlise linear é sempre em primeira ordem.
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P Pe, Pe,
o, =—+ y+—2L
A |

z y

z

| sdo momentos

onde A & a area da secdo transversal e |I,1I,

principais de inércia da secdo. As parcelas Pe, e Pey sdo os

momentos da carga aplicada com relacdo a eixos centrais
principais de inércia. Numa abordagem linear, essas parcelas
permanecem constantes ao longo do comprimento da peca,

desconsiderando-se os efeitos da eléastica.

Na abordagem ndo-linear geométrica, a relagdo para o,

mantém a mesma forma, pois foil obtida a partir de uma hipdtese
cinemdtica de sec¢des inicialmente planas permanecerem planas.
Entretanto, os momentos da carga sofrem uma correcdo devida a

eldstica, pois o equilibrio é tomado na posicdo deslocada.

Admitindo-se o plano de carregamento coincidente com um
plano de simetria e que a excentricidade seja de 0,5 cm com
relacdo ao eixo de menor inércia, conforme indica a figura
6.19%, a expressdo para o calculo da maxima tensdo normal, que

ocorre na secgdo do meio do vdo, passa a ser:

_P M(L/2)

O-méx
A |

z

onde o momento no meio do védo é dado pela (6.28).
Conforme o enunciado, a carga P é igual a metade do valor
da carga critica que leva a elédstica no meio do vdo a um valor

infinito. Portanto:

_17°El _12°.10000.8

pP= =
2 2 2 1002

=39,48 kN

observando que a menor inércia vale 8 cm® .



Finalmente, levando-se em conta a (6.28)

P
que k::,EW_ resulta:

o :_32218 B 39,48.(—(;,5).2,252 (<1)=—7 2 KN/ o
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e lembrando-se

Exemplo 4: Considere-se uma viga biapoiada de comprimento L e

produto de rigidez EI, submetida a um carregamento p distribuido

uniformemente e a uma carga de compressdo centrada F, como

ilustrado na figura 6.20. Pede-se determinar uma expressdo para

o0 célculo do méximo momento de flexé&o.

Considerando-se o equilibrio na posicéo
momento de flexdo numa secdo genérica entre os

pela seguinte relacgdo:

pL_px’
M(x)=Fv(xX)+—x——
(x)=Fv(x) 5 5

F INENEEENERENEEEN F

— < e

FlI=cte B

‘ L v Yv

[

UWI i I pL/2

deslocada, o

apoios ¢é dado

Figura 6.20 - Viga-coluna submetida a flexdo composta

Para determinar o seu valor maximo é necessario deduzir a

expressdo de v(x). Da equacdo da linha elédstica segue que:

" __P (2_
v +k2v_2EI (x2 Lx)

A solucdo geral apresenta a seguinte forma:
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p  pLx px?
v(x)= A, cos(kx)+ A, sen(kx) FkZ 2FE @ 2F

Impondo-se as condicdes de contorno, obtém-se:

p . p 1-coskL
A1= 2 1 A2: 2 L]
Fk Fk lie?l%
kL
tw?
2
v(x)= pzcoskx+ pztg&senkx— pz_pLx+px
Fk Fk 2 Fk® 2F 2F

Portanto a expressdo geral para o momento resulta:

M (X):%COSKX-F% tgk7L senkx—%

2
:2p—L2 CoS kx + tgk—L senkx—1
() 2
8| - —
2
No meio do vdo, onde o momento €& maximo:

2 2
M(L/2)=—PL 2 SIS L

—C

(kL)Z (ij g "
gl - — cos| —
2 2

onde C, é o coeficiente de majoracdo correspondente ao efeito de

segunda ordem. Para o caso em que Cp, = 1, recupera-se O
resultado da andlise linear.

Novamente resulta uma carga critica em kL=7, que leva a

eldstica a um valor infinito no meio do vé&o. L

Exemplo 5: Uma viga-coluna biapoiada possui comprimento L =
200cm; segundo um plano longitudinal de simetria atuam, nas
secbes dos apoios, cargas de compressdo P perfeitamente
centradas. Admite-se, ainda, que o eixo tenha uma forma inicial
senoidal com flecha méxima no meio do vdo, como ilustrado na

figura 6.21a.
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Para uma forca P aplicada igual a 0,30 do valor da carga
critica deste caso, determinar a flecha maxima inicial de modo
que a tensdo normal em médulo ndo ultrapasse 15 kN/cm?.

Dado complementar: E = 10.000 kN/cm?®.

+— /2
p AT P
— - +
S~ 12 cm
} v(x) } n
L=200 cm {12 emy

Figura 6.21 - Viga-coluna com eixo inicialmente curvo

Do equilibrio de momentos na posicdo deslocada, obtém-se:

M(x)= P[vo(x)+v(x)]=P{f0 senﬂTXJrv(x)}

Por sua vez a tensdo normal na secdo mais solicitada (do

meio do vdo) pode ser determinada por:
P M(L/2)

o(y) ="+,
A |
sendo que, naturalmente, a tensdo maxima ocorre no ponto mais
afastado da 1linha neutra. Toda a solucdo fica dependente da
determinacdo de v(x), ou seja: da integracdo da equacdo da linha
elastica.

Neste caso, a equacgdo diferencial da linha elastica fica

expressa por:

X
V' +k?v=—k? f, sen=—

A solucdo particular pode ser expressa na forma:

V,(Xx)= Csen”—LX
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k? L?
. Portanto, a solugéo geral fica dada por:

onde C :(m fO
k2L? j T X

v(x)= A, cos(kx)+ A, sen(kx) +(m f, senT

As constantes podem ser identificadas impondo-se @ as

condicdes de contorno:

v(0)=0 —» A =0
v(L)=0 — A,senkL=0

ser satisfeita com

A segunda condigdo de contorno pode

A, =0, independente do valor de kL. Obtém-se, a solugdo geral:

k2L? X
V(X):[m] fO SenT

H& uma carga critica associada a essa solucgcdo, que anula ©

denominador do termo entre colchetes:

2 2
k=% % . p_7El
c 2 . c 2
L EI L
Note-se, ©por outro lado, que o valor critico também
independente do valor

verifica a segunda condicdo de contorno,
em particular no

de AT Voltando a solucdo em deslocamentos,

meio do vdo resulta que:

1 KL
/2= )

a ultima relacdo pode ser

Observando-se que: 5 2

escrita na forma:

1

v(L/2)_PB(—fO
1- P ]
P

c
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O momento de flexdo no meio do vdo entdo resulta:

M(x):P[f0+v(L/2)}:P—f°

)
C
Com base nos dados geométricos da secdo transversal

indicada na figura 6.21b, para a carga critica obtém-se:

P _ 7%.10000.12°

. gt = 42837 kN/cm?

Portanto, a carga aplicada vale: P=12791kN/cm?.

Impondo-se, finalmente, que a tensdo normal maxima em

médulo ndo ultrapasse o limite dado, resulta:

12791 12791y _ .o . f, <0,96 cm
144 = 288.07

7 TORGCAO LIVRE

7.1 Consideracdes gerais e a hipotese cinemdatica

Configura-se um regime de torgdo simples quando a barra
estd solicitada somente a momentos de torcdo. Na figura 7.1la
representa-se uma barra prismatica de comprimento L e secgdo
transversal de geometria qualquer submetida a momentos de

torcdo, indicados por Mg, aplicados em suas extremidades.
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Figura 7.1 - Barra submetida a torgcdo simples e giro relativo
entre seg¢dbes distintas

Um efeito de tal solicitacdo numa certa secdo da barra é o
de provocar um giro relativo, denotado por 6(x) e suposto
pequeno (#<01lrd), com relacdo a outra secdo transversal de
referéncia distante x dela (normalmente uma das sec¢des nas
extremidades da barra em sua posicdo indeformada é tomada como
referéncia e contém a origem do sistema de eixos).

Sendo o momento de torgdo constante em L, é possivel
admitir que o giro relativo seja proporcional a disténcia a
origem do sistema, isto é: O(x)= O® x, onde ® é uma constante
que representa o giro por unidade de comprimento.

Com relacdo a natureza das tensdes associadas as
deformacdes provocadas pela torcdo, um modo de visualiza-las
resulta da concepcdo de qgque a barra seja formada por pequenos
segmentos que se superpdem ao longo da direcdo x.

Na hipdétese de que a continuidade da barra seja preservada
no processo de deformacdo, os giros de cada um dos segmentos ndo

sdo independentes entre si, mas devem estar compatibilizados por
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tensdes de cisalhamento atuantes, naturalmente, nos planos das
secdes.

Por outro lado, observa-se que os deslocamentos dos pontos
da barra também tem componente na direcdo axial, num efeito
denominado empenamento. Desse modo, estando a barra sob torcgéo,
se¢des transversais inicialmente planas deixam de sé-lo e a
torgcdo simples é ainda dita livre quando os vinculos n&o impdem
qualgquer restricdo ao empenamento.

Em linhas gerais, o modelo cinematico da torcdo livre, ou
torcdo de Saint-Venant, que descreve os deslocamentos dos pontos
de uma barra, ou trecho dela, solicitado a momento de torcdo

constante, estd baseado nas seguintes hipdteses:

a-) O giro de uma secdo qualquer com relacdo a uma secdo de
referéncia é diretamente proporcional a distédncia entre elas:

O(x) =0 x.

b-) O empenamento, caso ocorra, difere ponto a ponto apenas em
funcdo da sua posigcdo na secdo transversal. Como o empenamento
fica expresso pela componente axial do deslocamento, aqui

representada por u, vale a relacdo: u = u(y,z);

Tome-se um ponto qualquer de uma secdo transversal de
interesse, 1ilustrada nas figuras 7.l1b e 7.l1lc. Com base na
hipétese a) e sendo o giro muito pequeno, é possivel escrever as
expressdes das duas outras componentes v e w do deslocamento,
respectivamente nas direcdes definidas pelos eixos de referéncia

vy e z, nas formas:

V=—-0XZ ; W= 0OXYy (7.1 a,b)

Em notacdo vetorial u, v e w sdo componentes de um vetor
deslocamento d, o qual fica representado na seguinte forma,

segundo uma base cartesiana ortonormal formada pelos versores
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e, ,6,,6; coincidentes com as direcdes dos eixos de referéncia x,

y e z, respectivamente:

d=ue, +ve, +we, (7.1 c)

Assim sendo, considerando-se as (7.1), em qualquer ponto

da barra o campo de deslocamentos fica totalmente determinado
uma vez conhecidos u(y,z) e O.

Observa-se ainda que, sem perda de generalidade, pode-se
escrever a funcdo u(y,z) na forma: K ¥(y,z), onde K é& uma
constante qualquer e ¥ é uma funcdo de forma associada a
geometria da secdo transversal. Dado o carater genérico da
constante K, por uma questdo de conveniéncia algébrica, impde-se

K= 0.

7.2 Relacdbes deformacdo-deslocamento

Definido o campo de deslocamentos, as componentes de
deformacao podem ser determinadas tomando-se derivadas parciais

conforme indicado em seguida:

ou ou(y,z)
X=_=—=O 7.2
¢ 0X 0X ( */
5= OV 0V (7.2 b)
oy oy
oW _owxy) (7.2 c)
0z 0z
ou . ov oy
5= oy ox [ay 1 ( a)
ou  ow oy
=+ =0+ 7.3 b
Va 0z 0X [62 Y] ( )
oV Ow
= @x+0x=0 7.3
"= 57 oy ( <

Nota-se que as Unicas componentes ndo nulas sdo as

distorcdes nos planos x-y e x-z. Além disso, considerando-se as
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7.2b,c e 7.3c, pode-se afirmar que as secdes transversais séo

indeformdveis no plano y-z.

7.3 Relacbes tensdo-deformacdo

Para um material elédstico linear as relacgdes tenséo-
deformacdo expressam-se pela forma generalizada da lei de Hooke.
Inicialmente as tensdes normais resultam da inversdo do seguinte

conjunto de relacgdes:

1

€x=E[Gx_U(Gy+GZ)] (7-4 a)
1

Ef:E[Oy_U&H+GJ] (7.4 b)
1

52=E[az—0(ax+ay)] (7.4 ¢)

de onde se conclui, com as 7.2a,b e c, que
ox=oy=0,=0 (7.5 a)

Quanto as tensdes tangenciais, obtém-se:

0
fxy=G7xy=G®[§w—Z] (7.5 b)
rxz=nyz=G®[aa—f+y] (7.5 ¢)
7,=Gy,=0 (7.5 d)

Portanto, 7, e 7,, sdo as uUnicas componentes de tensdo nao-

nulas e atuam no plano da secdo transversal, valendo, ainda, a
reciprocidade com relacdo a planos longitudinais conforme

ilustra a figura 7.2.
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Figura 7.2 - As tensdes de cisalhamento e a reciprocidade

7.4 O equilibrio das tensdes de cisalhamento

As tensdes de cisalhamento expressas pelas 7.5 devem ter
uma distribuicdo tal que garanta o equilibrio de um volume

elementar qualquer da barra.

Na figura 7.3a, 1ilustra-se um volume elementar com as
componentes de tensdo e suas respectivas variagdes (observando-
se gue numa situacdo de momento de torgdo constante, como a em

estudo, ndo hd variacdo das tensdes segundo O eixo Xx).

a) b)

Figura 7.3 - a)Equilibrio de um volume elementar
b) Vetores de tensdo

Do equilibrio do elemento, segue gque as distribuicdes

plausiveis de tensdo de cisalhamento devem verificar a seguinte

condicéo:
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aTXy az-xz
+_
oy 0z

=0 (7.6)

Substituindo-se as (7.5) a Ultima relacdo assume a forma

2 2
8g+6f:0
oy® 0z

(7.7)

que deve ser obedecida, de modo alternativo, pela funcgdo w.

A condicdo de —contorno associada a equacdo anterior
justifica-se no que segue.

Dadas as componentes de tensdo atuantes no plano da secao,
a cada uma delas pode-se associar um vetor, multiplicando-as por

um elemento infinitesimal de area dA (v.fig.7.3b). Desse modo,
pode-se definir um vetor resultante r.dA Gf:=ri+4é) que nas

bordas da secdo deve ser tangente ao contorno, devido a regra da
reciprocidade das tensdes de cisalhamento. Matematicamente, essa
condicéo pode ser imposta mediante uma condicéo de
ortogonalidade entre o vetor de tensdo e o versor normal ao
contorno. Portanto, considerando-se a definicdo de produto

interno, a condig¢do em questdo resulta:

7,-n=0 (7.8)

onde n é o versor normal ao contorno no ponto.

7.5 Balanco entre as resultantes de tensbes e o0s esforcos
solicitantes

As resultantes das tensdes de cisalhamento na secdo devem
ser compativeis com os esforcos solicitantes.
Em primeiro lugar, como o esforco cortante é nulo, devem

valer as condicgdes:

jr dA=0

Xy
A

[7,dA=0

A

(7.9 a,b)
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ou ainda, com as (7.5),

j[‘;—‘/;—zj dA=0

A

I[@K+{%A=O
0z

A

(7.10 a,b)

As Ultimas relacdes envolvem somente geometria e servem
para determinar a posicdo do centro de torgdo, ponto origem das
coordenadas y e z no plano da secdo. Nota-se, pelas mesmas
relagdes, que o centro de torgcdo coincide com o centro de
gravidade quando: J(a—y/J dA=J [a—wjdA=0 .

2\ 0Y 2\ 0z

Por outro lado, o momento resultante das tensdes de

cisalhamento deve equilibrar o momento de torcdo solicitante.

Assim, tomando-se por base a figura 7.4a, vale a relacédo:

M= [ (7Y =7 2)dA (7.11)
A

Figura 7.4 - a) Balanco de momentos
b) Caso da secdo circular

Com as (7.5b,c) segue ainda que:

oy . Ay 2j
M, =GO || —y———2z+y +z° |[dA (7.12)
t {(62 oy



240

A integral que aparece na relacdo anterior envolve somente
geometria e contém, nas duas ultimas parcelas, o0s momentos de
inércia da secdo, cuja soma define o chamado momento de inércia

polar. E usual denominar aquela integral de momento de inércia a

torcdo, simbolizado aqui por |, :

oy oy 2, 2
I =|| —y—-——z+y " +2z° |dA 7.13
t {(azy ay Y J (7.13)

Uma vez conhecido h, da expressao (7.12) pode-se

determinar o valor do giro por unidade de comprimento:

G): t (7.14)

7.6 Consideracdes sobre a resolugcdo do problema da torgdo
simples

A resolugdo do problema da torgdo simples tem por objetivo
determinar a funcdo W e a constante ®. Entretanto, com relacédo
a W, a condigcdo obtida é a equacdo diferencial (7.7), cuja
integracdo analitica pode nédo ser possivel se considerada uma
secdo transversal de geometria qualquer.

Um primeiro modo alternativo de resolugcdo, consiste em
arbitrar a distribuicdo das tensdes de cisalhamento na secdo, o
que leva a uma caracterizagdo indireta da funcdo W pelas
(7.5b,c), evitando-se a resolucdo da equacdo diferencial. Esse
modo aplica-se em barras com segdes transversais de geometria
bastante simples, como a circular.

Sempre considerando a hipdtese de que os giros maximos sé&o
muito pequenos, had ainda o modo aproximado denominado analogia
de membrana, que decorre de uma correspondéncia analitica formal
entre as equagdes diferenciais do problema da torgcdo e do
problema do equilibrio de uma membrana. Os resultados
aproximados obtidos com essa analogia sdo suficientemente

precisos em boa parte das aplicacdes préaticas.
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No que segue, apresentam-se as duas alternativas de
resolugdo comentadas, abordando-se, na primeira, as barras de
secdo circular, sobre as quals se pode adotar uma hipdtese
razoavel com relacdo a distribuicdo das tensdes. A alternativa
relacionada a analogia de membrana permite abranger também os

casos de sec¢les com geometria qualquer.

7.7 Barras de secdo circular

No caso de barras de secdo circular, em razdo de sua
geometria, e levando-se em conta a condicdo geral de contorno
explicitada pela relacgdo (7.8), o vetor representativo da tenséao
de cisalhamento resultante, num determinado ponto da secgédo, tem
direcdo tangencial a circunferéncia definida pela disténcia
(raio r) do ponto ao centro geométrico da secdo. Uma hipdtese
relativa a distribuicdo dessas tensdes consiste em admitir que
sua intensidade seja proporcional a distédncia r (v.fig.7.4b). Em

outras palavras:

7, =Ar (7.15)

.
onde A é uma constante.

Por sua vez, o vetor de tensdo tangencial deve coincidir
com a resultante das componentes 7,dA e 7,dA deduzidas na
formulacao geral.

Observando-se as relacdes gerais (7.5b,c), a linearidade
descrita pela (7.15) pode ser atendida se a funcdo ¥ for nula,
0 que implica, ainda, em empenamento nulo.

De fato, wvalendo as condig¢des em questdo, as (7.5b,c)

passam a ser escritas nas formas:

z'XyZG}/Xyz—G(’D VA
TXZ=Gj/XZ=G®y (7.16 a,b)

Quanto a tensé&o tangencial, (v.fig.7.5a), segue que:
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t=13+:5=(GO ) [y +7]=(GOr)
. =GOr (7.17)

O qgue permite concluir, por comparagdo com as (7.15), que
A=GO.
Nota-se que, sendo o empenamento nulo, as (7.10) indicam

que o centro de torcdo coincide com o centro geométrico da

secao.

Figura 7.5 - a) Tensdo de cisalhamento resultante
b) Balanco com o momento de torgédo

Da condigcdo de que o momento das tensdes de cisalhamento
resultantes deve equilibrar o momento torgor solicitante,

(v.fig.7.5b), para uma barra de raio R e didmetro D resulta a

seguinte expressdo para o calculo de O:

272G ©

R R
Mt:I(rtZMdr)rZJZﬂG(’Drsdr: R*
0 0

4
32 2G D*

(7.18a)

t

Tendo-se em vista a expressdo (7.14), da (7.18a) conclui-

se que:

l, = (7.18b)
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Por outro lado, a mesma conclusdo pode ser obtida da

expressao (7.13). Daquela expressdo, segue que, neste caso, O
momento de inércia a torcdo é igual ao momento polar “t:|2+|y);
4
~ . 7 D , 7 D*
como na secdo circular: |Z=|y: YRl conclui-se que I, = 2

Lembrando que o momento de torc¢do, bem como a geometria e
o material, sdo constantes ao longo de todo o comprimento L da
barra, o giro total, medido entre suas secdes de extremidade,

pode ser determinado por:

32M, L

7.19
26D’ ( )

O(L)= OL=

Ainda, tendo-se em vista as expressdes (7.18), a tensdo de
cisalhamento num ponto qualquer distante r do centro geométrico
da secdo, dada pela (7.17), pode ser calculada em funcdo do

momento de torg¢cdao por:

7 = (7.20 a)

Um valor de particular interesse é a tenséo de cisalhamento

maxima, que ocorre nas bordas da secdo:

D, 16 M
Tmax— Tt (E): 7Z'D3

(7.20 b)

No caso de secédo circular vazada com dié&metro interno de
dimensdo d e externo com dimensdo D, conforme ilustrado na
figura 7.6, permanecem validas as conclusdes sobre a secgédo
circular cheia: inexisténcia de empenamento e distribuicdo das
tensdes de cisalhamento de forma proporcional a disténcia ao

centro geométrico da secéo.
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Figura 7.6 - Segcdo circular vazada de parede espessa

Neste caso, as expressdes do momento de torgcdo, do giro

total 6 e da tensdo de cisalhamento maxima resultam:

D/2 D/2
M= _[ nrdA= I 7. F (27 rdr)

d/2 dr2

o/ 9GO . (7.21 a)
= [ 226 ordr="" (D°-d")
d/2 64
32Mt 32Mt
%My gLy —35Me 7.21 b,
-0 T 600 ( <
Tmax= $2M_D__16m.D (7.21 d)

7[( D4_d4)5_7[(D4_d4)

E(D4—d4)
32

Pode-se, ainda, considerar o caso de uma secdo transversal

sendo o momento de inércia a torcdo dado por

vazada, onde o didmetro interno d apresenta valores préximos de
D. Esse tipo de secdo ocorre nos chamados tubos de parede fina
(v.fig.7.7) . Neste caso é usual adotar-se um didmetro médio d, e
uma espessura t, onde a condigdo t << d, caracteriza o tubo de

parede fina.
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dm

Y

Figura 7.7 - Seg¢do transversal de um tubo de parede fina

As expressdes (7.21) podem ser particularizadas para este

caso, valendo as seguintes simplificacdes de natureza
geométrica:
p*-d* = (D°-d’) (D°+d°) ; D=d, + ¢t ; d=dy - ¢

D’ = d,7° + t2 + 2d,t
& = dl + t2 - 2d,t

Como t << dp, resultam:

D’ - & = 4d,t

D’ + & = 2(d,° + t°) 2d,’

Q

p?* - 4* = 8d,°t

Finalmente, obtém-se:

AM
AL)Y=p=——L (7.22a)
(L)=¢ 7Gd3 t
Tmax = 1M p_16Mdy _ 2M, (7.22b)

z(D*-d*) © 8zdit  xtdl

com o momento de inércia a torcgdo dado por

Nota-se, por um lado, gque no caso da secdo de parede fina,
as tensdes tangenciais sdo constantes na espessura, pois séo

expressas somente em fungdo do didmetro médio. Por outro lado, a
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solucdo para a secdo circular cheia pode ser recuperada da

solucdo para a secdo vazada impondo-se d = 0.

Exemplo 1: Um eixo de sec¢do circular cheia, com didmetro de 8cm,
estd engastado em ambas as extremidades e submetido a um momento
de torcdo com posicdo e sentido ilustrados na figura 7.8a. Pede-
se determinar o giro da secdo B e o valor do momento torcgor,
sabendo-se que G = 8000 kN/cm’ e que a tensdo tangencial na

secdo transversal ndo deve ultrapassar, em mbddulo, 10 kN/cm?®.

M

1 o — M, X
j > A

!a:700 l 6=200 cm ! Mt _y @
M/» o | X

8 em (C)

4l o

o

Figura 7.8- Eixo uma vez hiperestatico a torg¢do

A estrutura em gquestdo é uma vez hiperestédtica a torcdo. A
distribuicdo de momentos ao longo do eixo pode ser encontrada
pela técnica de superposicdo de efeitos segundo a metodologia do
processo dos esforcos. Para tanto, libera-se um dos vinculos,
isto é, reduz-se o sistema dado a uma estrutura geometricamente
determinada, fazendo-se atuar na extremidade livre um momento
hiperestadtico incégnito, como ilustrado na figura 7.8b. O
esforco incégnito é entdo calculado a partir da condicdo de
compatibilidade que consiste em impor giro nulo na extremidade
cujo vinculo foi liberado.

Seguindo o procedimento descrito e liberando-se o vinculo
da extremidade direita, para a estrutura resultante obtém-se o

diagrama de momentos de torgdo mostrado na figura 7.8b.
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Para a imposicdo da condicdo de compatibilidade (giro nulo
na secdo liberada), emprega-se a relacdo (7.19). Porém, como a
distribuicdo de momentos de torgcdo ndo é constante ao longo de
todo o comprimento do eixo, aquela relacdo somente pode ser
aplicada em cada uma das porcgdes de eixo onde o momento é
constante. Nesse caso, deve-se tomar o cuidado de substituir L
pelo valor do comprimento do trecho em consideracdo. Cada
parcela resultante representa, entdo, o giro relativo entre as

secbdes extremas do trecho.

Levando-se em conta a convencdo de sinais para os momentos
adotada no diagrama da figura 7.8b, a condicéo de

compatibilidade resulta:

32(X)(L-a) A 32(M.— X)a _
=— + =0
7Gg* 7Gg*

D
M,
3

O diagrama final de momentos de torgdo estd ilustrado na
figura 7.8c, sendo o mesmo de interesse direto para o calculo da

tensdo de cisalhamento maxima em mddulo.

Para o calculo de 7, vale a (7.20):

X

16(2M,)

TW:# <10 > M, <4807 kN.cm=1507kNcm

Finalmente, o giro na secdo B, medido em relacdo a secéo

32(24807)100 .
3 — = -0,0313rad .

80007(8') 32

fixa A, resulta: Qg =

Exemplo 2: Considere-se um eixo Dbiengastado, com momentos
torcores M; aplicados nos pontos B e C, conforme ilustra a
figura 7.9a. Admitindo-se que o valor de G seja 10000 kN/cm?,

determinar a relacdo a/b para que a capacidade do eixo seja
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méxima. Para a relacdo a/b obtida e sendo a tensdo de

cisalhamento admissivel igual a 10 kN/cm’, determinar o valor de

M.
(a) (b)
A B ‘ Aﬁb |2 — j M@ A@ X
! @ ! b ! @ ! x| @ [ @ Jx
M-X © M-X

Figura 7.9- Eixo de seg¢do circular submetido a torgéo

Aplicando-se o processo dos esforcos e tendo-se em vista a

figura 7.9b, obtém-se:

32Xa 32(M.-X)b 32Xa ( b j
- + =0—> X = — =
G D* G p* G p* M 2a+b M:

Com o wvalor do momento obtido, o diagrama de esforcgos

resulta com a forma indicada na figura 7.10.

© (1—o) M,

(M)

Figura 7.10- Diagrama de momentos de torgdo

A capacidade serd maxima quando o valor em mbéddulo da maior
tensdo de cisalhamento for igual ao longo de toda a barra. No
caso, sendo o didmetro constante, ¢é equivalente impor-se a
igualdade dos momentos de torcdo tomados em mdédulo, e isto se
obtém para a = 1/2. Portanto, considerando-se a definicdo de «

segue que:
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b :1—> b=2a— (E)mé‘X =1
2a+b 2 b 2

Finalmente, determina-se o momento admissivel por:

1
lG(EMt)
Tmax :7[—83S10 —> Mt=64072' kNcm

Exemplo 3: Na condigcdo de capacidade maxima, determinar a
relacdo a/b para a mesma estrutura do exemplo 2, admitindo-se,
agora, que em cada um dos trechos de comprimentos a e b as
se¢des transversals apresentem as dimensdes descritas na figura

7.11.

A A
4em 4cm | Bem
v v
trecho BC

trechos AB e CD

Figura 7.11- Dimensbes das seg¢des transversais da barra

Novamente, aplicando-se o processo dos esforcos e impondo-
se a condicdo de giro nulo na extremidade liberada, nos mesmos

moldes do exemplo anterior, resulta:

32xa___32(M-X)b _ 32Xa _
7G(8*-4*) G D* 7G(8*-4")

15b
X: _ | =
- Mt(2a+15bj FM:

O diagrama de momentos de torcdo assume a forma descrita

pela figura 7.12.
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pM, | ®

@ | BMY
(1-6) My © (1-6) My

Figura 7.12- Diagrama de momentos de torgdo

A méxima capacidade de carga é entdo imposta igualando-se
os valores extremos em mbédulo das tensdes de cisalhamento em

cada um dos trechos, como segue:

16(AM)8 _16(1-4)M:
ﬂ(84'44) 743

Tendo-se em vista a definicdo dada a f resulta:

15b 30 a

_ = —> —:l
2a+15b 34 b

Exemplo 4: Para a barra ilustrada na figura 7.13, considerando-

se uma tensdo cisalhante admissivel de valor 10 kN/cm’ e G

10000 kN/cm?, determinar o maior momento de torcdo de referéncia

que se pode aplicar e o diagrama de giro ao longo da mesma.

100 cm 100 cm \ 100 cm ‘
T

8 cm TRECHO BC TRECHO CD

3 M, 3&@

wu TRECHO AB
t

SM, 31,

Figura 7.13 - Barra com seg¢bes diferentes e constantes por

trechos
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Com base no diagrama de momentos de torcdo representado na
figura 7.13, impondo-se o valor admissivel para a tensdo de

cisalhamento obtém-se:

trecho AB : wgo > M, <100z kNcm
7(8*-4%)
trecho BC : Mg") <10 - M, <1337 kNem
T
. 2M¢
trechoCD: ————— <10 > M <207 kNcm
7 42(0,25)

Portanto, o valor a ser adotado para o momento maximo é: M

= 13,37m kNcm.

Para a determinacdo da distribuicdo dos giros ao longo da
viga, deve-se lembrar de sua variacdo linear em cada trecho,
Assim ¢é suficiente <calcular os giros nas secgbes B, C e D

relativamente a secdo A, que é fixa. Desse modo resultam:

32(3Mm,)100_ 1
P = 4 4N
rG(8*-4") 300

rad

1 ,.32(3mp100_ 1 1 14

€7 300 7G4* 300 20 300

14 (4m,)100 14 1 4
- + =— +—=—-——rad
300 7G4%(0,25) 300 30 300

Pp=

e o diagrama de giros estd ilustrado na figura 7.14.

14,/300
| 4/300

1,/300

Figura 7.14 - Diagrama de giros
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7.8 Analogia de membrana

Imagine-se uma lamina extremamente delgada, de modo que se
possa desprezar O seu peso, ocupando certa regido do plano Y-Z e
tendo seu contorno fixo. A lé&mina tem rigidez nula na direcgéo
transversal ao seu plano e resiste somente a esforcos de tracéo
(uma membrana de sabdo, por exemplo, atende a esses requisitos).

Admita-se que essa membrana venha a ser submetida a uma
pressdo p exibindo, na situacdo equilibrada, a forma de uma
bolha. Nessa situacdo, aparece, ao longo de toda a superficie
deformada, um esforco de tracdo k que equilibra a presséo
atuante e se distribui uniformemente por unidade de
comprimento. A figura 7.15 descreve as consideracdes

mencionadas, bem como a configuracdo deslocada da membrana.

k
) g &
SN —
(]C);/ /\)

Figura 7.15 - Membrana sob pressdo

O equilibrio de um elemento de 4&rea dA=dzdy pode ser
analisado tomando-se o somatdério das forgcas na direcdo da
resultante da pressdo atuante. Nesse caso, consideram-se a
resultante pdydz e as componentes do esforco da tracdo da

membrana nos lados do elemento, como ilustrado nas figuras 7.16a
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e 7.16b.

Figura 7.16 - Equilibrio do elemento de area dA

A relacgdo de equilibrio escreve-se na forma:

p(dydz) = 2kdy ser(d7a)+2kdz ser‘(%g) (7.14 a)

Sendo h(y,z) a funcdo que descreve a forma assumida pela
membrana, as inclinacdes de sua superficie segundo as direcgdes

z e y podem ser obtidas, respectivamente, por:

a=ah(y’z)=hz (7.14 b)
0z
oh(y,

A= a(yz):hy (7.14 ¢)
y

Na hipdétese de que os deslocamentos sofridos sejam muito
pequenos e, por consequéncia, também as inclinacdes sejam muito
pequenas, na equacdo de equilibrio (7.14a) podem-se confundir os
senos dos angulos com os proéprios Aangulos. Além disso,

considerando-se que:

0% h

Z2

do =— dz=—h,,dz (7.15 a)
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d*h
dﬁ:_ayz dy:_hwdy (7.15 b)

a relacdo (7.14a) pode ser escrita na forma:

2 2
o°h 6?1:_3_ (7.15 ¢)

+
oy’ 97>k

A (7.15c) é a equacgdo diferencial fundamental do problema
do equilibrio de uma membrana sob pressdo; devendo ser obedecida
a condicdo h(y,z)=0 em todos os pontos do contorno.

A analogia com o problema da torcdo pode ser mostrada
admitindo-se, em primeiro lugar, que exista uma funcdo ¢(Y,z)

tal que:

’Z‘X :—% ; TXZ=% (7.16 a,b)
Y 01 oy

Na verdade, a (7.6) ¢é uma condigdo suficiente para a
existéncia da fungcdo ¢, pois ¢é identicamente satisfeita

substituindo-se nela as (7.106).

Levando-se em conta as (7.5b,c), das expressdes anteriores

resultam:
0 2 ?
TXV=G® éw -1 =_a_€ (7.17 a)
0z 0yoz 0z
2 2
0% _col 2% .1 :flg (7.17 b)
oy 020y ay

Essas relacbdes podem ser combinadas de modo a eliminar os

termos envolvendo y obtendo-se:

2 2
76,29 00 .18

Nota-se que as equacgdes diferenciais (7.15c) e (7.18) séo

semelhantes em forma e resultam iguais se:
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¢(y,z)=—ze®%h(y,z) (7. 19)

A analogia se completa com uma condigcdo de contorno para

(7.18) . Pela propria relacdo (7.19), como h(y,z)=0 no contorno,
conclui-se que ¢(y,2)=0 naquela regido.

Valendo a (7.19), das (7.16) segue que:

Ty =EZG®@ DT, = —KZG®@ (7.20 a,b)

Xz

P 01 P ay

indicando que a distribuicdo das tensdes de cisalhamento do
problema da torcdo tem correspondéncia com a inclinacdo da
superficie deslocada do problema da membrana sob presséo.

Outro aspecto importante da analogia em estudo resulta do
balanco entre o momento de torcdo solicitante e o momento
resultante das tensdes de cisalhamento. Tal balanco esté
descrito pela relacdo (7.11) a qual, com as (7.16), passa a ser

escrita na forma:

M, =[(g,y+¢,2)dA (7.21 a)
A

Essa integral pode ser reescrita convenientemente como

segue:
M, =_[[(¢yY+¢ZZ+2¢)—2¢]dA:I[(¢yy+¢zz+2¢)]dA—ZI¢dA (7.21 b)
MI:j(ﬁ(gyy)+a(a¢zz)jdA—2_[¢dA (7.21 c)

Aplicando-se sobre a primeira integral o teorema da
divergéncia, com o objetivo de transformé-la numa integral sobre

o contorno da regido de area A, resulta:

Mt:J'[qﬁ ycos(n,y)+¢ zcos(n,z)]dA—ngzﬁ dA (7.21 d)
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onde OA representa o contorno da area A. Como a funcdo ¢ tem

valor nulo sobre o contorno, segue que:

260, 4GOk
Mt=—2£¢dA=—2(£hdA)(_p/k)= >

jhdA (7.22)
A

A integral que aparece na ultima relacdo representa o
volume contido na membrana deslocada, a qual inicialmente ocupa
uma area igual a da segdo transversal da barra. Denotando-se por

V aquele volume, da relacdo (7.22) resultam:

4G Ok _ PM: . M

M, = V > 0= =
o= ) 4GkV G,

k

sendo |t=4(-{]v (7.23a,b,c)
p

mostrando que o estudo do equilibrio da membrana pode também

servir para a determinacdo do momento de inércia a torcgéo.
Aliads, um ensaio em laboratério para a determinacdo de [, é até

exequivel, podendo-se medir o volume deslocado e a inclinacgédo da
membrana ponto a ponto; usando-se pelicula de sabdo, k resulta
igual a tensdo superficial da &gua.

Sendo o momento de torgdo proporcional ao volume deslocado
pela membrana, conclui-se que secdes de mesma Aarea podem
resistir a diferentes valores de momento de torcdo maximo, de
acordo com sua geometria.

Ainda, considerando a 7.23b, ¢é possivel reescrever as
expressdes (7.20) das tensdes de cisalhamento em formas

totalmente relacionadas com o problema da membrana:

M
=— — 7.24
Txz hy(zv) ( a)
M
~=h (=— 7.24b
Tyy Z(ZV) ( )

Uma caracteristica importante é que a tensédo de
cisalhamento resultante é expressa em funcdo da maior inclinacéo
da tangente a membrana no ponto, e sua direcdo é sempre
ortogonal a direcdo daquela tangente, (v.fig.7.17a). Por uma
questdo didética, esse aspecto serd demonstrado mais adiante,

aproveitando-se o caso da sec¢do de parede fina aberta.
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maior T —» OO

declividade S
&

—
|
|
I
|
|
|

x7 e
|
|
|
|
|
|
b

=

Y P

}
Q
Figura 7.17 - Intensidade da tensdo de cisalhamento proporcional

a inclinacdo da membrana

Justamente a relacdo entre 1intensidade da tensdo de
cisalhamento e a inclinacd&o da tangente a membrana indica que as
maiores tensdes tendem a ocorrer nas bordas da secdo e
paralelamente a elas ; na pratica devem ser evitados pontos
angulosos reentrantes como indica a figura 7.17b, os gquais devem
ser arredondados.

Por outro lado, as relacdes (7.23) e (7.24), mostram qgue
se for possivel determinar, para certa geometria, a inclinacédo
da membrana em qualquer ponto e o volume por ela contido, n&o héa
necessidade de se resolver a equacgdo diferencial do equilibrio
da membrana e o problema da torcdo fica resolvido. De fato, como
se mostra nos proéximos itens, para alguns casos particulares de
grande interesse pratico, é possivel determinar o volume V e a
inclinacdo da membrana aplicando-se a condicdo de equilibrio,
porém sem que se resolva a equacdo diferencial correspondente.

Observa-se, finalmente, que h& uma completa analogia entre
o0 problema da torgcdo livre e o do equilibrio de uma membrana,
sob pressdo, que ocupa inicialmente uma &rea geometricamente
igual a da secgdo transversal da barra. Essa conclusdo sinaliza,
portanto, para a possibilidade de uma abordagem alternativa para
a resolucdo do problema da torcdo em barras com Ssecgdo
transversal de geometria qualquer, uma vez que o problema da

membrana ndo impde qualquer restricdo sobre sua forma.
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7.8.1 Barras de secdo transversal vazada fechada com espessura

fina

Como uma primeira aplicacdo da analogia de membrana,
consideram-se as barras de secdo transversal vazada fechada com
paredes de espessura fina varidvel, submetidas a torcdo simples
livre.

A ideia essencial da analogia consiste em imaginar uma
membrana, cuja geometria ¢é exatamente igual a da parede da
secdo, em equilibrio sob uma pressdo aplicada.

Para caracterizar melhor essa situacdo, e também para
facilitar a obtencdo das condicdes de equilibrio da membrana, é
conveniente idealizar um procedimento experimental ficticio.

Seja um recipiente que consiste de uma caixa
paralelepipedal em cuja face superior realiza-se um recorte com
forma igual a da parede da segdo transversal da Dbarra. Em
seguida, substitui-se o material da tampa retirado pelo recorte

por uma membrana (v.fig.1l8a).

k
i @ﬁ::f?>>
t1
P > p=>
h
I kh o __
i Rl £y
k

(a)

Figura 7.18 - Recipiente com pressdo interna para o estudo do

equilibrio da membrana

Admita-se que o recipiente assim construido tenha uma
abertura, de tal modo gque uma pressdo possa ser insuflada
internamente. Havendo pressdao, a regido central da face
superior, limitada pela membrana, desloca-se em relacdo ao

recipiente assumindo uma posicdo na qual a membrana apresenta-se
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tracionada e em equilibrio com a pressdo aplicada (v.fig.7.18Db).

H& duas hipdteses adicionais sobre o sistema idealizado:

i) O material da caixa de pressdo ndo possul peso;

ii) Existe uma guia que 1impde que a regido da face
superior limitada pela membrana se desloque paralelamente a
face; desse modo, resulta constante o valor do deslocamento h

sofrido por aquela parte.

A primeira hipdtese justifica-se para que o equilibrio da
membrana possa ser expresso exclusivamente em funcdo da presséo
aplicada. A segunda hipdtese é compativel com a condicdo (7.8)
que estabelece que a tensdo de cisalhamento resultante seja

tangente as bordas, nos contornos da secgéo.

linha do esqueleto

dz

e
x

Figura 7.19 - Relagcbes geométricas num elemento de parede

De fato, desenvolvendo-se a (7.8) resulta:

7,, €080 —7,,5en0 =0 (7.25)

onde C0SH# e senfd sido as componentes, segundo os eixos y e z, de

um versor direcionado com a normal ao contorno. Levando-se em
conta que da geometria indicada na figura 7.19, valem as

relacdes:

cosé?:ﬂzE ; senazgzﬂ (7.26)
ds dz ds dy
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e com as (7.24), a (7.25) assume a forma:

h 4Y 92

Rl S -—— =0 7.27
Yds “ds ( )

dh
ds
onde s é uma coordenada que percorre o contorno da membrana.

Essa Ultima relagcdo mostra que ndo héd variacdo da altura
da membrana na direcdo do seu contorno, o que Jjustifica a
segunda hipodtese.

A analise do equilibrio da membrana realiza-se através do
diagrama de corpo livre da regido deslocada, como mostra a
figura 7.18b: a resultante da pressdo interna deve ser igual a
resultante da forca de tracdo na membrana o)

Admitindo-se ainda que o deslocamento h seja muito
pequeno, o que leva a um angulo também pequeno de inclinacdo da

membrana, a equacdo de equilibrio resulta:

pA=fk(Myds - h=(§j f (7.28)
t §fds
t
onde § simboliza uma integral fechada. Com essa relacéo, o)

volume contido na parte deslocada fica determinado por:

2
V:Ah:(gj /i‘ (7.29)
§fds
t

Assim sendo, a inércia a torcdo dada pela (7.23c) passa a

Ser expressa na forma:

| = 4 A2
=
§1ds
t

Um detalhe importante a ressaltar no que diz respeito a

(7.30)

utilizacdo da (7.27) é que, no caso das secdes com parede fina,
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em estudo neste item, a 4rea da membrana pode ser tomada como a
drea interna a linha do esqueleto; esta é definida como o lugar
geométrico dos pontos médios das espessuras medidas ponto a
ponto das paredes.

Outra observacdo importante é relativa a uma conveniente
mudanca de variaveis para o céalculo da tens&o de cisalhamento
resultante, que no caso de paredes finas é paralela a linha do
esqueleto. Nessa condigcdo ¢é mails conveniente exprimir essa
tensdo em funcdo da coordenada s, em lugar das coordenadas y e
z. Para tanto, considere-se a geometria indicada na figura 7.19

e as relacgdes gque seguem:

@:G_hﬂ:a_h cosé ; a—h:@ﬁza—h sen@ (7.31)

oz otoz ot oy otoy ot

Lembrando-se que Tf=ri+ri e empregando-se as (7.24)
resulta:

M
=h —% 7.32

Ty t2V ( a)

onde ht=éﬂm
ot

Como o angulo de inclinacdo da membrana resulta constante
. h
e ainda supostamente pequeno, pode-se escrever que: hf:ﬁ::?.

Finalmente, a expressdo para o calculo da tens&o de cisalhamento

resultante assume a forma:

M,
2At

M B
fr 2V ( )

Nota-se que a tensdo de cisalhamento méxima ocorre na

menor espessura:c

® Pode-se mostrar que o equilibrio na direcdo do plano da parte deslocada é
identicamente satisfeito.
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M
Toax = (7.32 ¢)
2'A‘tmin

Exemplo 5: Para o caso da secgdo circular vazada de parede fina,

ilustrada na figura 7.20, particularizar as expressdes para o

momento de inércia, giro por unidade de comprimento e tensédo de

cisalhamento.

k
\ \
Ly Ly
h
/
dm k

Figura 7.20 - Caso da seg¢do circular vazada

Para o momento de inércia, aplica-se a
sendo:

relacdo (7.27)

2
A:ﬂdm ; §1d8=ﬂdm ;
4 t t

_Axidy mdit
167 dn 4

t

Para o giro por unidade de comprimento, obtém-se:

o.M __4M,
Gl, Grdlt

Finalmente, ©para a tensdo de cisalhamento resulta a

seguinte expresséo:

M, 2M,
= T =
" 2At zrd?t

m

T

Nota-se a coincidéncia entre essas expressdes e as (7.22)

obtidas no estudo da secdo circular.
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7.8.2 Barras com secdes transversais abertas e paredes finas

No caso das secgdes delgadas abertas admite-se que a
membrana, que substitui o recorte na tampa da caixa de presséao,
assume a forma de uma parabola do segundo grau ao longo da

espessura, conforme indica a figura 7.21.

(a) (v)

4f

Figura 7.21 - Analogia de membrana para seg¢do delgada aberta

Assim sendo, o volume contido pela membrana deslocada fica

dado pela integral da area da pardbola ao longo do comprimento A

da linha do esqueleto:

2
V:jgftds (7.33)

A

onde f é a flecha da paradbola (v.fig.7.21).
A condicdo de equilibrio de um elemento de membrana

fornece uma relacdo para a flecha:

2
4 f N fzi

tds)=2kds— 7.34
p(tds) " K8 ( )
Substituindo-se, entdo, a (7.34) na (7.33) resulta:

p 3
V=——|t’ds 7.35
12k{ ( )

e o momento de inércia a torgdo passa a ser determinado por:
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It:4V£=Ejt3ds (7.36)
p 35

Quanto a tensdo de cisalhamento, lembrando-se que ela é
proporcional a inclinacgdo da tangente a superficie da membrana,
conclui-se que sua variacdo resulta linear ao longo da espessura
da parede, devido a forma parabdlica da membrana. Conclui-se
também, em funcdo desta andlise, que a tensdo de cisalhamento é
nula na linha do esqueleto e maxima nas bordas da parede.

A inclinacdo méxima da tangente a parédbola pode ser
calculada a partir da geometria indicada na figura 7.21 pela

seguinte relacdo:

ﬂmax:%:p_t (7.37)

Considerando-se, ainda, a (7.35), a méaxima tensdo de

cisalhamento pode ser calculada por:

z-mév(:_ﬂmé\x: 1 — (738)

No caso da secdo aberta, ao contradrio da secdo fechada, a
maior tensdo de cisalhamento ocorre na altura da maior

espessura.

Exemplo 6: Uma secdo retangular vazada composta por duas células
de paredes fina como ilustra a figura 7.22, deve ser submetida a
acdo de um momento de torcdo. Determinar o valor maximo do
momento aplicado admitindo-se que o material da sec¢do resista a

uma tensdo de cisalhamento (em médulo) de 10 kN/cm?:
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0,1 0,1
0,1 0,2 0,2
s S 10
0.1 7 0,1 ’ hz
s —
‘ 70cm! 20cm
S
2
k
“Th;-h, S, K T
h he \ F ¢
: t P
P

Figura 7.22- Caso de seg¢do celular

Pela analogia de membrana, imagina-se que a tampa da caixa
de pressdo tenha um recorte, preenchido por uma membrana, com a
forma geométrica da secdo. Em pressdo, cada uma das partes da
tampa correspondentes as células da segdo 1irad se deslocar
paralelamente ao nivel da tampa, porém com alturas diferentes
entre si (v.fig.7.22).

As alturas deslocadas podem ser determinadas impondo-se o
equilibrio de cada uma das partes. Com o auxilio, entdo, dos
diagramas de corpo livre representados na figura 7.22, e

lembrando-se que o angulo de inclinacdo da membrana confunde-se
com a sua tangente (/3=hﬁ) resultam as seguintes equacdes de
equilibrio das forgas na direcdo da presséo:

 hy h.—hy
=k| 2L.30-2""1 .10
P 0,1 0,20 }

pPS,=k

LR R T WLl BT
1 0,1 0,20 0,20

Como S; e S; sé&o conhecidos (sdo as areas internas as
linhas do esqueleto), resolvendo-se o sistema obtém-se
h;=0,35p/k e hy,=0,43 p/k.

Consequentemente, o volume contido nas partes deslocadas

resulta:

V = S;h; + Soh Vv =121 p/k
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0,35My 0,43M¢
242 242
0,35M, 0,08M% 0,43M¢
242 242 242
0,35M, 0,43M
242 242

Figura 7.23- Distribuig¢do de tensbées de cisalhamento

Um dado adicional que se obtém de imediato é o momento de
inércia a torcédo:
K 4
I, =4| — [V =484cm
p
As tensbdes de cisalhamento sdo diretamente proporcionais
as alturas deslocadas e inversamente proporcionais as
M, h

espessuras: T::EV"{' Neste <caso foram obtidas duas alturas

diferentes, porém como existem também diferentes espessuras, séo

quatro os valores de tensdo de cisalhamento que ocorrem:

M35 Py 35M . 43M. o 215M, 04,

T 0 K 202 1 BT Toap T T Toap
2420

K 242

Impondo-se o limite para a maior tensdo de cisalhamento,

obtém-se o valor procurado para o momento de torgdo:

(4,3 M) /242 < 10 — M, = 562,79 kN.cm

Na figura 7.23 ilustram- se também as tensdes de
cisalhamento cujos sentidos dependem de sinais a serem
identificados para as inclinacbes em relacdo a eixos de

referéncia contidos no plano da secéo.
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Exemplo 7: Para a barra com segdo celular ilustrada na figura
7.24, determinar o valor do momento de torcdo admissivel de modo
que O Tmax ndo ultrapasse o valor de 8 kN/cm® . Com o valor do

momento de torcdo obtido e adotando-se G=8000 kN/cm?, determinar

0 giro relativo entre as secdes das extremidades.

1,0

0,50

1,0 1,0 0,50

10 cm
1,0
1,0 1
800
< 0,50 10 cm
722 1,0 1O 10
10 cm ‘ 10 cm 10 cm ‘ 10 cm ‘
(a) (b)

Figura 7.24 - Barra com seg¢do celular

a-) Determinagcdo do volume V

0 A= p(500)=k %(100)+ @(20)}

h:—h h2
=n(200)=k| ——=(20 40
p A= p200=k| -0y P2 a0)|

5(500)= 120h,—20h, : E(200)= —20h,+100h,

Resolvendo-se o sistema, os valores das alturas h; e hs

resultam:

_2/00p . 1700 p

M=ok M 50 k

Assim sendo, o volume total <contido pela membrana

deslocada fica dado por:



V= Achy+ A2h2:2913,85 (em®)

b-) Determinacdo do momento de torcdo M.

~hy _h 3400p
P _(t )méx_o,s_ 580 k

p
16-(2913,8-
M. ( )

Tmax — ﬂméx <8 — M= =7953kN.cm

2V 3400 p

580 k

c-) Determinag¢do do giro relativo entre A e B

|, =4V K _4.2913,8=11655cm

Y
0(L)= Me | _ 7953-200 2136'520,017rad
Gl, 8000-11655 8000

Exemplo 8: A viga biengastada, ilustrada na

figura 7.25,
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é

composta de sec¢bdes transversais com geometrias diferentes nos

trechos A-B e B-D. Para a viga em questéo,

determinar o valor do

momento de torcdo maximo, de modo gque a tensdo de cisalhamento

ndo ultrapasse 8 kN/cm’.

sty
S

12em 12em

6_— 6

[TRECHO AB| [TRECHO BD |

Figura 7.25 - Barra com seg¢bes de paredes finas
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Do diagrama de M. para a estrutura geometricamente
determinada (figura 7.25), escreve-se a condicéo de

compatibilidade na seguinte forma:

_(M-X)20  (2M-X )60 (X )180 _

0
Gl, Gl, Gl,
onde:
1 0,50
|t1=—zt?hi=( )-(24)=1cm4
35 3
_4Ap? 4.(6-12) ~ ,
I, = ds~ 36 0,50=288cm
t
Portanto:

3 9 6 49
X1+ —+—|= l+— | > X=—
{ 288 288} M{ 288} 50 Mt

49 M
50

I M
t 51 (M)
50 M,

Figura 7.26 — Diagrama de momentos de torgdo

Em funcdo das tensdes de cisalhamento méximas nos trechos
A-B e B-D, resultam:
No trecho A-B

1
— M
=My 501 (0,50) <8 — M, < 800kNcm

Itl

. No trecho B-D
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51
— My

;=M 50 <8 - M, < 564,70 kNem
2At.. 2(6-12)0,50

Exemplo 9: Uma viga de secdo transversal circular esta engastada
na extremidade esquerda e vinculada através de Dbarras na
extremidade direita, como ilustrado na figura 7.27. Determinar o
momento de torcdo maximo que pode ser aplicado, considerando-se
0s seguintes dados: E=20000 kN/cm’; A=4 cm’; d=8 cm; Onax= 12

KN/cm’; Twix= 8 kN/cm’; G = 8000 kN/cm’.

- —
(a)
50cm
Mt ott—— d |
50cm
| 700 em | 100 cm
\ t
O [
(=) M-x
X (+) X=F.d

Figura 7.27 - Eixo vinculado por barras numa das extremidades

Utilizando-se o diagrama de torcdo 1ilustrado na figura

7.27, o giro na extremidade liberada fica expresso por:

_32(M,=X)100 _ 32(X)100

o(L)= 7 Gd* 7 Gd*
_ 32(M, -F.8)100 N 32( F.8)100
7 8000-8* 7 8000-8*

Como o giro positivo implica em encurtamento das barras,

v.fig.7.27, a compatibilidade escreve-se na forma:
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9-(9):—AL:—F.—50 - —-M.+16F=-5026F
2 20000-4

F=00475M, — X= 0,38M,

0,62 Mt S 0,62 Mt

0,38 M, @ 0,38 M,

Figura 7.28 - Diagrama final de momentos de torgdo

(u,)

Com base na relacdo F=0,0475 M., e impondo-se as tensdes

limites resultam:

F<o,,  -A=12.4=48kN — M, < 48 1000kN.cm
0,0475
4
T=16(L23Mt)gs M <8 129720 kN.cm
78 16-0,62
M, =1000kN.cm

Exemplo 10: Uma barra biengastada apresenta um primeiro trecho
com secdo transversal cheia e um segundo com secdo transversal
vazada de parede fina, estando submetida a dois momentos de
torcdo, como ilustrado na figura 7.29. Determinar o momento
admissivel para a barra em gquestdo, sabendo-se que Tpsx= 10

kN/cm?.

74 c DE
) 7 ” / — .
‘ 40cm ‘ 700 cm ‘ 700 cm ‘
T T T T
40cm 40cm
M, +X
(=) t A
(=) X -r
| M, X 15 15

Figura 7.29 - Barra com se¢des diferentes por trechos
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Um primeiro dado geométrico de interesse, a determinar
para cada uma das sec¢des, é o momento de inércia a torcdo. Para
a secdo vazada, pela analogia de membrana, determinam-se,

sucessivamente, h, V e I::

600p=k (_1_110) — h=000P
0,50 220 k
V=A-h=1636,36£ o1, =2VK_ 6545 a5
p

Para a secdo retangular cheia, a analogia de membrana

fornece as seguintes relacdes:

It=4 K V’ z-mé\xzﬁhtmax:&
p 2V W,

t

Os valores de I e de W, s&o fornecidos por tabelas em
funcdo da relacdo n=b/h, que no caso vale n = 0,375. Por

interpolacdo dos valores tabelados resultam:

I.= jb%h = 0,25425.15°- 40 = 34323,75¢m’

W,=wp?*h = 0,26175-15°-40 = 2355,75¢cm’

Calculando-se, entdo, o momento hiperestéatico, impondo-se
como condicdo de compatibilidade o giro nulo na secdo liberada,

obtém-se:

__ 100X 100(M,-X) 40(M,*+X)_,
G-654545 G-654545 G-34323,75

X = 0,45M,
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(u,)

1,45M,) ©

&) 0,45M,

© 0,55M,

Figura 7.30 - Diagrama final de M,

Finalmente, com base no diagrama de momentos de torcgéo,

determinam-se:

o= 2P M0, M, < 16246,55kN.cm
2355,75
= 220Me(1200Dy 06y < 10910kN.cm

3272,725 200 k

o Toge =10910kN / cm?

Exemplo 11: Uma viga em balanco com secdo delgada transversal
aberta estd submetida a um momento de torcdo na extremidade
livre, como ilustrado na figura 7.31. Determinar o momento
admissivel e o deslocamento vertical do ponto A, sabendo-se que

a tensdo de cisalhamento admissivel é de 10 kN/cm? e G = 8000
kN/cm?®.

S
2
CCy LY 24 cm
NI-E
7
» A—1—
12

Figura 7.31 - Seg¢do aberta de paredes finas

Para a determinacdo do momento de torcdo admissivel, um

primeiro dado de interesse é o momento de inércia:
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|t=%ft3d5=%2tfhi=% (24+8-24)=T2cm’

Moy <10 S M;%:%OkN.cm

t

O deslocamento vertical do ponto A é obtido em funcédo do
giro da secdo da extremidade 1livre em relacdo ao centro de
torcgédo. Para giros ©pequenos, esse deslocamento pode ser
calculado pelo produto do giro pela coordenada horizontal do

ponto em relacdo ao centro de torcdo:

0(200)=60-200_ 1554
8000-72

SV, =6-(c+12)

Exemplo 12: Determinar a tensdo de cisalhamento maxima devida a
torcdo provocada por uma carga concentrada de 10 kN aplicada na
extremidade livre de uma viga em balanco com secdo transversal

delgada aberta, submetida como ilustrado na figura 7.32.

10 kN 10
A
Y 4 i —— —>
Y
| L L 10
c 5
cc g BT TC
S 5
710

Figura 7.32 - Viga em balango
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Para estimar a torcdo aplicada pelo carregamento, deve-se
determinar a posicdo do centro de torcéo.
Um dado geométrico de interesse é a 1inércia a flexdo da

secdo transversal com relacdo ao eixo de simetria:

20° 10° 2 .
l=t| &2+ = 42. -1375
(12 12 10) cm

Em cada parte da secdo, as forcas resultantes dos fluxos

de tensdo de cisalhamento adotados wvalem:

A=250\T/ ; B=1333,33\|i ; C:41,67\T/

O centro de torcdo coincide com o ponto onde passa a
resultante vertical do fluxo. Para encontrid-lo, escolhe-se um
ponto de reducdo das forcas, no caso, sobre o eixo de simetria,
deslocando-o, posteriormente, de modo a eliminar o momento
(v.fig.7.33). Desse modo, a relacdo que permite determinar a

posicdo do centro de torgdo resulta:

(B+C)-c=20-A-10-c .. c¢=333cm
qg(m - 10C
— [ ——
v
V=B+C
cg9 cgq
cco 0—0o
| 3,33 | f
ponto de reducao
[ — —

Figura 7.33 - Posig¢do do centro de torgdo

A tensdo de cisalhamento maxima pode ser determinada,

neste caso de secdao delgada aberta, por:
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Neste caso, o momento e a inércia a torcdo resultam,

respectivamente:

M, =P-c=3333kNcm ; | :1t36a:2,500m4

==
de onde se conclui que:

7,4 =666 kKN/cm?

Exemplo 13: Uma viga em balanco esta sujeita a um binario de
valor 24P aplicado na sua extremidade livre, como mostra a
figura 7.34a. Sendo Twx = 8 kN/cm’ e G = 7.000 kN/cm’, determinar
o valor admissivel da carga P e, para esta mesma carga, O

deslocamento vertical do ponto A, posicionado na secdo da

extremidade livre.

s, N

—

Figura 7.34 - Seg¢do delgada aberta com parede de espessura
variavel
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Uma primeira propriedade geométrica a determinar é o

momento de inércia a flexdo da secdo segundo o eixo de simetria

da secdo. Com base na figura 7.34c, a contribuicdo da aba

triangular fica expressa por:

I.=1,c0s°(5313°)+ 1, sen*(53,13°)+0=5,0cm’

sendo,
bh* 0,5-10°
=== -13,89%¢m*
*“36 36 cm
3 .03
b _10:08
48 48
Assim,

o momento de inércia de toda a secdo resulta:

. . 3
|z:[5,0+¥82]2+(0'5 12

=, ) 2=330+144=474cn’

Para a determinacdo da posigcdo do centro de cisalhamento,

deve-se tomar cuidado no célculo da resultante do fluxo de

cisalhamento nas abas inclinadas, que tém espessuras variaveis:

x/\

0,40z

Y

Figura 7.35 - Resultante dos fluxos de cisalhamento e aba
inclinada com espessura variavel

Com o auxilio da figura 7.35, o momento estatico da aba

inclinada, em relacdo ao eixo de simetria da secéo,

resulta:



=Ad ; com : t=0,05x ;A:%X:O,OZSXZ; d=12-0,40x

Nessas condicgdes resultam:

10

VM Y
:TI = —joozsx (12-0,40X) dx =75
0

V12 X V12 X2 vV
B=—|[20+0,5(6—-=)x]dx=—|(20+3x—=)dx=312—
[ [20+05(6-2) xTdx=T- [ ) |

V12 X V12 Xz V
C=—|[056--)x]dx=—|(3x-=-)dx =72—
P 1056 -5) xTdx= T [ (3x=7) |

A posigcdo do centro de torgcdo resulta do
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seguinte

equacionamento, tomando-se um ponto de reducdo sobre o eixo de

simetria, conforme indica a figura 7.35:

Bc+2Asen(36,87°)c+C(24+c)—-12A cos(36,87°)=0

312\T/c+9O\T/c+1728\T/+72\T/C+720\T/:0

c:—%:—z,wcm
474

A determinacdo da carga admissivel segue de:

10
=3 Jrds— {(j(o,osxfdx) 2+48(050)° }=2,21cm3
0

LUV PPN i X
I, 2,21

E para o deslocamento vertical do ponto A, obtém-se:

M,

0= oI —t=-210° —> 6(100)=2.10-100=0,20rd

s vA:9(100)-(24—2,13) =4,37cm



279

8 ESTUDO DAS TENSOES

8.1 O estado de tensdo num ponto

O conceito de tensdo num ponto foi apresentado no primeiro
capitulo destas notas e, desde entdo, vem sendo aplicado nos
estudos particulares das barras submetidas a forgca normal,
flexdo e torcao.

Naqueles casos, mostrou-se como determinar as componentes
de tensdo, normal e de cisalhamento, em relacdo a um plano
particular que passa pelo ponto: o plano da secdo transversal.
Mostrou-se ainda que a distribuicdo das tensdes normais na
secdo é tal que sua resultante pode gerar uma forca normal e/ou
um momento de flexdo; J4& a resultante das tensdes de
cisalhamento pode gerar uma forca cortante e/ou um momento de
torcdo. Esses esforcos resultantes devem equilibrar os esforcos
correspondentes devidos ao carregamento externo aplicado.

Neste capitulo, retoma-se a andlise das tensdes numa forma
mais geral, objetivando-se determinar 0s valores das
componentes segundo planos quaisquer que passam pelo ponto.
Decorre dessa analise a identificacdo das intensidades maximas
para as componentes e dos planos onde elas ocorrem. Tal estudo
tem importdncia para se postular critérios que impdem limites
admissiveis para estados de tensdo, em funcao das
caracteristicas de resisténcia de diferentes materiais que
podem constituir os elementos estruturais.

Assim sendo, com o0 objetivo de caracterizar completamente
o estado de tensdo, o que implica em se poder determinar,
segundo um plano qualquer, os valores das componentes normal e
de cisalhamento do vetor de tensdo, considere-se, inicialmente,
entre todos os planos possiveis que passem num ponto, trés que
sdo paralelos aos planos coordenados (definidos pelos pares de
eixos do sistema de referéncia triortogonal escolhido). Admita-
se que as componentes de tensdo segundo cada um dos planos

sejam conhecidas.
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Para facilitar a representacdo de todas elas numa mesma
figura, confunde-se o ponto com um cubo de dimensdes
elementares cujas faces sdo paralelas aos planos coordenados

(v.fig.8.1).

sz i Tyz

rz .Z/ >

Yy

o

Figura 8.1 - Componentes de tensdo num ponto segundo planos
coordenados

Nas trés faces que podem ser visualizadas diretamente
naquela figura, estdo indicadas, com seus sentidos positivos,
as componentes de tensdo normal e de cisalhamento, indexadas de
acordo com a convencdo descrita no primeiro capitulo e aqui
repetida, por conveniéncia.

Assim, por exemplo, na face paralela ao plano definido
pelos eixos z e y estdo as tensdes Oy ,Tx; € 1Txy ; todas elas
possuem um primeiro indice x porque a normal ao plano é
paralela ao eixo Xx.

Por convencgdo, as tensdes normais sdo positivas quando de
tracdo sobre a face onde atuam. J& o sentido positivo para as
componentes de cisalhamento é definido em funcéo da
coincidéncia ou ndo do sentido da tensdo normal positiva com o
do eixo coordenado a ela paralelo. Por exemplo, se o sentido da
tensdo normal de tracdo a um plano coincidir com o sentido do
eixo correspondente, as componentes de cisalhamento positivas
naquele plano deverdo também coincidir com os sentidos dos
eixos que lhes correspondem. Ao contrario, se o sentido da

tensdo normal positiva for oposto ao do eixo a ela paralelo, as
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tensdes de cisalhamento positivas também deverdo ter sentidos
discordantes dos respectivos eixos de referéncia. Na figura
8.1, esta uGltima situacdo ocorre quando se procura representar
as componentes de tensdo segundo as faces paralelas as faces
visiveis do cubo elementar.

Alids, é importante observar que nas outras trés faces néo
visualizadas na figura 8.1 existem componentes de tensdo iguais
aquelas mostradas nos planos visiveis. Além disso, aplicando-se
a convencdo de sinais, conclui-se que os sentidos positivos nas
faces ocultas sdo exatamente contrarios aos sentidos positivos
das faces visiveis a elas paralelas. Isto é bastante razoavel
uma vez dque se tratam de visualizagdes das componentes de
tensdo segundo pontos de vista situados em lados opostos de um
mesmo plano de referéncia que passa pelo ponto.

Desse modo, numa mesma figura obtém-se uma representacdo
perfeitamente compativel com os efeitos de acdo e reacdo das
partes do corpo através de um ponto, observando-se ora um lado

ora outro lado do plano.

Observacdo Iimportante: em planos com inclinacdo qualquer em

relacdo aos planos coordenados, para a determinacdo dos
sentidos positivos para as componentes de tensdo, inicialmente
impde-se um giro anti-horédrio (positivo) aos eixos coordenados
até que suas direcdes coincidam com as diregdes normal e
tangencial ao plano inclinado; com relagdo a nova posicdo dos

eixos aplica-se, entdo, a regra anterior.

Tendo-se em vista, portanto, 0os planos coordenados

adotados resultam nove componentes de tensdo:
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0,10y,0,, Ty, Tyy1 Ty Ty Ty T,y - Em termos de notacdo, € usual reuni-

las numa representacdo matricial:

Oy Ty Xz
T=lz, o, 7, (8.1)
. T, O

E possivel provar, por imposicdo do equilibrio das
resultantes de tensdes que atuam nas faces de um elemento do
corpo, que as componentes de cisalhamento de mesmos indices sé&o

iguais, ou seja:

I =71 (8.2a,b,c)

e, portanto, a matriz 7 resulta simétrica.

De fato, sem perda de generalidade considere-se que ©
s6lido esteja submetido a um estado homogéneo (as forcas de
interacdo entre as partes do corpo ndo variam de ponto para
ponto). A figura 8.2 representa a projecdo do estado de tenséo
indicado na figura 8.1 sobre o plano z-x, sendo que nos lados
do quadrado obtido representam-se as forcas resultantes das

tensdes atuantes.

z A
Uy dxdy
T T .dxdy
p 2T
Oz dzdy Oy dzdy
<4— | |dz
Tyr dzdy dx Tre dzdy
T, pdxdy
Oy dxdy
>

Figura 8.2 - Componentes de tensdo no plano z-x

Impondo-se a nulidade dos momentos das forcas com relacédo

a um ponto qualquer do plano resulta:
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7,, dxdydz—7,, dzdydx=0 (8.3)

ou 7,=7, -

Um procedimento andlogo pode ser empregado para provar as
outras duas igualdades, tomando-se projecdes sobre os outros
planos coordenados.

As componentes de tensdo até agora descritas tem como
referéncia os trés planos coordenados ortogonais gque passam
pelo ponto. De um modo geral, no mesmo ponto, com relacao a
outro conjunto de planos ortogonais, as componentes de tenséo
apresentam outros valores.

Nesse sentido, um aspecto importante a ser observado é que
em decorréncia da hipdtese de continuidade do meio, deve
resultar continua a variacdo das componentes de tensdo num
ponto em funcdo da inclinacdo do plano considerado.

Na verdade, como se mostrard em seguida, as componentes de
tensdo variam segundo uma regra bem definida de transformacédo

de coordenadas, o gue matematicamente acaba por conferir a
matriz 7 o cardter de representacdo de um tensor de segunda

ordem; por esse motivo, 7 é também denominado tensor de tenséo.

Além disso, também se mostrard mais adiante que é
suficiente conhecer as componentes de tensdo segundo trés
planos ortogonais para se determinar as componentes segundo
outro plano de inclinacdo qualquer com relacdo aos primeiros;
diz-se, entdo, que as componentes de T definem o estado de
tensdo no ponto.

Por outro lado, tendo-se em vista a continuidade na
variacdo das tensbdes de acordo com o plano considerado no
ponto, € natural imaginar que exista um determinado plano com
relacdao ao qual a componente de tensdo normal, por exemplo,
tenha um valor extremo (madximo ou minimo) gquando confrontada
com todas as outras componentes normais aos outros planos; a
mesma ideia vale para as componentes de cisalhamento.

A busca de resposta a este tipo de questionamento



284

considerando-se diretamente o caso tridimensional, apesar de
sua generalidade, penaliza em demasia o lado didatico.
Felizmente esse estudo pode ser desenvolvido, em seus aspectos
essenciais, considerando-se um estado simples de tensdo ou
mesmo uma analise plana. Além disso, tal consideracdo se
justifica ndo somente pela simplificagd&o gque proporciona, mas

também porque é compativel com diversas situacdes da préatica.

8.2 Estado simples de tensdo

O caso Jja estudado de uma Dbarra submetida nas suas
extremidades a uma forca de tracdo ou de compressdo centrada,
sendo desconsideradas forcas de natureza volumétrica associadas
ao seu peso proéprio, configura, em primeiro lugar, o que se
denomina por estado homogéneo, uma vez que todos os pontos da
barra apresentam um mesmo estado de tensao.

Em segundo lugar, adotando-se um referencial com origem
numa das extremidades da barra e com eixo x coincidente com o
eixo longitudinal, com faces paralelas aos planos coordenados,
um cubo elementar apresenta somente uma componente de tensdo
ndo-nula, conforme ilustra a figura 8.3a), o que configura um
estado simples de tensdo. Por esse motivo, com relacdo ao

sistema de referéncia adotado, o tensor T assume a seguinte

representacdo:
o, 00
T=(0 0 O (8.4)
0 0O

Para o estudo da variacdo das componentes de tensdo com o
plano de corte, pode-se tomar partido da homogeneidade do estado
de tensdo ao longo da barra e considerar o equilibrio de uma sua

porcdo de volume finito, como se indica na figura 8.3b.
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x b) g >0
. e
x I S
OS5 g
Y
P B8 >0

Z/ ¢ O, Scosp

Figura 8.3 - a) Estado simples de tensdo;,
b) Componentes de tensdo segundo um plano inclinado
em relacdo ao eixo da barra

Do equilibrio de forcas nas direcgdes das componentes oy €

Ty, que atuam num plano cuja normal € inclinada de um angulo p
com relacgdo ao eixo x(”, resultam:
o,8=[o,(Scosp)]cosp — o,=0,c05f

(8.5a)

t,S=[o,(ScosB)lsen — 7,=0,senp cosp (8.5b)

Nota-se que para f positivo, segundo a convencdo descrita
um 7, positivo deve ser marcado em sentido horario sobre o

elemento, conforme mostra a figura 8.3b.
As relagdes anteriores mostram que é possivel determinar

as componentes de tensdo segundo um plano qualquer, conhecendo-
se a componente o, e o angulo entre a normal ao plano inclinado
e 0 eixo x (ou com a direcdo da normal ao plano onde atua o).
Existem planos particulares segundo os quais a tensdo
normal o0, assume valores extremos, maximo ou minimo. Tais
planos podem ser determinados pela condigdo de primeira wvariacgéo

nula de o, com relacdo a B:

%
()ﬂ é positivo quando marcado no sentido anti-horario do eixo para a normal.
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—F —_20, senfcosf=0 (8.6)

A condicdo explicitada pela (8.6) é atendida para f = 0,

/2, w, -n/2.
Observa-se ainda gque nos planos aonde a tensdo normal
atinge valores extremos as componentes de cisalhamento sé&o

nulas, pois em vista da (8.5b):

—L=-27,=0 (8.7)

Passando ao calculo dos valores extremos de Oy, cCOM
B=%r/2 resulta O ,,=0; ja& com f=0 ou =7z obtém-se o, =0,.

No caso em estudo, sendo o, uma tensdo normal de tracdo,
ela é positiva por convencdo, entdo: O(,) = Opy € O(izp) =Opin- OS
planos onde atuam o, e de o,, sdo ditos planos principais e
sdo ortogonais entre si.

Por outro lado, a busca de valores extremos para 7, e dos
correspondentes planos principais de cisalhamento, realiza-se de
modo anédlogo:

dr,

—F =, cos’ f— o sen’
d p p (8.8)

=0, (cos? p—sen? B) =0

A condigdo anterior pode ser atendida para f= iﬂ/4. Assim,
os planos de cisalhamento maximo e minimo também s&o ortogonais
entre si e fazem 45° com os planos principais de tensdo normal.

Substituindo-se os valores particulares de f que atendem a

(8.8), determinam-se os seguintes valores extremos:
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T . =_X ; To.o= — (8.9a,b)

E importante observar que nos planos principais de

cisalhamento as tensdes normais ndo sdo nulas, mas valem:

2T e g O
(= 4) 2 (-=/ 4) 2 -

Todos os resultados obtidos podem ser reproduzidos a

partir de uma representacdo grafica. Nesse sentido, explorando-

: L 1
se a relacdo trigonométrica: C052ﬂ25(1+0052ﬁ), as expressodes

de o, e 7, passam a ser escritas nas formas:

o
o= (1+ cos23)
(8.10a,b)
O-X
Tﬁ = 7 sen Zﬂ
As relagdes anteriores admitem uma interpretacao
geométrica num sistema de eixos o - 7. Nesse sistema os pares

(Gﬂﬁﬁ) definem uma circunferéncia com centro no ponto de

o , o, ( . . N
coordenadas (7?gdj e raio -Ef(), denominada circunferéncia de

Mohr, conforme ilustrado na figura 8.4.
T

Figura 8.4 - Circunferéncia de Mohr

2

* o}
© pe fato, neste caso a equagdo do circulo resulta: 4?2 +72:_X(1+0052/;), dedutivel

s B 2

das (8.10).
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8.3 Estado duplo de tensdo

Considere-se um elemento estrutural com superficie média
plana de dimensdes muito maiores do que a espessura medida em
qualquer um de seus pontos. Admita-se que as acgdes externas
tenham componentes contidas no plano médio, e que se distribuam
uniformemente ao longo da espessura em cada ponto.

O elemento estrutural com essas caracteristicas tem a
denominacdo técnica de chapa, (v.fig.8.5), e os estados de
tensdo em pontos contidos no plano médio sdo representativos
daquilo que ocorre em termos de solicitagdes internas ao longo
da chapa. Observa-se que na figura, por conveniéncia de
representacdo, o carregamento externo foi reduzido ao plano
médio, apresentando, assim, dimensdo de forca por unidade de

comprimento.

Figura 8.5 - Chapa

Nas condigbdes descritas, posicionando-se o0os eixos de
referéncia x e y no plano médio da chapa, conclui-se que o

tensor de tensdo num ponto deste plano apresenta somente trés
componentes ndo nulas: o,,0,€7,. Sua representacdo em forma

matricial resulta:
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7y O
T=|7 o, 0 (8.11)
0 O

Formalmente, quando trés componentes de tensdo pertencem a
um mesmo plano e s&o suficientes para caracterizar o estado de
tensdo num ponto, configura-se um estado duplo ou plano de
tensdo.

Chama-se a atencdo, novamente, para o fato de que o tensor
de tensdo de qualquer ponto da chapa, representado por suas
componentes segundo os planos coordenados, tem a mesma forma
indicada pela (8.11).

Um caso pratico j& estudado que pode ser enquadrado numa
andlise plana é o das vigas de eixo reto com um plano
longitudinal de simetria, no qual estd contido o carregamento
externo. Nesse elemento estrutural, as dimensdes da secéo
transversal sdo muito menores que o comprimento da peca e
levando-se em conta as hipbdteses classicas sobre a deformacéo

por flexdo da secdo, as componentes de tensdo ndo nulas ficam

reduzidas a duas: oOx e Ty, conforme ilustra a figura 8.6.

Vy

Figura 8.6 - Viga como um caso plano

E importante observar que o estado duplo ndo é um caso
particular do estado triplo, constituindo-se sim numa
simplificacdo que permite desenvolver o estudo das tensdes num

espaco bidimensional.
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Figura 8.7 — Componentes de tensdo segundo um plano inclinado

Considere-se, entdo, um caso plano“), como o ilustrado na
figura 8.7a, com base no qual se quer determinar as componentes
de tensdo normal e de cisalhamento segundo um plano cuja normal
é inclinada de um adngulo o em relacdo ao eixo x.

Os sentidos indicados para as componentes foram obtidos
aplicando-se a regra comentada no item 8.1.

Do equilibrio de forgas segundo as direg¢des normal e

tangencial ao plano inclinado, (fig.8.7b), resultam:

c,S=0,5c0sacosa + o, Ssenasena + 27,, Ssena cosa
7,S=-0,Scosasena + o, Ssenacosa + 7,, SCOSxCOSx

-7, Ssenasena

L 0,=0oxcos’a+ oy sen’a+ 2z, senacosa

7, =—(ox—oy)senacosa + r,(cos’ @ —sen’ar ) (8.12 a,b)

Os valores extremos de tensdo normal ocorrem em planos
cujas normais possuem inclinacdes o particulares em relagcdo ao
eixo x de referéncia. Tais inclinacdes podem ser determinadas a
partir da (8.12a), dimpondo-se a nulidade da sua primeira

derivada em relacdo a o:

® Por simplificag¢do, de solicitagcdo homogénea, o que ndo 1implica em perda de
generalidade das relag¢des deduzidas.
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do, 2 2
ia :(ay—ax)senacosa+rxy(cos a—sen a)zo (8.13)

Observa-se pela (8.13), e comparando-se com a (8.12b), que
anular a primeira variacdo da expressdo de o, equivale a impor

a nulidade da tensdo de cisalhamento. Portanto, nos planos onde
a tenséao normal assume valores extremos, a tenséo de

cisalhamento é nula.

Tendo-se em vista que cos’ o —sen’ o =cos2a , da (8.13)
resulta:

27

Xy

02a = 8.14
gZa ﬁ;::zaj ( )

Nota-se que: tha:ﬂg(Zaiﬂ), portanto os &ngulos o e az*r/2
satisfazem a (8.14), o que implica na existéncia de dois planos
ortogonais segundo os quais as tensdes normais assumem valores
extremos. Esses planos sdo denominados de planos principais.

Os valores extremos de tensdo normal determinam-se
substituindo a (8.14) na (8.12a). Operando-se analiticamente
essa substituicdo, ¢é possivel deduzir uma expressdo para o
cadlculo direto dos chamados valores principais de tensdo. Nesse

sentido, considere-se a seguinte redagdo alternativa para a
(8.12a):

_GX+(7y
o,—
2

J{GX;JVJ cos2a+r,, sen2a (8.15)

Considerando-se entdo a (8.14), pode-se mostrar que:

2
K—ngayj Cos2a+ 7y, senZa} = {%} + 7, (8.16)

Finalmente, combinando-se as (8.15) e (8.16) segue gque:
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max,min
2

2
oxto Ox— O
o, =294 (%j +1,° (8.17)

Segundo uma notacgdo bastante usual, gque serd adotada no

que segue, representa-se: 0,4 =0; € O, =0, -
A expressdo (8.17) permite calcular diretamente os valores
principais de tensdo normal sem que se calculem, previamente, os
dngulos das normais aos planos principais.
Outra expressdo bastante Util combina, por assim dizer, as
(8.14) e (8.17), permitindo-se determinar o plano aonde atua a
tensdo principal maior.

Para a deducdo dessa expressdo, admita-se que segundo um
angulo «, a tensdo normal correspondente seja o0,, a principal

maior. Nessas condigdes, a (8.12a) fornece:

0, = oy cos’a, + oy sen’ay + 21, SeNa, COSay

.0, —0O =(o-y—o-x)sen2al+27XysenalCOSal (8.18a)

X

Como a tensdo de cisalhamento ao mesmo plano é nula, da

(8.12b) segue que:

7, =(oy—ox)Sena, cosa, + z-xy(coszOtl —sen’e; )=0

ry(cos’a, —sen’a; )
sena, Cosa,

(oy—0ox)= (8.18b)

Combinando-se as (8.18) resulta a expressdo procurada:

O, —0O
tang, =—+—* (8.19)
Txy

lembrando que o angulo ¢, positivo & marcado em sentido anti-

horério a partir do eixo x.
Por outro lado, para a determinacdo dos ©planos onde

ocorrem as tensdes de cisalhamento com valores extremos, é mais
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simples se fazer uso do conhecimento prévio das direcgdes
principais de tensdo normal. Nessa condicdo, o angulo que define
a direcdo da normal ao plano de tensdo de cisalhamento extrema
serd marcado em relacdo as direcgdes principais.

Tomando-se, entdo, as direcdes principais como referéncia,

as expressodes (8.12a,b) assumem as formas:

0,= 01008 A+ o, sen‘a
7, =— (01— 02)Senacosa (8.20 a,b)

Impondo-se a nulidade da primeira derivada da (8.20b) em

relacdo a o obtém-se:

d

'« — _(6y-02) (cos’@ —sen’a) =0
da
L a=trx/4

Com relacdo as tensdes de cisalhamento, interessam seus
valores maximos em médulo, de modo que com qualgquer um dos o

determinados acima, substituidos na (8.20b), resulta:

_ 0,70y

|Tmind = 5 (8.21 a)

E importante observar que nesse mesmo plano pode existir

uma tensdo normal cujo valor fica determinado pela (8.20a):

_o,to,
Ty == (8.21 b)

Exemplo 1: Determinar as tensdes principais, e suas respectivas
direcdes, conhecidas as seguintes componentes de tensdo para um

estado plano: o, = 8 kN/cm®, o0, = 2 kN/cm” e 7, = 4 kN/cm’
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»

Figura 8.8 — Componentes de tensdo num ponto segundo planos
paralelos aos planos coordenados e planos principais

As tensdes principais sé&o determinadas aplicando-se a
(8.17), observando-se que os sentidos indicados na figura (8.8)

sdo positivos:

:8;2+ (8;2f+42=5+5=10mwcm2

8+2 [8-2,
= _ =+ :5—5:0
o2 5 ( > ) +4

A inclinac¢do, com relagdo ao eixo x da normal ao plano

o1

principal onde atua o,;, representada na figura 8.8, & dada pela
(8.19):

tana, :¥:% — a, =2657°

Exemplo 2: Uma barra engastada numa das extremidades estéa
submetida a um momento de torcdo na sua extremidade livre, como
ilustrado na figura 8.8. Determinar o valor do momento, sabendo-
se que a tensdo normal no ponto A, numa direcdo a 45° em relacdo

ao eixo da barra é de 8 kN/cm?.
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Figura 8.9 - Barra submetida a torg¢do

Do estudo da torcdo livre em barras de secdo circular,
sabe-se que nos planos das seg¢des transversais aparecem tensdes
de cisalhamento que se distribuem linearmente em relacdo ao
centro geométrico, atingindo-se os valores maximos nas bordas da
secao.

A tensdo de cisalhamento méxima pode ser determinada em

funcdo do momento de torcdo da seguinte forma:

16M,
7D°

Txy

= 0,00995M,

Por sua vez, a tensdo normal conhecida atua num plano a 45°
em relacdo ao plano da secdo, e sua relacdao com Ty fica

expressa pela (8.l12a) como segue:

04 =0, cos (45°)+o, sen’(45°)+ 27, sen(45°) cos(45°)= 7,,

Portanto, resulta que:

-.0,00995M, =8 — M, =804,25kN.cm
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Exemplo 3: Duas pecas de madeira foram coladas através de suas
faces inclinadas, como ilustrado na figura 8.10. Sabendo-se que
o valor em mbédulo da tensdo de cisalhamento admissivel na
madeira é 4kN/cm’ e que a cola ndo resiste a esforcos de tracéo,

determinar o intervalo admissivel para a intensidade da tenséo

P T Uf,eoo
»

2 —
5 —— 5 kN/cm ~ ;5

p:

-,

i " COLA” i
P P

Figura 8.10 - Pegca de madeira colada submetida a um regime
homogéneo de tensées

As duas condigdes limitantes devem ser impostas, isto é: a
tensdo normal ao plano inclinado n&o deve ser positiva e a
tensdo de cisalhamento, em médulo, n&o deve ultrapassar o valor
prescrito.

Observando-se a figura 8.10, a restricdo sobre a tensédo

normal ao plano inclinado fornece:

Oy =—5¢05°(120°) + p sen’(120°)+27,, sen(120°)cos(120°) <0

p < 166 kKN/cm?

Da limitacdo sobre a tensdo de cisalhamento resulta:

710 =—[-5—plsen(120°) cos(120°)+0 [cos’(120°) —sen®(120°)]

‘ V3

-[5+p]73 < |7l

Dessa condicdo seguem duas outras, uma vez que ndo se

conhece o sinal de p:
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—[5+ p] <4 — p=-14,24kN/cm?

b‘éﬂ-&‘éﬂ

“B+pl X2 > -4 - p < 4,24 kN/em?

Juntando-se todas as condigdes obtidas, conclui-se que o

intervalo admissivel para a tensédo p é:

-14,24 < p < 1,66 (kN/cm?)

Exemplo 4: Para o estado de tensdo indicado na figura 8.11,

determinar o valor da tensdo maxima de cisalhamento em médulo.

v A

2 (kN /em” )

>

Figura 8.11 - Estado de tensdo num ponto

Como a maxima tensdo de cisalhamento ocorre num plano que
forma 45° com relacdo aos planos principais de tensdo normal, um

primeiro passo ¢é Jjustamente a determinacgdo desses planos

principais.
Determinando-se inicialmente as tensdes principais, obtém-
se:
10+2 10-2
oy = +4/( ¥ +32 =6+5=11,0kN/cm’

2 2
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02:102+2 _ %)qu =6-5=1,0kN/cn’

A inclinacdo da normal ao plano onde atua a tensdo

principal maior resulta de:

U-10_1 g

Os planos onde ocorrem as tensdes normais principais estéo

indicados na (figura 8.11la).
de

Para se determinar a direcdo da méxima tensé&o

cisalhamento, basta aplicar uma rotacdo de 45°a partir dos eixos

principais como ilustrado na figura 8.12b.

a) b)

Y
A

78,43°

R Al

Figura 8.12 - a) direcbes principais de tensdo normal
b) direg¢bes principais de cisalhamento

tensdes normais principais, o

os valores das
cisalhamento pode ser

Conhecidos
da maxima tensdo de

(8.21a):

valor em mdéddulo

calculado aplicando-se a relacgéo

—917% _50kN/cm?

7l
max
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8.4 Circulo de Mohr no estado duplo

As relacdes (8.12), reescritas nas formas:

oxto Oox— O
aa:[ X y}{ X VJ cos2a+z,, sen2a
2 2

a

T =(%jsen2a+¢Xy Cos2a (8.22)

representam um circulo no plano o—-7, com centro no ponto de

2
+ +
coordenadas (giggﬂoj e raio RZZ(GXZUVJ 4 2

A figura 8.12 mostra o circulo de Mohr e a conseqgiiente

interpretacdo geométrica para as relacdes (8.22).

T
a
Ty
—

- 1B

S

A

-
<
Q

QQJ><
Q

Figura 8.12 - Circulo de Mohr

De fato, a interpretacdo geométrica Jjustifica-se a partir

das seguintes relacgdes para o e 71, escritas com base na

a a

geometria da figura 8.12:
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o =(%j+5§ cos(2a-2a,)

14243!
[ x2 y] Xy

T :Gﬂsen(Za—Zal)

a

- @29y | L OA cos2¢ cos2a +OA sen2a sen2a
14243*

= OAcos 2o sen2a—0OAsen2a cos2a
142 431 14243

[a;aq Ty

(8.23 a,b)

2

Observa-se que o é o angulo entre a normal ao plano onde
atua o, e a normal ao plano inclinado onde atua o,. Outro

detalhe importante nesta interpretacdo é que no circulo de Mohr
muda-se a convencdo para a tensdo de cisalhamento positiva, isto
é: a tensdo positiva percorre em sentido hordrio o traco do
plano onde atua.

Uma interpretacdo grafica mais simples resulta gquando o
estado de tensdo conhecido é um estado principal de tenséo.
Tendo-se por base as tensdes principais, as relacdes (8.22) se

simplificam para:

o, = 2119 |, [9179%2 | o459,
2 2

(0'2 - 0'1)

Ty =TSN (8.24 a,b)

Nesse caso, a representacdo do circulo de Mohr passa a ser
aquela indicada na figura 8.13.

O circulo de Mohr fornece uma alternativa grafica ao
cdlculo analitico, que pode ser empregada, portanto, gquando
conhecidas as componentes de tensdo segundo dois planos
ortogonais quaisquer, procuram-se as tensdes principais e os
planos onde atuam. Nessa situacdo, a construcdo do circulo deve

obedecer ao roteiro que segue, o qual tem como particularidade a
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identificacdo de um ponto auxiliar denominado pdlo.

Figura 8.13 - Circulo de Mohr a partir de um estado de tensdo
principal

Tendo sido posicionados em relacgdo a um sistema de eixos o

X 7 0s pontos de coordenadas sz—aw)e QTWTW), seguem as etapas:

a-) Unem-se por um segmento de reta os dois pontos determinados,
identificando-se no cruzamento com o0 eixo das tensdes normais, o
centro do circulo gue os contém ;

b-) Uma vez tracado o circulo, suas interseccdes com o eixo das
tensdes normais definem as tensdes principais 61 e oy ;

c-) Pelo ponto QTWTW) traca-se uma reta paralela ao plano onde
essas componentes atuam ;

d-) Analogamente, pelo ponto QTWTW) traca-se uma reta paralela
ao plano onde essas componentes atuam ;

e-) O encontro das retas tracadas nos itens c¢-) e d-) determina
o ponto pertencente a circunferéncia denominado "pdlo";

f-) A reta unindo o pdélo com o ponto correspondente a tenséo
principal o, define a direcg¢do principal a;. Para a determinacédo
da outra direcdo principal, une-se o pdlo com o ponto
correspondente a tensdo principal oj3.

O roteiro descrito esta ilustrado na figura 8.14.
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Figura 8.14 - Tragcado grafico das direg¢des principais
utilizando-se o pdlo

Exemplo 5 - Estimar graficamente as tensdes normais principais e
respectivas direc¢des, tendo-se por base o estado plano de tenséo
descrito no exemplo 1.

A resolucdo grafica esta ilustrada na figura 8.15.
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Figura 8.15 - Determinacdo grafica de tensbées e diregédes
principais pelo circulo de Mohr

Exemplo 6: Para o estado de tens&o caracterizado pelas seguintes
componentes: oy = 10 kN/cm?, o, = 0,0 kN/cm’? e Ty = 4 kN/cm?,
determinar as tensdes e direcdes principais, verificando-se o

resultado pelo circulo de Mohr.

As tensbes principais resultam:

o, =E+1/(E)2+42 = 114 kN/¢m?
2 2
o, =%—1/(%)z+42 = —14 kN/cm?

As direcgdes principais determinam-se a partir de:

=035 ..a=193°

an2a=22-08 -a=193° ou tang=—2710
10 .

Pode-se verificar que esse adngulo corresponde ao plano onde

atua a tensdo principal o).

A solucdo grafica pelo circulo de Mohr estd ilustrada na

figura 8.16.
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TA

Figura 8.16 - Solugdo grafica pelo circulo de Mohr

Exemplo 7: Uma viga engastada de segdo transversal em forma de
"T" é& submetida a uma carga concentrada na sua extremidade
livre, como 1ilustrado na figura 8.17. Determinar as maximas
tensdes normais e cisalhamento, indicando o ponto (1,2,3,ou 4),

a secdo e o plano onde elas ocorrem.

JESNN
N |~
V]

\ 200 cm

24cm
<000 M (kN.cm)

10 V (kN) |

Figura 8.17 - Viga em balang¢o submetida a flexdo

As caracteristicas geométricas de interesse da secdo sé&o:

Zeg = [(2.12).6 + (2.24).6]/72 = 6,00 cm
Veg = [(2.12).1 + (2.24).14]/72 = 9,67 cm
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I, = (12.2°)/12+24.(-8,67)° + (2.24°)/12+48. (4,33)° = 5016 cm®

As tensdes normais de maior intensidade ocorrem nos pontos
mais afastados da 1linha neutra da secdo transversal do
engastamento (secdo submetida ao maior momento de flexdo).

Portanto, nos pontos 1 e 4 calculam-se:

2000
=—2""(-9,67)=3,86 KN/ cr®
Ox1) 5016( ) cm
2000
=2 (16,33)=—6,51kN/cm’
Tu = 516 (1633) cm

Lembrando-se que nas vigas 0y=0 e que as tensdes de

cisalhamento sdo nulas nos pontos das bordas da secdo, conclui-

se que:

No ponto 1: Omx = Ox = 3,86 kN/cm? e Onin = Oy = 0 ;

No ponto 4: Opax =06y =0 e  Opn= 0y,= —-6,51 kN/cm’.

A tensdo de cisalhamento méaxima pode ser procurada numa
secdo transversal qualquer uma vez que a forca cortante é

constante ao longo da viga. Tomando-se a secdo transversal do
engastamento, nos pontos 1 e 4 7., em mdébdulo, esta numa direcédo

a 45° com a direcdo das tensdes normais principais e vale:

1] -EL§E3=193kNlcm2

max(1)

7] —6’—51:3,25kN/cm2

Tméx(4) -

No ponto 2, segundo os eixos coordenados x e y resultam:

2000

Oy2) = —%(—7,67)23,04 KN/ cm? i o, =0;
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10[24.8,67]

_ 0,207 KN/ e
By =75 5016 cm

As tensdes normais principais ficam determinadas por:

3,04+0
Glz 2 +

\/( 3’0;'0 Y +0,207% = 3,05kN/ cm?

_2.04+0 —\/( 2.04-0 )’ +0,207° =—0,49kN/ cm’®

A 2

No mesmo ponto a maxima tensdo de cisalhamento em mdédulo
resulta:

=300 g Ny em?

max(2)

No ponto 3, 0,3 =0, por coincidir com o centro de

gravidade da secdo. Para a tensdo de cisalhamento no plano da

secdo obtém-se:

10[2.16,33.8,17]

_ —0,265KN/ et
Fuy(3) 2 5016 cm

Conclui-se, de imediato, que neste ponto tém-se:

o,=0265kN/cm? ; o, =-0265kN/cm” ; |7  =0265kN/cm?.

Portanto, com relacdo a tensdo normal, opsx= 3,86 kN/cm’ e
ocorre na secdo do engastamento, no ponto 1 e tem direcédo
paralela ao eixo x. Quanto a tensdo de cisalhamento maxima, ela
vale 3,25 kN/cm’ e ocorre no ponto 4 numa direcdo a 45° com o
eixo x.

Os circulos de Mohr da figura 8.18 ilustram a determinacdo

grafica das tensdes de cisalhamento maximas nos pontos 1 e 4.
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T A (kN/em®)

N

N

o> (7
45 /'~

\/ \3,86 -

(kN /om? )

Figura 8.18 - Circulos de Mohr para os pontos 1 e 4

Exemplo 8: Uma viga em balanco, de secdo transversal quadrada
vazada de paredes finas é submetida a uma carga concentrada

aplicada na sua extremidade 1livre, conforme ilustra a figura
8.18. Desprezando-se o efeito da forca cortante, determinar opsx

€ Tnax-e

70 cm

z 20 cm
100 cm

1000 \ 20 cm

100 V (kN)

Figura 8.19 - Viga em balango submetida a flexdo e torgdo
simples
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No caso da secdo vazada com uma célula, o calculo da

tensdo de cisalhamento pode ser feito aplicando-se a analogia de

t

2At

membrana ou, diretamente, pela relacdo 7=

Pela analogia de membrana segue que:

S$=20.20=400¢ny

pS=K[2.80] N h=5_KIO  V=h.5=2000p

M. 100 ,5p, 5 2
_ — = (2P 2 _p125kN
Y 4000p (K) 40 e

)

Pela relacédo direta resulta:

_Me_ 1000 5 4 on ke

T oSt 2.400.1 40

Observa-se que a tensdo de cisalhamento é a mesma em todos
os pontos da secdo, e também ao longo da viga, uma vez gque O

momento de torcdo é constante.

Para o céalculo da tensdo normal, na secdo do engastamento,
escolhe-se o ponto 1, por simplificacdo na linha do esqueleto,

pertencente a regido tracionada da secéo.

Tirando-se partido da forma delgada da segdo, o momento de

inércia resulta:

3
I, = 2(1'122 + 20.1.102J =53333cm’

Para a tensdo normal no ponto 1 obtém-se:
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10000
=———— (-105)=1969kN/cm’
%= "5 345 47" ) em

Na altura do ponto 1 o estado de tensdo é plano e esté

representado na figura seguinte:

Figura 8.20- Estado de tensdo no ponto 1

As tensdes normais principais no plano resultam:

O, = 1'9629-'-0 +\/( 1’9629_0 )2 +O!1252 = 1!977 kN/ Cm2

~1969+0 _J( 1969-0

o, 5 > )’ +0,125? =—0,008kN/ cm?

1977-1969

tana, 0125

_ ]
a]_ _3766
A maior tensdo de cisalhamento ocorre num plano inclinado

de 366°+45° em relacdo ao eixo da peca (eixo x) e vale:

_1977+0008 ~1029 kN/ cm?

Tméx
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9 ESTUDO DAS DEFORMACOES

9.1 Introducdo

Jad se tratou, no primeiro capitulo destas notas, dos
conceitos de deslocamento e deformacgdo. Neste capitulo o estudo
das deformacdes serd novamente colocado em destaque, discutindo-
se suas medidas, relacdes com os campos de deslocamentos e
variacdes, segundo diferentes direcdes, a partir de um ponto.

Diz-se qgue um ponto material, de coordenadas (x,y,z) com
relacdo a um sistema cartesiano fixo, sofre um deslocamento de
componentes u,v e w, nas direcdes dos eixos de referéncia,
quando h& uma mudanca da sua posicdo inicial, isto &, as suas
coordenadas, medidas na nova posicdo, passam a (x+u,y+v,z+w).

Nota-se que o conceito de deslocamento estd sendo aplicado
a um ponto do meio, independentemente dos outros. Ja o conceito
de deformacdo exige a consideracdo de pontos vizinhos.

Assim, wum corpo, entendido como um meio continuo, e,
portanto, formado por uma infinidade de pontos materiais,
desloca-se sem se deformar sempre que se mantiverem inalteradas
as posicdes relativas entre seus pontos. Entretanto, se durante
o movimento, pontos do corpo ndo mantiverem suas posicdes
relativas, diz-se que o meio sofre deformacéo.

Tomando-se por referéncia uma regido adjacente a um ponto
do corpo na sua situacdo inicial, de uma maneira geral observa-
se que a deformacdao conduz a mudancas no volume e na forma dessa
regido. E interessante que se possa caracterizar matematicamente
cada uma das mudancas mencionadas, e, nesse sentido, definem-se
dois tipos de medidas de deformacéo.

Formalmente, a medida linear, ou simplesmente deformacgdo
linear, aqui simbolizada por g, ¢é definida pela razdo entre a
variacdo da distdncia inicial entre dois pontos vizinhos e a
propria distédncia inicial. Essa medida ¢é adimensional e serve
para caracterizar as variacdes de volumes adjacentes a pontos do

corpo.
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A medida angular, ou simplesmente deformacdo angular, aqui
simbolizada por Yy, é o valor da variacdo, ou distorgdo, sofrida
pelo angulo formado por dois segmentos de retas inicialmente
ortogonais entre si, tomadas na vizinhanca de um ponto, e serve
para caracterizar as variacgdes de formas ou areas de elementos
superficiais adjacentes a pontos do corpo.

Para dque essas medidas ©possam de fato servir ©para
caracterizar a deformacdo em diferentes situacdes, o tamanho da
vizinhanca do ponto a ser considerada possui um papel
fundamental.

Por exemplo, o estado de deformacdo do corpo é dito
homogéneo quando as medidas de deformacdo linear e angular,
segundo as mesmas direcdes, resultam invariaveis de ponto para
ponto do COrpo. Esta situacéo ocorre em poucos casos
particulares, mas, nesses casos, para vizinhanca pode-se adotar
dimensdes quaisquer, de acordo com a conveniéncia.

Na maior parte das situacgdes, porém, as deformacdes variam
de ponto para ponto. Assim, de uma forma geral, adota-se uma
vizinhanca infinitesimal, com isto evitando-se grandes
variacdes, ou gradientes, que podem fazer com que as medidas
linear e angular, se calculadas tomando-se uma vizinhanca
qualgquer, resultem em valores médios pouco representativos
daquilo que ocorre localmente em termos de deformacéo.

Portanto, considerando-se em qualgquer caso uma vizinhanca
infinitesimal, além da adequada representatividade, preserva-se
também um cardter local para as medidas de deformagdo, que
podem, de fato, ser associadas ao ponto. Isto é muito
importante, pois servird, mais adiante, como Jjustificativa para
se passar a relacionar as medidas locais de tensdo e de
deformacéao.

Uma hipdétese adicional, bastante razodvel e que simplifica
significativamente a modelagem matemdtica, consiste em admitir
que as deformagdes sejam pequenas. Isto implica, no caso linear,
que o quadrado de sua medida ou o produto dela por outra também

pequena pode ser desprezado no confronto da mesma; no caso da
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deformacdo angular, a tangente ou o seno do &angulo podem ser
confundidos com o respectivo arco.

Duas outras observacdes sdo importantes, e é oportunoc gue
sejam feitas neste ponto do texto.

Uma primeira é que devido a hipdétese de continuidade, as
partes do corpo que se deformam impdem as outras um movimento de
corpo rigido, imaginando-se que estas ndo estejam sofrendo
qualquer restrigdo ao movimento.

Uma segunda observacdo decorre do cardter direcional das
medidas de deformac&o. De fato, pontos vizinhos e o ponto de
referéncia definem direcdes, as quals se associam medidas de
deformacdo. Assim, as direcdes a serem tomadas podem ser
quaisquer no interior de um corpo deformado, configurando-se,
nesse caso, um estado triplo de deformacdo. No estudo da
deformacdo na superficie(” do corpo, as direcdes devem estar
contidas no plano tangente a superficie no ponto de referéncia;

configura-se, nesse caso, um estado duplo.

9.2 Medidas de deformagcdo e o estado duplo

Seja um corpo qualquer de volume inicial V, que tenha
sofrido um processo de deformacéo, conforme indicado

genericamente na figura 9.1.

€3
Yy
e
€y 2
xr
Figura 9.1 - Deformacdo de um corpo de volume "V"

*
()Superficie é uma regido limite ou de contorno de um volume no espacgo.
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A medida de deformacdo linear, ou deformacdo especifica,
no ponto A segundo a direcdo do segmento de reta AB,

(v.fig.9.1), fica definida pela seguinte relacédo:

. A'B — AB
g = _ 9.1)
o= IM T0E (

Na situacdo limite os pontos A e B estdo inicialmente
distantes de ds entre si, entdo, pela (9.1), a disténcia final

entre eles serd dada por:

ds’:(1+gAB)ds (9.2)

Portanto, conclui-se que conhecida no ponto a deformacéo
especifica ¢, associada a certa direcdo, pode-se, em funcéo
dela, determinar a distdncia final entre o ponto e um outro
ponto vizinho.

A distorcdo angular, segundo o plano definido pelas
direg¢des AC e AB, inicialmente ortogonais, e também indicadas

na figura 9.1, fica expressa por:

7/=]/1+}/2=%—a (9.3)

sendo que para deformacdes pequenas : y, =igy, e y,~=t9y,.

As duas medidas locais em estudo podem ser expressas em
funcdo das componentes u, v e w do campo de deslocamentos d
sofrido pelo ponto em consideracdo. Nesse sentido, tomando-se
por base os elementos indicados na figura 9.1, o campo vetorial

de deslocamentos pode ser expresso na forma:

d(x,y,z)=ue, +ve, +we, (9.4)

onde e;, e, e e3 sdo versores associados aos eixos de referéncia
X, y e z, respectivamente.
Por conveniéncia, admitindo-se que as direcdes dos

segmentos de reta AB e AC estejam alinhadas com as direcdes x e
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y, respectivamente, conforme ilustra a figura 9.2a, aplicando-

se a definicdo dada pela (9.1), seguem as deformag¢des lineares:

(dx+ 2YA dx) — dx (dy+ V2 dy) - dy
o = OX _0OU, o — oy _ 0V,
o dx Cox TV dy dy

(9.5a,b)

Por outro lado, com os valores indicados na figura 9.2b,

aplicando-se a definicdo (9.3), a distorcdo angular resulta:

oV ou ov ou
Y= = y=—By A (9.6)
oX oy oxX oy
@) b) Jua dy
o +
+ C
C v, + %A dy
+ C g%B dx
B/
dy A B/ dy A +
—
A dx B ;IEUA A dx B IUA
Wt i dar -
4’7 uA 4‘7 4‘— uA 4.7

Figura 9.2 - Relagcdo entre as medidas de deformagcdo linear a
angular com as componentes do campo de deslocamentos

No caso geral, considerando-se, a partir de um ponto do
meio, pontos vizinhos segundo trés direcgdes paralelas as dos
eixos coordenados, por extensdo dos casos ilustrados na figura

9.2, resultam:

ou o _ow
&x=T o0 ’ 8y:E§ o ET (9.7 a,b,c)
8u+8v ; _8_u+8W ; _@+@ (9.8 a,b,c)

Ty T T T m ax T e gy

As componentes de deformacdo acima relacionadas podem ser
reunidas numa matriz simétrica, denominada matriz do estado de

deformacdo, a qual tem a seguinte representacédo:
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g Vw2 Val2
E= 7w/2 £, yﬂ/Z (9.9)
yn/z yw/z &,

onde os fatores HZ aparecem para garantir que matematicamente a
matriz E seja representativa de um tensor de segunda ordem ‘7.
Um caso particular de interesse, ja mencionado
anteriormente, é o chamado estado duplo de deformacdo, situacédo
tipica das membranas, mas que também ocorre num elemento da
superficie do corpo. Nesse caso, todas as componentes de

deformacdo ficam contidas num Unico plano, e a matriz do estado

de deformacdo assume a seguinte forma:

£, yW/Z 0
E=|y,/2 & O (9.10)
0 0 o0

E importante novamente lembrar que as medidas de
deformacdo sdo locais, isto é, associadas a um ponto e segundo
determinadas direcdes. Nota-se, ainda, que as direcdes em
relacdo as quais se determinaram as componentes do tensor
representado pela (9.9) sdo ortogonais entre si, ou, segundo a
dalgebra linear: linearmente independentes.

Limitando-se, ©por simplificacéo, ao estado plano de
deformacdo indicado acima, onde as componentes se referem a
direcdes paralelas aos eixos de referéncia, é possivel mostrar
que em funcao dessas componentes, pode-se conhecer as
componentes de deformacdo segundo dquaisquer outras direcdes
ortogonais, contidas no mesmo plano, que passam pelo ponto.

De fato, considere-se uma rotacdo o no sistema de eixos x-
y, como a ilustrada na figura 9.3.

As coordenadas de pontos do plano segundo o sistema
original e o sistema rodado, devem obedecer a seguinte regra de

transformacdo:

*
® Da 4dlgebra linear, os tensores de segunda ordem sdo transformagdes lineares que
associam vetor a vetor.
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X=X(X,Y,a)= XCOSa + Yy Senc

y=Y(XY,a)=—Xsena + y coSa (9.11 a,b)

Yy A

<|

Figura 9.3 - Rotacdo do sistema de eixos e respectivas
componentes dos deslocamentos do ponto A

Da mesma forma relacionam-se as componentes dos

deslocamentos de um ponto qualquer:

U=ucosa+Vsenx
V=—USenx+VCcos«x (9.12a,b)

Utilizando-se da regra da cadeia, a deformacdo especifica

na direcdo do eixo X, pode ser escrita na forma:

g 24 _OUOu, Ouoy (9.13)
OX OUQox OV Ox

Tendo-se em vista as relacdes de transformacdo (9.11) e

(9.12), segue que:

ou ou o
—=—(Uucosa)=cosa ; —=—(Vsena)=sena
ou ou oV oV

ou ouodx ouady

— ==+ ——==5, cosa+@sena
OX OXox 0Yox oy
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oV 0Ovox ovoy ov
—=———=+_——==——C0Sa+¢, Sena

X 0Xox 0yox Ox

Substituindo-se as relacdes anteriores na expressdo 9.13,

obtém-se:

£; =€,008°a+&, sen’a+y,, SeNaCosa (9.14)

De forma andloga, pode-se deduzir uma expressdo para a

distorcdo segundo as novas direcdes ortogonais, partindo-se de:

— 9u ov [(éuou ouodv) (éveu ovov
Y 9y ox |\duoy Ovoy ou 9x OV Ox
ou ou ov ov
—=C0Sa —=Sena —=-SeNha —=CO0Sx
ou ov ou ov

Com as mesmas regras de transformacdo (9.11) e (9.12)

segue que:

ou ou ov ov

oy oy oy  OX

ou ou ov oV

— = g C0Sa+—sena ; —==—Co0Sa+g,SeNx
oX oy oxX OX

Por substituicdo na (9.15), obtém-se entédo:

Vxy

=—(g—¢gy)sena COSa+%(cosza—3en2a) (9.16)

Observa-se a semelhanca formal entre as expressdes de
deformacéao (9.14) e (9.16) com as expressdes de tensao
(9.12a,b), deduzidas no capitulo anterior.

Analogamente ao estudo das tensdes existem diregdes
principais de deformacdo linear, as quais correspondem valores
de deformacdes maxima e minima relativamente a quaisquer outras
direcdes no plano. As deformagcdes principais ocorrem segundo
diregcdes ortogonais entre si, e em relacdo a elas ndo héa

distorgcdo angular associada. Pode-se chegar a essas conclusdes
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partindo-se da pesquisa de valores extremos para a funcéo
definida pela (9.14), seguindo um procedimento absolutamente
andlogo ao que foi feito para as tensdes.

As expressdes para a determinacéo das deformacdes

principais e das correspondentes direcdes principais resultam:

e, te &, —& V4
_ox y+ X y 2+ Xy 2 9.17
fH="> \/(—2 y+(57) (9.17a)
e, te &, —& V4
X y X Y \2 Xy \2
_ _ (D 9.17b
&, 5 \/( > ) +( 5 ) ( )
2 —
tg%:M (9.17¢)

Vxy

sendo que o; é o Aangulo (anti-hordrio se positivo) marcado da
direcdo de ¢, para a de &;.

A distorgdo madxima, por sua vez, ocorre numa direcgdo a 45°
com relacdo a uma das direcdes de deformacdo linear principal e
vale:

Vmax = €1 — & (9.17d)

9.3 Decomposicdo aditiva do tensor de deformacdes

Considere-se, agora, ) caso particular de um
paralelepipedo cujos lados apresentam dimensdes infinitesimais
dx, dy e dz. Imagine-se que tal paralelepipedo venha a sofrer um
processo de deformagcdo provocando apenas uma variacdo de seu

volume, mantendo-se a forma inicial.

As dimensdes dos lados do elemento passam a ser: oxX(l+eg,),
dy(+¢,) e dz(l+&,), de modo que os volumes inicial e final do
paralelepipedo ficam expressos respectivamente por:

Vo = dxdydz

V=dxdydz(1+g)1+e,)(1+g,) (9.18 a,b)



319

Em coeréncia com um regime de pequenas deformacdes, na (9.18b)
podem ser desprezados os produtos entre as medidas de deformacéo

linear, de modo que:

V=dxdydz(l+e,+¢, +¢,) (9.19)

Pode-se concluir de imediato, que:

V-V,
-, - gx + gy + gz
Vo (9.20)

Assim sendo, diz-se que a soma das deformacgdes lineares
segundo trés direc¢des ortogonais entre si fornecem uma medida de
deformacdo volumétrica nas vizinhancas do ponto. Além disso,
essa medida constitui um invariante, no sentido de que a soma
das deformacgdes lineares segundo outras trés direcdes ortogonais
entre si, tomadas no mesmo ponto, resulta no mesmo valor
numérico.

Considere-se, por outro lado, a decomposicdo aditiva do
tensor de deformacdes, formada por uma parcela dita esférica e
outra anti-esférica. A parcela esférica é representada por uma
matriz diagonal, cujos elementos sdo iguais entre si e iguais a
deformacdo linear média, calculada por:

gm:8X+8y+€Z (9.21)

3

Por sua vez, a parte anti-esférica ¢é determinada pela

diferenca entre o tensor original de deformacdes e a sua parte

esférica. Matricialmente, a decomposicdo resulta:
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87_w7_)a (e-e)y—xyy—xz

2 2 *EMo2 2
em 00

Yy Ty | Yy Yy

o &y |7 0gn0 |+ > (6y- &m) > (9.22)
00 ¢,

Y 7 Ya 7

EEG 7 5 e

Um detalhe a observar é gque a soma dos elementos da
diagonal ©principal da parte esférica resulta igual a:
e =& +éey t&,.

Assim sendo, tendo-se em vista a (9.20), diz-se que a
parcela esférica do tensor de deformacdes contém informacgdes
sobre a variacdo volumétrica provocada pelo processo de
deformacdo. Ja a soma dos elementos da diagonal principal da
parte anti-esférica resulta nula, razdo pela qual se afirma que
essa parcela relUne 1informagdes sobre as mudancas de forma

provocadas pela deformacdo.

9.4 O modulo de elasticidade volumico e o modulo de

elasticidade transversal

Considere-se que o corpo seja constituido por um material
isbétropo com resposta eldstica-linear. Na hipdtese de que um seu
elemento de volume venha a ser submetido exclusivamente a um
regime homogéneo de solicitacdes normais as suas faces, conforme
ilustra a figura 9.4, cada uma das componentes de tensdo normal
provoca deformacdes lineares nas direg¢des x, y e z, para as

quais contribui diretamente o efeito de Poisson.
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o} | |
v I S
| |
|
‘ dx(1+ €, ) ‘
—» 0
&
dy(1+ y)

Figura 9.4 - Deformacbées provocadas pelas componentes de

a) Devido a oy :

e T E Y E
Superpondo-se os efeitos das tensdes
direcdes, resultam:
Ox Oy o 1
E&x = — -~Vv— -~-v— = —|lox - vMo, + o
g E E E E Lo - oy ) ]
1
gy:E[O-y_V(O-x+GZ)]
1
& = E‘[cn - ox + oy)]

e, portanto:
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&
dy(1+ y)

| —
e |

JI—

dz(1+ ¢, )
tensdo
(9.23 a,b,c)
(9.24 a,b,c)
(9.25 a,b,c)
atuando nas trés
(9.26 a)
(9.26 b)
(9.26 c)
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1-2v
5X+gy+gzz(—E)(0'X+0y+az) (9.27)
e . E )
Na tltima relacdo o fator ——— recebe o nome de mdédulo

@-2v)
de elasticidade volumico, sendo frequentemente simbolizado pela
letra K.

Seja, por outro lado, conforme mostra a figura 9.5, um
estado duplo de tensdo em que a soma das tensdes principais é
nula. Tal situacdo também caracteriza um estado de cisalhamento
simples, <como se pode concluir se forem determinadas as
componentes de tensdo segundo direcdes a 45° com as direcdes das
tensdes principais.

Pela andlise da deformacdo provocada, conforme ilustra a

figura 9.5b, a distorg¢do angular resulta:

yzAkﬁ%zZ&‘ (9.28)

%4447 L+AL44444+

Figura 9.5 - Estado de cisalhamento simples
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A deformacdo linear indicada relaciona-se com as tensdes

normais aplicadas na forma:

gzé[a—v(—a)]: (1?)0 (9.29)

Combinando-se a (9.28) com a (9.29) e lembrando-se que,

nesse caso, o©o=7, resulta:

2(1+v
y= ( _)T (9.30)
E
e . E ) . )
Nessa ultima relacdo, o fator ——— ¢é denominado mdédulo
2(1+v)

de elasticidade transversal, sendo usualmente representado pela

letra G.

Exemplo 1: Segundo as direcgbes a, b e ¢, ilustradas na figura
9.6, mediram-se as seguintes deformacdes:
g,=6,=210",5,=-110". Determinar as deformacdes principais e
direcdes onde elas ocorrem.

direcao b YA direcao 'a’

direcao "¢’
Figura 9.6- Direcbes das deformacdbes medidas

Trata-se de um estado plano, para o dqual se aplicam
diretamente as relagdes (9.14) e (9.17). Para aplicar a (9.14)

em particular, deve-se observar que a medida de deformacéo
segundo a diregdo c¢ coincide com ¢, enquanto que as medidas
segundo a e b devem ser 1igualadas a ¢&;. Nessas condicgdes

X

resultam:
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3 L1 NE) i
ga=g300=gxz—1.104z+7xy7=2-104
3 41 V3 ]
gb:81500:8)(2_1-104Z_yxyT:2-1O4

3
ga+gb:4.10-4=gxz—0,50.10-4 - ¢,=9.10"

A substituicdo do wvalor da deformacdo na direcdo X em
qualquer uma das expressdes, de & ou de &, conduz a: J, = 0.
Portanto, uma vez que a distorcdo associada as direcgdes x e y é
nula, ndo h& necessidade de se aplicar a (9.17), pois as
deformacdes nas direcdes x,y sdo principais.

Assim sendo, com relacdo as deformacdes e direcgdes

principais, resultam: & =910";s =-110" ; o, =0°. O

Exemplo 2: Para uma situacdo plana de tensdo e deformagdo, num
meio elastico-linear, segundo as direc¢des a, b e ¢, ilustradas
na figura 9.7, foram tomadas as respectivas medidas lineares de
deformacdo. Pede-se escrever as relacdes para a determinacdo das
tensdes, das deformacdes lineares principais e suas direcdes

principais. Admite-se que sejam conhecidos o mdédulo de

elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v.
direcao ‘¢’

direcao b’

direcao "o

Figura 9.7 - Diregcbdes das deformagcdbes conhecidas
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a) As componentes de tenséo, a partir de medidas de
deformacdo, resultam da aplicacdo da 1lei de Hooke,

expressa pelas formas (9.26) e (9.30). Considerando-se,

entdo, que gZ=GZ=O, invertendo-se as (9.26) resultam:

E E
Ox= 2(€x+V8y):—2(€a+V€c)
1-y 1-y
E E
oy=7——(eytvex)=——(ec+Vea)
1-y 1-y

A (9.30) particularizada para o plano x-y assume a forma:

Tw=G Yy onde

E

Ev-o G=———
2(1+v)

b) As deformacdes e direcgdes principais seguem das (9.14) e

(9.17). Com a (9.14), pode-se calcular Yyt

1
S=fuo=say oo gy > Vy=2a (gt e)

Com as (9.17), calculam-se:

=ga+5c+\/ ga=é&cy2 Ty y2
&1=" (== + (5

—faTé&c Ea— Ec 2 7xy 2
= — +(—=
&2 2 \/( 2 ) ( 2 )

o = arctan {

2(e1—£a) }

2ep—(satec)

Exemplo 3: Com relacdo aos planos I, II, e III, indicados na
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figura 9.8, atuam as tensdes normais: o7y = 10 kN/cmZ, orr = 0 e

orrr = —10 kN/cm?. Admitindo-se um estado plano de tensdo (0; = Ty

7,, = 0), determinar as tensdes normais principais, direcdes
principais e a distorcdo méxima. Dados complementares: E = 20000
kN/cm?, v = 0,25.

111 I !

Figura 9.8 - Tracos dos planos em relacdo aos quais sédo
conhecidas as tensées normais

a) Para o calculo das tensdes e direg¢des principais, é

necessario determinar as componentes o0,,0, €7, . A tensdo normal

ao plano I coincide com o0,; as outras componentes podem ser

determinadas utilizando-se os dados referentes aos planos

inclinados, empregando-se a (9.12a):
O = Ox :10 kN/ sz

o1 = 0(300) = 0x €057 (30°) + oy sen?(30°) +2 7, eN(30°)cos(30°)

30 oy J3
= — 4 — —

" oy 4 +2TXyT_O

O =0(g0) = ox c0s°(60°)+ oy sen*(60°) + 2 7,y Sen(60°)cos(60°)
oy V3

=432 424, 2 =10

Tm T T Ty

Resolvendo-se e} sistema, determinam-se oS seguintes
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valores: o, = -10 kN/cm’ e 1, = -5,77 kN/cm’.

Com os valores determinados, calculam-se as tensdes e

direg¢des principais, aplicando-se as (9.17) e (9.19):

o1 =20719 100+ (=5.77 ) = 11,55kN/ en?

o, = 10;10 —J100+(=5,77 Y = ~11,55kN/ cm?

a0
o577 '

b) O calculo de py,u pode ser feito diretamente pela lei de

Hooke, relacionando-o com 7,4, ou em funcdo das deformacdes

principais, aplicando-se a (9.17c):

_E 20000
2(l+v) 25

= 8000kN /cm?

fwex 1 ,11,55+11,55

_ Tmex _ —0,00144
I =G Tgo0l 2 )
ou,
E 20000
&= (o, —voy )= 1221195 4 500722
E 20000

Vmix = &1 — &, =0,00144

Exemplo 4: Segundo as diregdes a, b e ¢ da figura 9.9, foram

medidas as deformacdes: g, =1.107° ; g, =175.10"eg, =1.107°.

Determinar as deformacdes e direcgdes principais no plano x-y e

Toax considerando-se que a tensdo normal na terceira direcdo
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principal é nula. Dados complementares: E = 20000 kN/cm’, v =

0,25.

direcao b’

direcao ¢’

direcao ‘o’

Figura 9.9 - Direcbdes das deformacdbes conhecidas

a) Para se determinar as deformagcdes e direcdes principais,
precisa-se conhecer ¢&,,¢&, €y, . Em funcdo dos dados do problema,
tem-se que:

£,=6,=110"

Ep =&y = 1,75.107°

£, = &30 =&, c05°(30°) + &, sen*(30°) + 7,,5€n(30°)cos(30°) =1.10"

" 7y =-043310°

Com relacéao as deformacdes e direcdes principais,

resultam:
_5 _5 _ -5
;, 27510 +\/(0,75.10 P (T043310° 0 ) gy s
2 2 2
2,7510° [,0,75107 -0,433107°
g, = 27510° \/( 10° ¢, ¢ 10° 2 - 00410
2 2 2
2(1,8110°-1.10°
tan o, = (18110 jo ) o =75
~0,433.10

b) O valor da tensdo de cisalhamento méxima ¢ determinado em
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funcdo da diferenca entre as tensdes normais principais e ocorre
num plano a 45° com os planos das tensdes principais que a

determinam. Assim, deve-se verificar a seguinte condicéo:

Tmax — max y y

s 61_0-2 0-1_0_3 0_2_0_3
2 2 2

As tensdes normais principais podem ser determinadas em

funcdo das deformacdes principais pela lei de Hooke. Da condicéo

03 =0 segue que:

g3 =—v(e; +£,)=069.10"°

As tensdes normais principais calculam-se da seguinte

forma:
o, = = (& +Vve, +vey )=0,47 KN/ cm?
azzl_vz(52+v€l+v53):033kN/mn2
U3=0

Para a tensdo de cisalhamento, obtém-se:

o,—-0, 0,140

Trax = > > =0,07 kN/ cm?
TmX:01;03=0§7=0235HWcm2
T =2 ;03 = 0’;’3 ~0165kN/ e

Portanto, a maxima tensdo de cisalhamento ocorre num plano

a 45° com o plano definido pelas direcdes x e z.

Exemplo 5: Uma viga biapoiada, de secdo transversal "I", &
sujeita a um carregamento distribuido qualquer, como ilustra a

figura 9.10. Monitoraram-se nesta viga as deformacgdes
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longitudinais nos pontos A, B e C pertencentes a uma mesma secdo
transversal, medindo-se: &,=-11.10"°%;5,=-510"¢ g. =1.10"°, sendo

que um deles estd incorreto. Pede-se determinar gqual esté
incorreto e qual deve ser o valor correto. Em seguida, pede-se
calcular o valor do momento de flexdo atuante na secéao,

adotando-se E=2000 kN/cm’.

secao 1—1
1 p(x)
: / A¢g 114 Oy €,
| . lB
— j - B Gy €
] : . 40cm
Yyv | x —l
7177
Y
C
L [C° 174 % £
8 |6] 8
(a) (b) (c)

Figura 9.10 - Viga em flexdo

Em coeréncia com a teoria de wvigas, a distribuicdo de
deformacdes longitudinais numa secdo qualquer ¢é linear;
consequentemente, para material eldstico linear o diagrama de
tensdes também serd linear.

A identificacdo da medida incorreta resulta de uma anélise
da proporcionalidade, gque deve existir, entre as deformacgdes
longitudinais nos pontos A, B e (. Tal proporcionalidade

escreve-se na forma:

Ea _ s _fc ~-11.10° -510"° 1.10°
-22 -12 20 ~22 ~12 20

51077 #417.107" #5.10°7

Conclui-se que a medida tomada no ponto B é incorreta. O

seu valor correto, de acordo com a proporcionalidade entre as
~ P -6
deformacdes, é &g =-6.10".
O wvalor do momento de flexdao atuante na secdo pode ser

determinado a partir de sua relacdo com a tensdo normal em
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qualquer ponto da secdo, em particular os pontos A, B ou C.

Por se tratar de uma viga, sabe-se que ox#0 e o0,=0,=0.
Portanto, a relacdo entre a tensdo normal e a deformacdo na

direcdo x, escreve-se na forma:

Ix

1
gx:E[o-x_V(O-y"'o-z)]: E

Adotando-se o ponto "C" como ponto de referéncia, o wvalor

de "M" resulta de:

o,=6,E — oo =gl E=2107 :IMy
z

M

-2 3
_ 210 [ 22.48°

8.40°
20 12 1

) }: 117,42kN.cm

Exemplo 6: No ponto A da viga biapoiada apresentada na figura
9.11, s&o conhecidas as tensdes normal na direcdo x e de
cisalhamento. Pede-se determinar em gqual direcdo deverd ser

colocado um extensdmetro elétrico para que a medida indicada no

mesmo seja nula. Dados complementares: E = 2000 kN/cm’ e v=
0,25.
P
0,20
LTI AT I 1.0
= 4o 4“‘L 4 T”
7,0
» 0,20 4——
Ty L 2
(kN/cm” )

Figura 9.11 - Viga biapoiada

A deformagdo procurada estd em diregcdo inclinada com

relacdo as dos eixos x e y. Portanto, para determinad-la aplica-

se a relacao:

Eg =&y cosza + Sy senza + }/Xy Seno CoS o

As componentes de deformacdao dque aparecem na relacdo

anterior podem ser calculadas, em funcdo das componentes de



tensdo conhecidas,

por meio da lei de

nas vigas o estado é plano de tenséo:

Exemplo 7: No ponto "B" da viga bi-apoiada,

9.12,

indicada na mesma figura.

g =21 50
E 2000

£, = _VG_EX ~_0,25.510* =-12510""

y

o__E 2000
2(1+v) 2,50

=800KkN/ cm?

7y 0,20 y
Ity 9489 5510
=G " 800
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Hooke, lembrando-se que

& =5.10™ cos’a —1,25.10* sen’a +2,5.10™ sena cosa =0

510 (1-senar)—1,25.10* sen?a +1,25.10 ™ sen2a=0

5.107* —6,25.10* sen?a +1,25.10™* sen2a =0

Finalmente, por tentativa,

foli medida a deformacéao

1/3, pede-se determinar o valor de P.

obtém-se:

£, =5.107",

Sabendo-se que E =

a=728°.

ilustrada na figura

na direcdo "a",

20000 kN/cm’ e v=

z - 48 cm
B
10
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Figura 9.12 - Viga bi-apoiada

Inicialmente, por equilibrio, determinam-se os diagramas

de momento fletor e forca cortante:

2M,=0 —> P.5+2P.2-4.vy:.=0 — V.=225P
2R =0 —> V,+V.=3P —> V,=075P

|
| Momento na 200 x*7200
: Secao 'S’ ‘

Cortante na

Secao 'S’

Figura 9.13 - Diagramas de estado

Pelos diagramas, conclui-se que o valor da forca cortante
na secdo "S" da viga é 1,25 P.

Ja o valor do momento fletor na mesma secdo de interesse,
pode-se obter por equilibrio, tomando-se os momentos das forcas

a sua esquerda, por exemplo:

>Mp=0 — M#=0,75P)x —(2P)(x —2,0)

L plX=30 > Mg=225P-2P(3,0-2,0)=025P

Os valores M = 0,25P (kN.m) e V = 1,25P (kN) atuantes na

secdo "S", podem ser relacionados com as componentes de tensdo

Ox © Txy - E importante lembrar que oy, = 0 nos casos de viga.
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Para a determinacdo das tensdes normal e de cisalhamento
na altura do ponto "B", interessam os valores de momento de
inércia da secdo, em relacdo ao eixo z, e do momento estitico na

altura do ponto B:

I

3 3
_2.48 N 12.2
12

+12.2.(25 ) ]2:484480m4

Mg =(2.10.25)+(10.2.21)=920 cm®

sendo:
__E _ 20000 =7500kN/ cm?
2(1+v) 2(1+1R3)
MB 25P -3 2
= = .16 =8,256.10"° P (kKN/
777, Yo asass (W em™)

T Tg1, T 2.48448

Por outro lado, o, e 7, podem ser relacionados com a

medida de deformacao ¢,. Assim, segue que:

3
ey =t[o,-vo, |- D =82010°P _ 4108107 p

E E 20000

-3

e, =20, -vo, |- T 829010°P _ 06107 p

E E 3.20000

T
Yy == 0012P 610 p

G 7500

e, para a=30°,

£4 =&, COS A+ & sen’a + 7, SenaCosa

5.10%=(4,128.10" P).0,75—(1,376.1077 P).0,25+(16.10°° P).0,50

510* =1075210°P —» P =46503 kN

Exemplo 8: A viga, ilustrada na figura 9.14, deve estar

submetida a um carregamento g uniformemente distribuido.
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Determinar o valor da carga g e a deformacdo ¢, no ponto A,
sabendo-se que:

E=2000 kN/cm® , v = 0,25 e &5 =0510"".

q
LT T T I TITT]

Y
AL 30 x
z g
4*7 60cm
! 300 cm ! 100 ! 700! TO 4 Y
170
% | 1., 4 H]
v D O_x 12cm
% i
EqT TV Oy
4 A

| 300 om |
T T

Figura 9.14 - Viga submetida a carregamento distribuido

Para a viga em estudo, na secdo transversal gue contém o
ponto.

Na secd&o transversal gque contém o ponto A atuam os
esforcos: M,=450q/4 (kN.cm) e V.=4,50q/4 (kN).

Com 0s dados sobre a secao transversal indicada,
determinam-se: I,= 216000 cm® e, com referéncia ao ponto A, Ms =

(12.10) .25 = 3000 cm’. Com esses valores, tem-se que:

M, 20.450q _

= =1,04.1072
«= 7. Y27 1 216000 q

O

~VaMs,  30004,5q
Y by, 4.12.216000

T =0.13.102q

A medida de deformacdo dada ¢é segundo uma direcéo

inclinada com relacdo aos eixos x e y. Para ela vale a relacéo:

gy =&,C08’ a+e,sen’ a+y, senacosa

As componentes de deformacdo que aparecem na relacdo acima

podem ser expressas em funcdo das componentes de tensdo por meio
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da lei de Hooke. Lembrando-se que na viga tem-se um estado plano

de tensdo, resultam:

SXZé[O'X—VGy ]=% 7 Ey =é[0y—1/0'x ]=—V% ’

E 2000

G-= = =800kN/cm? .
2(1+v) 250 cm

T
Xy
Vo =— com
Yo G
Levando-se em conta essas relacgdes, segue que:

T
g = 2205230 -~ o, sen?30 + —2 sen30c0s30 = 0,5.10~*
E G

3.104.10%q 0,25.104.10 g . 0,13.102¢+/3

=0,5.10""
4.2000 20004 800.4
-2
q — 11,686 kNlcmZ : gy _ _01251,02(]).80 11,686 _ 1’52.10_5

10 CRITERIOS DE RESISTENCIA

Costuma-se <classificar os materiais de uso comum em
engenharia em dois grandes grupos, de acordo com sua capacidade
de deformacdo: os materiais frageis e os dlcteis. Os primeiros
rompem apds apresentarem niveis de deformacdo bastante pequenos,
enquanto que os Ultimos se deformam significativamente antes da
ruptura.

Essa classificacdo ¢é 1limitada, pois pressupde que o0s
materiais sejam livres de defeitos internos. Na realidade,

defeitos de diferentes naturezas sdo intrinsecos a qualquer meio
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e afetam diretamente a sua capacidade de deformacdo (dando
origem aos chamados efeitos de escala, nos quais a resposta a
certo regime de deformacdo passa de fragil para dactil
dependendo das dimensdes do corpo). Apesar dessa importante
limitacdo, a <classificacdo acima serve aos objetivos deste
texto, sem prejuizo das analises que seguem.

Além das caracteristicas de ductilidade ou fragilidade, a
heterogeneidade do meio também afeta a sua resposta mecénica,
que pode ser diferente de acordo com o tipo da solicitacdo. Por
exemplo, o concreto, um material composto, ¢é heterogéneo,
mostrando-se fragil nas solicitacgdes predominantes de tracdo e
dictil nas de compressdo, devido as caracteristicas de cada um
de seus componentes e da ligacdo entre eles. J& os metais, por
possuirem uma estrutura interna bastante homogénea, apresentam
sempre uma boa deformabilidade para diferentes tipos de
solicitacéo.

Por esses motivos, entre outros, a capacidade resistente
dos materiais é o resultado de uma combinacdo de efeitos, alguns
deles mais outros menos importantes, o que torna dificil a
tarefa de formular matematicamente relagcdes que permitam prever
limites para ela em situacdes mais complexas de solicitacédo.
Entretanto, identificar estados de solicitagcdo que possam
exceder a capacidade de resisténcia dos materiais é algo de
grande importancia para a realizacdo de projetos seguros e,
portanto, ¢é preciso Dbuscar Dbases ou critérios gque permitam
efetuar tal julgamento.

Uma alternativa para contornar as dificuldades de uma
formulacdo geral para a identificacdo de situacdes limites de
resisténcia dos materiais consiste em buscar interpretacdes mais
simples, ©porém plausiveis, dos fendmenos responsaveis pela
ruptura, dai resultando os critérios de resisténcia. Por
exemplo, de acordo com o tipo de material, pode-se postular que
a limitada resisténcia a tensdo normal, ou entdo, a tensdo de
cisalhamento, seja a responsavel pela eventual ruptura. Uma

consequéncia dessa maneira de abordar a questdo é que certo
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critério acaba por se aplicar melhor a um do gque a outro
material, havendo, portanto, a necessidade de se proporem
diferentes critérios.

Matematicamente cada critério é representado por uma
relacao, envolvendo as componentes de tensdo, permitindo
quantificar de modo equivalente, por assim dizer, a intensidade
do estado local de solicitacéo.

Por outro lado, para intensidades das resisténcias
postuladas como responsaveis pela ruptura, adotam-se medidas que
podem ser determinadas em laboratério, realizando-se ensaios
uniaxiais de tragcdo e compressdo, e também de cisalhamento
simples. De acordo com a hipbtese sobre a ruptura, uma das
medidas passa a ser comparada com a 1intensidade equivalente
calculada com a expressdo do critério correspondente. Segue
dessa comparacdo, a identificacdo de estados de tenséo
admissiveis ou néo.

No qgque segue, admite-se que os materiais em estudo sejam
livres de defeitos ou vazios iniciais, constituindo-se em meios
continuos e homogéneos. Desse modo, o conceito de fragilidade ou
ductilidade fica diretamente relacionado a sua capacidade de
deformacdo. A questdo das diferencas intrinsecas de resposta de
acordo com o tipo de solicitacdo, tipicas de materiais como o©
concreto, por exemplo, poderdo ser levadas em conta adotando-se
diferentes capacidades resistentes (niveis de tensdo) para a
tracdo e compressado.

Os critérios de resisténcia aqui estudados sdo basicamente
critérios de ruptura e objetivam caracterizar estados limites de
tensdo que ©possam violar a capacidade resistente de um
determinado material, desconsiderando-se a eventual existéncia
de deformacdes residuais.

Por outro lado, existem materiais dGcteis como o aco ou
ligas especiais, que de fato apresentam acentuada quantidade de
deformacdo residual antes da ruptura. Neste caso, alguns dos
critérios aqui apresentados, com a conveniente escolha da tenséo

de referéncia, podem ser empregados como critérios de
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plastificacdo, passando a caracterizar os limites de resposta
elastica.

Nos itens seguintes, apresentam-se critérios de uso mais
simples e que se aplicam a boa parte dos materiais empregados em
engenharia; para cada um deles, discutem-se suas hipdbteses

fundamentais e as expressdes que 0s representam.

10.1 Envoltdria de Mohr

Uma representacdo que serve para compreender melhor, e
visualizar, as combinacdes de solicitacdo que levam a ruptura

local de certo material, resulta da construcdo, num sistema de

eixos Qﬂf), dos circulos de Mohr madximos de tensdes principais
(al—og), com (012c52203). Os circulos correspondem a diversas

situacbes de solicitacdes limites, realizadas em laboratdrio,
variando desde a tracdo e a compressdo simples até os estados
duplos e triplos.

A envoltéria do conjunto de circulos retne as combinacdes
de solicitag¢des correspondentes a estados limites de ruptura
(v.fig.10.la). Observa-se que a regido de o0<0 da resposta
ilustrada na figura é tipica de materiais que apresentam grande
resisténcia a estados predominantes de compressédo, incluindo-se
ai os concretos, as rochas e os metais, ndo sendo O caso, por

exemplo, dos solos ndo saturados.
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P
envoltoria

Figura 10.1 - Visualizacdo das condig¢bes de ruptura pela
envoltéria de Mohr

Tomando-se uma linearizacdo por partes da envoltéria,
(v.fig.10.1b), nota-se que a resposta do material muda de
acordo com o regime e intensidade das tensdes. Nessa mudanca,
algumas caracteristicas distintas tipicas dos materiais ducteis
e frédgeis podem ser identificadas, e a partir dessa anélise
resultam sugestdes para critérios mais simples de resisténcia.

Na envoltéria linearizada, distinguem-se trés trechos:

- No trecho I a ruptura é governada pela resisténcia a
tracdo pura. Um critério baseado somente nesta condigdo poderia
ser aplicado a materiais frdgeis nédo resistentes a tragdo como
o concreto ou o giz;

- No trecho II a ruptura ¢é governada pela combinacéo,
linear, das tensdes de cisalhamento e normal, o0 que se observa
em materiais granulares como o concreto, por exemplo;

- No trecho III observa-se que ndo ha influéncia de estados
hidrostaticos (nos quais o0,=0,=03) sobre a ruptura, sendo a
mesma governada pelo cisalhamento maximo, ou a semi-diferenca
entre as tensdes principais o; e o03. Um critério com essas

caracteristicas aplica-se aos materiais dicteis como os metais.
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Nesse caso, a resisténcia ao cisalhamento pode ser interpretada
como valor de referéncia para identificar o inicio de um regime
de resposta elasto-pléstica do material.

Os critérios de resisténcia mais simples decorrem da
adocdo de cada um dos trechos 1lineares em substituicdo a
envoltédria de Mohr e, portanto, aplicam-se melhor a uma ou

outra classe de materiais (frageis ou dlcteis).

10.2 Critério da maxima tensdo normal

Este critério deriva da adocdo do trecho I da envoltéria
linearizada como limitante de estados de tensdo admissiveis. A
limitada resisténcia a tracdo é a interpretacdo para o fendmeno
da ruptura.

De uma maneira mais formal, a ruptura ocorre gquando a
méxima tensdo normal ultrapassa o valor de referéncia oy >0
estabelecido com base na resisténcia a tracdo simples do
material. A relacdo que verifica, segundo o critério, se um

estado de tensdo é admissivel, ou ndo, é a seguinte:

Omax < O7 (10.1)

Nota-se que de acordo com a condicdo acima, o material
pode resistir indefinidamente a estados triaxiais de
compressdo. Alguns materiais frédgeis como o© <concreto e as
rochas possuem uma caracteristica similar a essa.

Para a aplicacdo do critério, no sentido de verificar se
um certo material pode resistir a um determinado regime de
solicitacdo, deve-se calcular, no ponto mais solicitado do
meio, a maior tensdo principal normal e compara-la com o;. O
regime de solicitacdo serd admissivel se a (10.1) for
verificada, caso contrario serd inadmissivel. Evidenciando-se a
ruptura, ela se dard segundo um plano ortogonal a direcédo da

tensdo normal méxima.
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Exemplo 1: Uma barra com secdo circular (diametro de 10 cm) é
constituida por um material que apresenta resisténcia a tracéo
simples ca—lekNlcmz. Determinar os valores limites de forca

axial de tracdo e momento de torcdo que podem ser aplicados nas

extremidades da barra.

- o~—[]—o, — - H:H —

a) Determinacdo da forca normal:

A tensdo normal em qualquer ponto da barra, segundo um

F
plano ortogonal ao eixo, € constante e dada por o,=-—; esse

valor & também igual a tensdo principal maior o;. Portanto,

aplicando-se o critério segue que:
<oy .. F<or A
O valor méximo de forca normal resulta:

= 7102

1,0 =78,5kN

b) Determinacdo do momento de torcdo

Os momentos aplicados nas extremidades da barra geram uma
distribuicdo de torcdo constante ao longo do seu comprimento.
Assim, para fins de aplicacdo do critério, deve-se encontrar,
numa secdo genérica, o ponto mais solicitado.

Sabe-se que na secdo o momento de torcdo provoca tensdes

de cisalhamento que se distribuem de forma linearmente
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crescente a partir do centro de gravidade. Portanto, a tenséo
de cisalhamento maxima ocorre nos pontos situados no perimetro

e, para a secdo circular, pode ser calculada por:

_16M,

’Z' . —
zD3

max

As componentes de tensdo num ponto considerando-se o plano
da secdo transversal e o plano ortogonal a ele sao
exclusivamente de cisalhamento. Tensdes normais aparecem
somente segundo planos inclinados em relacdo aqueles. Em

particular, a tensdo normal maxima atua num plano inclinado a
45° com o eixo da barra e o seu valor é igual a 7,4 . Portanto,

aplicando-se o critério resulta:

16 M D3
7D 16

Substituindo-se os dados, o valor limite do momento de

torcdo resulta:

M; =196,3 kN.cm

10.3 Critério de Mohr-Coulomb

Este critério deriva da adocdo do trecho II da envoltdria
de Mohr linearizada como limitante de estados de tensédo
admissiveis. Portanto, a combinacdo das tensdes normal e de
cisalhamento é a responsavel pela ruptura.

A proporcionalidade entre as componentes de tensdao,
admitida pelo critério, ¢é bastante razodvel e pode ser
justificada pela analogia com o modelo simples do
escorregamento de um sélido sobre uma superficie com atrito.

Considere-se, entdo, um sélido apoiado sobre uma

superficie, com coeficiente de atrito u, submetido a uma forca
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F inclinada de um &ngulo a com a normal ao plano de apoio

(v.fig.10.2a) . As componentes normal e tangencial da forgca F
resultam:
N=-Fcosa ; T=Fsena (10.2 a,b)

A forca de atrito, por sua vez, ¢é proporcional a forcga

normal:

F, =uN =—-uF cosa (10.3)

e a ruptura ocorre a partir do instante em que a componente

horizontal T iguala F, ou:

Fsena=—u Fcosa — —-tga=u (10.4)

No caso dos meios continuos, num certo ponto de interesse,
o modelo de escorregamento em questdo pode ser aplicado
considerando-se, idealmente, 'superficies internas’ sobre as
quais se apdiam as partes do material. Nas faces de uma das
superficies internas adjacentes ao ponto, atuam componentes de
tensdo normal e de cisalhamento que correspondem as componentes

N e T de F no modelo do sdlido.

a) b)

Lot

Figura 10.2 - a) escorregamento do sélido com atrito
b) envoltéria linearizada

A correspondéncia com o coeficiente de atrito daquele

modelo é realizada por meio de um &ngulo ¢, caracteristico do
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efeito de atrito interno do material, de modo que: wp=1tg¢.

Nessas condigdes a condigdo de ruptura, equivalente aquela

expressa pela (10.4) no modelo de escorregamento simples,
resulta:
T=-01g¢ (10.5)

Observa-se, em primeiro lugar, que a relacdo entre o e 7
resultou linear. Além disso, como indica a relacdo (10.5), a
ruptura ¢é condicionada ©pela resisténcia ao <cisalhamento

(estados admissiveis sdo tais que 7<-0lg¢). Em particular, se

ndo houver o a ruptura é imediata para qualquer valor de 7.
Essa forma dada ao modelo aplica-se diretamente a
materiais sem coesdo interna como a areia seca (que somente
admite o<0). Entretanto se a areia estiver umida, ela
apresentara uma certa coesdo, o0 que significa uma capacidade de
resisténcia ao cisalhamento mesmo com o=0. Para contemplar
também o caso dos materiais coesivos, a relacdo do critério que

caracteriza estados admissiveis passa a ser expressa por:

r<—-olgg +cC (10.6)

No sistema (o,r) a relacdo anterior representa uma reta
que reproduz a linearizacdao representada pelo trecho II do
critério de Mohr (v.fig.10.2b) . Segundo a representacdo
grafica, circulos correspondentes a estados de tensao
admissiveis devem estar dentro de uma regido limitada pela reta

do critério (v.fig.10.3).



346

g

.
\
I -
Uy

%077;0'3% (7,+2cr3 1A

QAk**k*
S

Figura 10.3 - Estado de tensdo critico genérico

Tendo-se em vista a representacdo grafica, e considerando-
se um estado limite genérico dado por um circulo que tangencia

a reta do critério, é possivel exprimir a relacdo (10.6) em
fungdo de tensdes principais (o, 20,203).

Pela geometria indicada na figura 10.3, segue que:

O3—0O
r::—g—ézg—i)cos¢
(10.7 a,b)
+ —
022(03 01)_(03 ol)sen¢
2 2
Substituindo-se as (10.7) na (10.6), apbds alguns
desenvolvimentos resulta:
1+sen 1-sen

2CC0oS¢ 2ccos¢

Um terceiro modo de escrever a expressdo do critério
envolve as resisténcias a tracéao (Gf) e a compressdo simples
(GC), que s&do mais facilmente identificéaveis em laboratério. A

relacdo entre essas resisténcias e os parédmetros de coesdo e do
angulo de atrito, segue da semelhanca de tridngulos indicada na

figura 10.4:
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_
A
o
S
S
&,
& >
-G o8
1 o/tge Jr

o
seng=—2T _ : seng= o | (10.9 a,b)
of ¢ _or o ¢ loc
gy 2 tgg 2
Operando-se nas (10.9) resultam:
2ccos 2ccos
oy = 280050 | = 200082 (10.10 a,b)
(1+seng) (1-seng)
Finalmente, a expressdo do critério passa a ser:
o o
21738 o1 (10.11)
or |og|
ou ainda
o (o o
m—L -3 <1 sendo m:M (10.12)
loc| o] or

Exemplo 2: O material, ferro fundido, segue o critério de Mohr-

Coulomb, onde or= 5 kN/cm’ e /og/= 10 kN/cm’. Determinar, para os

casos A, B e C ilustrados na figura 10.5, o wvalor limite da

carga p.
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P P D
p p P P D
<« 4 -—» < B |—» —» |4

Ly t2 Ly

Figura 10.5 - Estados planos de tensédo

A resolugcdo segue pela aplicagcdo da relagdo (10.11),

observando-se que pelos dados do problema: m=

Em cada caso, identificam-se as tensdes ©principais,
ordenando-as na forma: o0;20,=20;3. Como se tratam de estados

planos de tensdo, sempre haverd uma componente nula de tensdo

principal.
e Caso A: 0,=p; 0,=p/2 ; 053=0.
O valor limite da carga p resulta: p=ET=5kN/cm2

e Caso B: o,=p; 0,=0; 03=—p/2.

2P _ZP 1 . p—4kN/cm?
10 2.10

e Caso C: o,=pl2; 0,=0 ; o3=—p.

P _ZP_q1 . p=5kN/cm?
210 10

Exemplo 3: Um material segue o critério de Mohr-Coulomb,
apresentando os seguintes valores de resisténcia: or = 7 kN/cm’ e
/UC/: 14 kN/cm’. Determinar, para o estado plano de tenséo

indicado na figura 10.6, o valor de 1T que leva o estado em

questdo a ruptura.
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2 2
7 kN/cm i T 7 kN/cm

Figura 10.6 - Estado plano de tensédo

A resolugcdo segue pela aplicacdo da relagdo (10.11),
_lLoe|_
Ot
O passo essencial é determinar as tensdes principais no

observando-se que pelos dados do problema: m 2.

plano, ordenando-as, considerando-se de valor nulo a terceira
tensdo principal correspondente a direcdo ortogonal ao plano.

As tensdes principais no plano s&o dadas por:

o, :3,5+\/3,52 +72 ; Oy :3,5—\/3,52 +72

Denominando-se por X:\/3,52+2'2 , segue o ordenamento das
tensdes principais para fins de aplicacdo do critério:

o,=3p+X ; 0,=0 ; o03=35-X

A (10.11) resulta:

) (35+x) (35-x)
14 14

=1 .. X=5833

Finalmente, da definicdo de x segue que: 7 =+467 kN/cm?

Exemplo 4: Uma viga de ferro fundido, com segdo transversal
ilustrada na figura 10.7, estd sujeita a acdo de um momento
fletor M = 650 kN.cm e de uma forca cortante V = 55 KkN.
Verificar a capacidade resistente da secdo aos esforcos

mencionados.

Dados complementares: or= 4 kN/cm® e ‘Gc‘= 8 kN/cm?®.
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E
Z s 6 cm
2 RN
| v, Nt
! 5 cm ! 2 ! 5 cm ‘

Figura 10.7 - Secdo transversal de uma viga

Para a anadlise em questdo, escolhem-se alguns pontos da
secdo e verifica-se a admissibilidade, ou ndo, dos estados de
tensdo correspondentes de acordo com o critério de Mohr-Coulomb.

Lembra-se que nas vigas os estados de tensdo sdo planos,
sendo, ainda, oy==0.

Os pontos a serem analisados estdo indicados na figura
10.7; tomando-se partido da simetria, todos eles estédo
localizados do lado positivo do eixo y.

Admite-se que o momento solicitante provoque tracdo nos
pontos 1 e 2. J& os sinais das tensdes de cisalhamento ndo tem
importédncia na andlise (uma vez gue os seus valores ao quadrado
é que entram nos cadlculos das tensdes principais), de modo que
essas componentes serdo consideradas positivas.

Um primeiro dado geométrico de interesse é o momento de

inércia da secdo em relacdo ao eixo z:

3 3
_1210° (56 oo o
12 12

e Para o ponto 1 da seg¢do transversal:

650

O_x:%.(5,0):3,96kN/cm2 , Oy =7y =0;
0123,36+ (302 0-396kNIcm? : o, =0

O ordenamento das tensbdes principais, para fins de

aplicacdo do critério resulta: o,=396kN/cm?; o,=05=0. Segue,
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entdo, que:

2.——<1 .. o estado é admissivel no ponto 1.

e Para o ponto 2 da seg¢do transversal:

650
ax=%-(3,0)=2,3781<N/cm2 ; oy=0;
Ty =%:3,22 kN/cm? ;

oy, =1,189++/1,189%+ 3,222 = 4,62 kN/cm?
o, =1,189—/1,189% + 3,22% = —2,24kN / cm®

O ordenamento das tensdes principais resulta:
0,=462kN/cm’; 5,=0 ; o,=-2,24 kN /cm®.
Aplicando-se o critério, conclui-se que:

462 -—-2724 . o
2. ———"—_>1 .. o estado de tensdo ndo é admissivel e o

8 8

material sofre ruptura no ponto.

e Para o ponto 3 da seg¢do transversal :

oy=0,=0;
55.[(12.4.2)+(2.3.1,5)]

v 2.820

o, =0+/0+352% = 352kN/cm? ; o, =-352kN/cm? ;

=3,52kN/cm?

O ordenamento das tensdes principais resulta:

o,=352kN/cm? ; 6,=0 ; o;=-352kN/cm? ;

Aplicando-se o critério, conclui-se que:



352

2'3,52 -352

o8 _ e

8 8

O estado de tensdo ndo é admissivel e o material sofre ruptura

no ponto 3.

Exemplo 5: Um eixo em ferro fundido, cuja segdo circular tem
didmetro D, estd sujeito a momentos de flexdo M = 300 kN.cm e de
torcdo My = 240 kN.cm. Sendo or = 3 kN/cmZ, /ob/=: 9 kN/cmZ,

determinar o didmetro do eixo.

Figura 10.8 - Eixo submetido a flexdo e torgdo

Os momentos aplicados provocam, em cada ponto da pega, um
estado plano de tensdo, composto pela tensdo normal associada ao
momento de flexdo e por uma tensdo de cisalhamento associada ao
momento de torcdo. Numa secdo transversal, ambas as componentes
de tensdo tem distribuicdo linear, com valor nulo no centro de
gravidade. Desse modo os pontos mais solicitados serdo aqueles
pertencentes ao perimetro da secdo, como o ponto A indicado na

figura 10.8.

No ponto A as componentes de tensdo valem:

M 3M . 16M;
JX_ﬂD4_ﬁD3 ’ L_ﬂD3’
64

As tens®es normais principais no plano definido por (oy,7)

resultam:
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16 16 3484,54
oy = 3[M +M?+M#% ]= [300+\/3002+24o2 ]=—D3

7D 7 D°
16 16 427,81
2= 3 [M ~VM?+Mf ]= porse [300—\/3002+2402 ]= e

As tensdes principais, ordenadas para a aplicacdo do
critério sdo: o, =348454/D°%; 0,=0 ; o5 =-42781/D°

Segue, finalmente, que:

. 3484,354 N 427,21 <1 - Dzx=106cm
9.D 9.D

10.4 Critério de Tresca

Este critério aplica-se a materiais dlcteis, que tenham as
resisténcias a tracdo e a compressdo uniaxiais praticamente
iguais. Ele também deriva da analogia com o trecho III da
envoltéria de Mohr linearizada, adotado como limitante de
estados de tensdo admissiveis pelo material. Portanto, estados
hidrostdticos de tensdo ndo levam a ruptura, sendo a mesma
provocada pela tensdo de cisalhamento ou, de outro modo, por
desvios daqueles estados.

Formalmente, o critério de Tresca, ou critério da méxima
tensdo de cisalhamento, admite que o material rompa gquando a

maior tensdo de cisalhamento, definida em funcdo das tensdes
principais o©; € 03, 1guala wum valor de referéncia 7y

determinado num ensaio de cisalhamento simples.
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Figura 10.9 - Relagcdo entre as resisténcias a tragcdo e a
compressdo com a de cisalhamento

A expressdo geral do critério escreve-se na forma:
-0
T3£rR (10.13)

A figura 10.9, ilustra a relacdo entre as resisténcias

normais e a resisténcia ao cisalhamento. Assim, com base em que:

TR =—, a (10.13) pode ser escrita como:

01— 03 =07 (10.14)

Pode-se ainda, particularizar o critério para o caso plano
de tensdo (oy =0, =T, =Ty =0) que se apresenta no estudo das
vigas em flexdo. Nesse caso, as tensdes principais atuantes num

ponto da secdo transversal, Jja& ordenadas para fins de aplicacéo

do critério s&o determinadas por:

Oy X \2 2
o, =—+ — ) +7
1 2 2 Xy
(10.15 a,b)
Oy Oy 2 2
Oy =— — ) +7
s =2 (2 Py

observando-se que cQ::O. Substituindo-se as (10.15) na (10.14),
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resulta a seguinte forma particular para o critério de Tresca:

ai:21/(%)2+rxy2:,/axz+4rxyzsaT (10.16)

onde o0; 1indica uma tensdo ideal, ou equivalente, que mede a

intensidade do estado de tens&o no ponto.

Exemplo 6: Aplicando-se o <critério de Tresca, deduzir uma

expressdo para a determinacgdo do didmetro D de um eixo submetido

nas suas extremidades a momentos de flexdo M e de torcdo Mr.
Como Jjustificado no exemplo 5, as tensdes normal e de

cisalhamento nos pontos mais solicitados do eixo sdo dadas por:

M 32M 16 M+

Ox =4~ 3 » TE 3
D" 7D 7D
64

Substituindo-se essas expressdes na (10.16), segue que:

353 M2+ M2 <o
T

Definindo-se o momento equivalente M;=M?+MZ , resulta a

seguinte relacdo para a determinacdo do diémetro:

32

Tor

D>3 M.

Exemplo 7: Determinar o valor minimo do didmetro para o eixo do

exemplo 6, considerando-se os seguintes dados: M =300kN.cm;

M; =240kNcm; o =10kN/cm? .

O momento equivalente resulta:

M; = /3002 +240% = 384,2kN.cm

Para o diédmetro minimo, obtém-se:
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D23£-384,2 — Dy, =7.3cm
710

10.5 Critério de von Mises

O critério de von Mises, ou Critério da Maxima Energia de
Distorcdo, ¢é também dedicado a andlise dos materiais de
comportamento ductil.

Analogamente ao critério de Tresca, postula-se que estados
hidrostidticos de tensdo ndo provocam ruptura. Esta acontece
quando a energia de distorcdo capaz de ser absorvida no processo
de deformacdo atinge um valor limite de referéncia.

Para definir a energia de distorgcdo ¢é necessario
considerar, inicialmente, as decomposicdes aditivas dos tensores
de tensdo e de deformacdo em partes esféricas e anti-esféricas.

Tais decomposicdes se exprimem pelas seguintes relacdes:

ocp 0 O c, 0 O o, —0p 0 0

0 o, 0|=[A]+[B]=| 0 o, 0|+ 0 o, — 0y 0

0 0 oy 0 0 o, 0 0 O3 -0,
(10.17)

g 0 0 En 0 O & — & 0 0

0 ¢ O0|=[C]+[D]=|0 &, O+ 0 &-g, O

0 0 & 0 0 ¢ 0 0 E3—Em
(10.18)

A energia de deformagdo por unidade de volume (u) ¢é
definida em funcdo do produto das tensdes pelas respectivas
deformacdes. Levando-se em conta a decomposicdo apresentada para
os tensores, aquela energia acaba também sendo composta por duas

parcelas: uma correspondente a variacdo de volume e outra a
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variacdo de forma, ou de distorcdo. Assim sendo, com as (10.17)

e (10.18), segue, por definicdo, que:

1
u:E(O_lgl‘i‘O_zgz +O'383)=UV +UD (10.19)

onde uy é a parcela de energia de volume, calculada pelo produto
entre as matrizes A e C, que aparecem nas decomposicdes e up é a
energia de distorcgdo, obtida pelo produto das matrizes B e D.
Observa-se que os produtos AD e BC sdo nulos.

Explicitando-se a parcela de energia de distorcdo, obtém-
se:

1
Up :E[(O_l _o_m)'(gl _‘9m)+(o_2 _o-m)'(SZ —Em)+(0'3 _O_m)'(‘93 _gm)]

(10.20)

Pode-se escrever essa parcela de energia somente em funcéo
de componentes de tensdo, tendo-se em vista a lei de Hooke
generalizada, gque no caso das componentes principais assume a

forma:

1 1
51:E[0'1—V(O'2+0'3)] ; 52:E[O'2—V(51+O'3)] ;
(10.21 a,b,c)

&3 =—=los—v(o, +oy)]

Substituindo-se as (10.21) na (10.20), apdés algumas

simplificac¢des resulta:

_1+v

2
Yo TG E

2 2
[(0'1—0'2) +(0'1—0'3) +(O'2—O'3)] (10.22)
A expressdo (10.22) aplica-se a estados tridimensionais de
tensdo; para encontrar um valor de referéncia com o qual se pode
compara-la para definir a admissibilidade do estado de tenséao,
considera-se um caso de ruptura por tracdo uniaxial. Neste

estado, em particular, tem-se as seguintes componentes de tenséo

principais: o;=07 ;0,=03=0, e o valor de referéncia para a
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energia de distorcédo resulta:

1+v
3E

1+v 2
_ o (10.23)
6E T

Up [(or Y +(or Y11=

O critério passa a ter a seguinte expresséao:

1+ 1+

GEV[(O'l—O'Z)Z+(61—O'3)2+(O'2—O'3)2 < 3EV(7T2 (10.24)
ou ainda,

%[(0'1—0'2)2+(01—03)2+(0'2—03)2] < o2 (10.25)

Pode-se também particularizar a expressdo anterior para o
estado plano de tensdo que ocorre nas vigas em flex&o. Nesse

sentido, considerando-se as (10.15), segue da (10.25) que:

o =0 37y <oy (10.26)

Exemplo 8: Aplicando-se o critério de Mises, deduzir uma
expressdo para a determinacdo do didmetro D de um eixo submetido
nas suas extremidades a momentos de flexdo M e de torcdo My. Em

seguida, determinar o valor minimo do didmetro, considerando-se

os seguintes dados: M =300kNcm; M; =240kNcm; o =10kN/cm?.

Analogamente a solucdo do exemplo 6, as tensdes normal e
de cisalhamento nos pontos mais solicitados do eixo sdo dadas

por:

M 32M 16 M+

Ox = 4~ 3 T 3
D" 7D 7D
64

Substituindo-se essas expressdes na (10.26), segue que:

32
zD?3

3
M2+ZMTZ <oy




359

Definindo-se o momento equivalente M, = /M?+3/4M7 ,

resulta a seguinte relacdo para a determinacdo do diémetro:

D23 32 M;
\ 7 o7

Com os dados numéricos fornecidos, calcula-se o diadmetro

minimo:
32

D>3——-365 .. Dg,=7.2cm
710

Exemplo 9: Para um material que segue o critério de wvon Mises
(Energia de Distorcgdo), sdo conhecidos os estados (A) e (B)
ilustrados na figura 10.10, sendo que o estado (A) é admissivel
no limite. Pede-se calcular o valor admissivel de p no estado

(B) :

5 i T 5 l T
5 -
(kN/cm”) i

Figura 10.10 - Estados planos de tensdo

Com o estado (A), que ¢é 1limite e tipico das vigas,

calcula-se a tensdo de referéncia o7 por:

or =52 +3-5% =10 kN/ cm?

As tensdes principais do estado (B) resultam:
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2
Gf:p;p+J(p;pj +p?=2p ; 0,=0,=0

Aplicando-se a expressdo (10.25) do critério, conclui-se

que:

(2p)? +0+0 <10 .. p<5kN/cm?

.0
Exemplo 10: Uma viga de material qualquer, estd sujeita a acgéo
de um carregamento p uniformemente distribuido ao longo de todo
0 seu comprimento e possul a secdo transversal ilustrada na
figura 10.11. Sendo o7 =40kN/cm? e admitindo-se que o material

segue o0 critério da méxima energia de distorcdo (von Mises),

determinar o valor admissivel da carga p.

‘ 5,0 m ‘ 2,0 m ‘ f

z < 84 cm
/M

— i

!6‘0m!7!60m !

Figura 10.11 - Viga em flexdo

Da geometria da segdo transversal e com os diagramas de
momento de flexdo e de forca cortante, calculam-se os seguintes

dados complementares:

Momento de inércia da secdo em relacdo ao eixo z
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_13-84® | 6-80°
12 12

} =130096 cm*

Posicdo da secdo de momento fletor maximo
21lp=px .. x=21m

Momento fletor maximo

217
M g = 217 p-=5-P= 2,205p (kN.m)

Adotando-se as secbes de momento maximo e de momento
negativo sobre o apoio como sendo as secdes criticas existentes
na viga, verifica-se, segundo o critério, a admissibilidade dos

estados de tensdo nos seguintes pontos:
a) Ponto 1 da segcdo de momento maximo : M= 22050p e V= 0

Neste ponto, o estado de tensdo possul somente uma
componente ndo-nula de tensdo principal. A aplicacdo do critério
é imediata:

M

o.M h_
Y, 2

22050p‘4

2<4 - p<0562kN/cm
130096

b) Ponto 2 da segcdo de momento negativo : M= 20000p e V= 290 p

o, =20000p 4
* 130096

- 290 p-(2.13.41)
a4 1.130096

P
130096

\/(20000.40)2+3.(290.26.41)2s4 — p <05405kN/cm
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c) Ponto 3 da segcdo de momento negativo : M= 20000p e V= 290 p

20000 p

Oy = : (O) =0
130096

~ 290p(26.41+40.20) 541140 p

i 1.130096 130096
p 2 2
—_— +3.(541140) <4 —> < 0,5552kN/cm
130096 \/O ( ) P
Portanto, o valor admissivel para o carregamento

distribuido é de p = 54,05 kN/m.

Exemplo 11: Num ponto de um meio submetido a um estado plano de

tensdo, foram medidas as deformacdes na direcdo "a", ilustrada
na figura 10.12, ¢&,=5110" e na direcdo "b": &, =30.10"". Também

& conhecida a tensdo normal na direcdo "c": o,=-40kN/cm’.

Admitindo-se que o material segue o critério de von Mises,

verificar se o estado de tensdo no ponto é admissivel.

Dados: cosa=0,80; cosf=0,60; E=20000 kN/cm? ; v=0,25;

a C

Figura 10.12 - Direg¢des com valores de deformagdo e tensdo
conhecidos

or =120 kN/cm? .

Para a aplicacdo do critério, devem ser calculadas as

tensdes principais no ponto. Para isto é necessdrio que se
conhecam as componentes: 0y,0, € 7, . Essas componentes, por sua

vez, determinam-se utilizando oS valores conhecidos de
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deformacdo linear e de tensdo normal.
Inicialmente, oy,=0.; 7, e o0, resultam da aplicacdo da lei
de Hooke sobre as relacdes entre g, e ¢ com &,& € V. As

relacgdes entre as componentes de deformacdo sdo:

£a=6,C08° B+e,5en’ B+y, senBCosf ;

&, = &, COS° ar+¢, Sen’ a +y,, sena cosa

e a lei de Hooke:

2(1+v)z,,
8X=—(JX—VO'y) , 8y:—(O'y—V(7X) ’ ]/Xy:T.
Combinando-se as relacbdes acima e resolvendo-se o sSistema

nas incodgnitas 7, e o,, obtém-se:

o, =80kN/cm® ; r, =55kN/cm?;

As componentes de tensdo principal, Jja& ordenadas, entéo

resultam:

2
o, = 4*%\/(#} +552 = 10,14 kN / cm?

2
o, =28 _\/(‘4_8j +55° = —6,14 kN/cm?

0-2 =O

Finalmente, aplicando-se a expressdo do critério, conclui-

se que:

% [(10,14 —0)* +(10,14 +6 14)* +(0+6,14) ] =20278 > 144

O estado ndo é admissivel.
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11 EQUACOES GERAIS DA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

A teoria da elasticidade tem como objetivo central a
determinacdo dos campos de deslocamento, tensdo e deformacdo de
um sélido de volume V e superficie de contorno S, submetido a

forgcas distribuidas por unidade de volume em V e por unidade de
superficie na parte S, de S. O sdbélido apresenta-se, ainda, com
vinculacdo prescrita na parte S, de S.

Um primeiro detalhe a observar é que as partes S, e S, sdo
complementares (ndo possuem interseccdo e a unido delas compde
S) . Outro aspecto importante é que o material que constitui o
s6lido apresenta resposta eldstica; neste texto serd considerada
somente a elasticidade linear.

No espaco tridimensional, em cada ponto do sélido e
segundo os eixos coordenados de referéncia, campos genéricos de
deslocamento possuem trés componentes, enquanto que campos
genéricos de tensdo e deformacdo possuem nove componentes cada
um. No caso dos campos de tensdo, por exemplo, as componentes
sdo trés tensdes normais e seis de cisalhamento, atuando segundo
trés planos ortogonais entre si. No caso dos campos de
deformacaéao, as componentes s&o trés deformacgdes lineares,
segundo trés direcdes ortogonais entre si, e seis distorcdes
angulares, relativas a trés planos ortogonais definidos pelos
pares de direcdes associadas as deformacdes lineares. Um aspecto
importante a observar é que nos meios eldsticos normalmente
idealizados vale a reciprocidade entre as tensdes de
cisalhamento e a simetria de reflexdo entre as distorcgdes
angulares. Desse modo, os campos de tensdo e de deformacao
acabam por apresentar seis componentes independentes cada um.

Todos os ingredientes arrolados acima tem sido tratados ao
longo dos capitulos anteriores nos estudos das barras sob forca
normal, flexdo e torcdo, naturalmente no &ambito mais restrito
das analises planas. Portanto, o estudo até agqui da chamada
Resisténcia dos Materiais insere-se, na verdade, no campo mais

amplo da teoria da elasticidade.
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Neste capitulo apresentam-se algumas equacdes da teoria da
elasticidade, as quais s&do ainda relativas a anadlise de estados
planos. Como se verd, pretende-se abranger situag¢des mais gerais
do que aquelas anteriormente estudadas com os elementos de
barras, particularmente a andlise de chapas e de tubos sob
pressdo interna e externa.

Fixando-se ainda, por um momento, ao tratamento
tridimensional, todas as componentes de deslocamento, tensédo e
deformacdo reunidas compdem um conjunto de 15 incégnitas a
determinar, e a teoria da elasticidade propde um sistema de 15
equacdes diferenciais parciais a ser integrado para a sua
determinacdo. As equacdes propostas sdo trés de equilibrio,
envolvendo as componentes de tensdao e as componentes de forca
por unidade de volume, seis de compatibilidade, envolvendo as
componentes de deformacdo e de deslocamento e seis equacdes

constitutivas, envolvendo as componentes de tensdo e deformacéo.

As condigdes de contorno referem-se a forcas sobre S; e a
deslocamentos prescritos sobre S,.

A formulacdo proposta é dita em forma forte, isto é: o
conjunto de equacdes deve ser satisfeito ponto a ponto do
sélido.

Pode-se adiantar que o sistema de equacdes pode ser
combinado de modo a reduzir o numero de incdgnitas. Nesse
sentido dois tipos de combinacdes séo preferenciais: uma conduz
a um sistema de trés equacdes diferenciais parciais envolvendo
as trés componentes de deslocamento incdégnitas; a outra conduz a
um conjunto de seis equacdes diferenciais parciais envolvendo as
seis componentes de tenséo.

Neste texto a formulacdo para o caso tridimensional néo
serd apresentada dado o caradter introdutdério que se pretende
emprestar a abordagem. A idéia é limitar a formulacdo ao campo
da chamada elasticidade Dbidimensional, onde o numero de
incdégnitas a determinar é menor. Apesar da reducgdo dimensional,
pode-se abranger com esse tipo de formulagcdo uma série de

problemas de interesse pratico.
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No que segue apresenta-se a formulacdo da elasticidade
bidimensional com destaque para os chamados estados planos de

tensdo e de deformacdo.

11.1 Estado plano de tensdo

No capitulo relativo ao estudo das tensdes, apresentou-se
o conceito de estado de tensdo num ponto. E oportuno que esse e
outros conceitos essenciails daquele estudo sejam recordados
neste ponto.

O estado de tensdo pode ser caracterizado pelo conjunto de
componentes, normais e de cisalhamento, de vetores de tensdo que
atuam segundo trés planos ortogonais que passam pelo ponto em
questdo. Mais especificamente, em cada plano as chamadas
componentes de tensdo s&do trés: uma normal e duas de
cisalhamento. Ao todo, considerando-se os trés planos, sdo nove
componentes envolvidas, sendo seis delas independentes devido a
relacéo de reciprocidade que deve ser obedecida pelas
componentes de cisalhamento gque convergem ou se afastam das
arestas comuns aos pares de planos ortogonais. Todas as
componentes podem ser reunidas numa matriz simétrica.

Outro aspecto importante a recordar é que a partir do
conhecimento das componentes de tensdo segundo trés planos
ortogonais, podem-se encontrar as componentes segundo qualguer
outro plano que passe pelo ponto. Admite-se, portanto, uma
variacdo continua das tensdes com plano tomado no ponto.

Um fato de grande importdncia, e que serd explorado mais
adiante neste capitulo, é que a possivel variacdo do estado de
tensdo de ponto para ponto deve verificar a condigcdo de
equilibrio de forcas.

Pois bem, o estado duplo ou plano de tensdo também foi
apresentado no capitulo das tensdes. Vale recordar que tal
estado pode se verificar em chapas delgadas carregadas por
forcas contidas no seu plano médio. Nesse caso, 1inexistem

componentes de tensdo com direcdo ortogonal ao plano da chapa e
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o estado de tensdo fica caracterizado somente por trés
componentes, todas elas podendo ser representadas no plano médio

da chapa, conforme ilustra a figura 11l.la.

a) b)
a 0+%dy
v Y0y 0 Tye
Tt dy
T Poros
- o T+ OTay go +
Ux o by zy .fC
i x Ux<— > Oly
x g, + £ dx
T # T, ¢
ya o ¥ Yo
Yy y
+ dr +

Figura 11.1 - Componentes de tensdo e variagcbes no plano X-Y

Na figura 1l.lb ilustram-se as variacdes das tensdes de
ponto para ponto do corpo e ainda as componentes genéricas, bx €
b,, de forcas externas distribuidas por unidade de volume.

A condigdo de equilibrio se traduz pela nulidade da
somatdéria de forcas segundo as direcgdes coordenadas, sendo que a
reciprocidade das tensdes de cisalhamento &W:ZTW) garante o
equilibrio a rotacéo.

Tomando-se, por conveniéncia, uma espessura unitéria, a

condigcdo de equilibrio fornece:

ﬁo'x 8ryx
o, + p dx|dy—-o,dy+ ryx+a—dy dx-r,dx+bdxdy=0
X y

oo, 0Ty
ay+a—ydy dx—o,dx+ rxy+de dy-r7,dy+bdxdy=0

ox oy
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arw 80y
Y Y 4b, =0 (11.1 a,b)
0 X oy

Por outro lado, as componentes do deslocamento do ponto,
contidas no plano e segundo as direcdes X-Y, sdo representadas
por u e v, respectivamente. Entre elas e as componentes de
deformacao no plano valem as seguintes relagdes de

compatibilidade, j& deduzidas no capitulo das deformacdes:

ou ov ou ov
= — ; E, =— ; =— 4+ — (11.2 a,b,C)
XX Yoy 7

&
Além dessas, vale também uma relacdo de compatibilidade

envolvendo uma componente w do deslocamento na diregdo ortogonal

ao plano:

_aw

g__
' oz

(11.2 d)
Entre as componentes de tensdo e de deformacao no plano
valem relacdes constitutivas derivadas da aplicacdo da lei de

Hooke:

(O‘X—UO'y) ; 8y=—(0y—l)(7x) ; }/xy=2(l—+u)z'xy (11.3 a,b,c)

Porque o,=0 a componente de deformagdo linear na direcdo

ortogonal ao plano se relaciona com as tensdes no plano por:

82=—%(0'X+0'y) (11.3 d)

Como se pode observar, a componente ¢, resulta das tensdes
normais no plano por efeito de Poisson e, em fungdo dela, pela
(11.2d), pode-se encontrar a componente w do deslocamento. Assim

sendo, no estado plano de tensdo s&o oito as incégnitas

independentes a determinar: U,V,0,,0,Ty Ex,Ey € Yy i as equacgdes
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de equilibrio, compatibilidade e constitutiva compdem o sistema
de oito equacgdes necessario para determind-las.

A forma de combinacdo do sistema de equacdes mais
interessante para as aplicacgdes a serem descritas no préximo

capitulo é agquela que elimina as componentes de deformacdo e de

deslocamento.
Para isso, numa primeira etapa, as relacdes de
compatibilidade (11.2a,b,c) sdo combinadas resultando na

seguinte relacdo, também de compatibilidade:

828X 82‘c"y _ 827/xy

oy2  ox* 0xdy

(11.4)

Essa relacao pode entdo ser expressa em termos das

componentes de tensdo introduzindo-se as (11.3a,b,c):

2
jf;@&—on)+jf?&m—ﬂxn)=2ﬁ+u)aTW (11.5)
oy oX oxXoy

As relacgdes de equilibrio (11.1) e a (11.5) formam, assim,
um novo sistema nas incdgnitas componentes de tenséo.

H4, entretanto, outra forma mais conveniente de exprimir o
mesmo sistema em andlise. De fato, tomando-se as equacdes de
equilibrio (11.1a,b), derivando-se cada uma delas
respectivamente em relagdo a x e a y e somando-se as equacdes

resultantes, obtém-se:

, O’y _ 3%°c, 0oy b, 0b,
OXoy dy?  ox®? ox 0y

(11.6)

Segue dai, uma forma alternativa de escrever o segundo

membro da (11.5):

(11.7)
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Da igualdade entre as (11.5) e (11.7) resulta, apds as

simplificacdes:
0> 9° ob, b
+— + =—(1+ me S 11.8
22 el B 1.5

Um caso particular de interesse é aquele em que as forcas
de natureza volumétrica podem ser desconsideradas. Nesse caso, ©

sistema de equac¢des assume a seguinte forma:

8&4_8&:0

0 X oy

8TW aay:0

0 X oy
2 2

(aa : +;—2](Ux+0y):0 (11.9 a,b,c)
y X

Nota-se qgque as caracteristicas elédsticas do material né&o
aparecem nas Ultimas relacgdes, indicando que no caso particular
considerado o campo de tensdes ndo depende do material, mas
somente das condig¢des de contorno que se devem acrescentar ao
problema especifico.

Uma ulterior observacdo é que as relagdes (11.9a,b) podem
ser satisfeitas se as componentes de tensdo derivam de uma
funcdo dita fun¢do de tensdo, ou fungdo de Airy, com as

seguintes propriedades:

oo 00 . 00 (11.10 a,b,c)
ay? Ty 0X0Yy . o

Oy

Em tal situacdo @ representa a solugcdo do sistema em

questdo se a (11.9c) for satisfeita, isto é:
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2 2 2 2
(a aJa@ O’ o o

+ +
oy? ox%*) oy® ox®

2 2
0

Denotando-se, finalmente, por V o operador (8 2-+5—3} , a
Yy X

expressdo anterior pode ser escrita na forma:

Vi =0 (11.12)

também denominada equacdo biarmdnica.

11.2 Estado plano de deformacdo

Um estado de deformacdao plana pode ocorrer, por exemplo,
em sbélidos prismadticos muito longos, com extremidades fixas e
nos quais o) carregamento é aplicado ortogonalmente as
geratrizes, apresentando distribuicdo wuniforme ao longo do
comprimento.

Nesse tipo de situacéo é razoavel admitir-se a

inexisténcia de alongamentos e distorgdes angulares gque envolvam
a dimens&o do eixo, isto é: ¢,=y, =y, =0, onde z é a coordenada
coincidente com o eixo do sélido. Segue gque as componentes néo
nulas de deformacdo sao: Ex €y € Yy estando contidas no plano
da secdo transversal do sélido.

Levando-se em conta a lei de Hooke e a condicdo ¢,=0 segue

que:

o, =vlo, +0,) (11.13)

Consequentemente, as outras relacdes da lei de Hooke
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resultam:
o = 1+ 02 _0 v o |
B LT Q-0
e = 1+ 02 _0 v o ]
B [ @0
2(1+v
Yy = (E )TW ; rﬂrzrwrzo (11.14 a,b,c)
) . . . : E
E usual wutilizar-se da seguinte notacdo: E'= 1 5 e
—-v
v .
v'=—— de modo que as expressdes anteriores podem passar a

(1-v)’
ser escritas numa forma idéntica as (11.3a,b,c).

Por outro lado, o conjunto de relacgdes de equilibrio
compbe-se de trés igualdades: duas delas, exprimindo o
equilibrio de forcas segundo direcdes X e Y contidas no plano da
secdo, sdo coincidentes com as (12.l1la,b); a terceira relacéo
exprime o equilibrio na direcdo longitudinal, Z, e escreve-se na

forma:

00, =0 (11.15)
0z

Essa tGltima condicd&o implica gque a tensdo normal
longitudinal é constante ao longo do comprimento do sdélido.

Por sua vez, as relacdes de compatibilidade sdo idénticas

as (11.2a,b,c) que relacionam Ex €y € Yy com as componentes u

e v do deslocamento.

As relacdes de equilibrio e compatibilidade podem ser
combinadas e representadas de forma absolutamente anadloga a
feita para o estado plano de tensdo, mudando-se apenas as
propriedades do material para E' e v'. Destaca-se, por exemplo,

a expressdo (11.8) que assume a forma:
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2 o° ob, 0b
L9 n ——(1+0' LS 11.16
(ayz MJ(JX )=t | e D a1.16)

Finalmente, no caso de forcas volumétricas nulas o
conjunto de relacgdes (11.9) se mantém acrescido da (11.15),

valendo também a equacdo biarmdbnica.

11.3 Estado plano de tensdo em coordenadas cilindricas

Em algumas aplicag¢bdes, como por exemplo, no estudo dos
tubos sob pressdo interna e externa, a geometria favorece o
emprego de coordenadas cilindricas.

Prevendo-se esses casos € 1interessante reescrever as
relagdes (11.9) nesse sistema de coordenadas. Com esse objetivo,
e tendo-se em vista a figura 11.2, do equilibrio do elemento

indicado nas direcdes r e t resultam:

Figura 11.2 - Componentes de tensdo em coordenadas cilindricas

oo, l@ﬂt+0r—0}+br:0
or r 06 r

(11.17 a,b)
oo, 0
% a? ! aTrrt +§T“+bt =0

As relacdes de equilibrio s&o satisfeitas se entre as
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componentes de tensdo e a funcdo de Airy valerem as seguintes

expressdes:

100 1%
"ror 2 pp?

(o2

2
gt=éig (11.18 a,b,c)
or
. _loo 1o
" v200 roroe

As expressdes anteriores podem ser obtidas, de modo
alternativo, mediante transformacdo de coordenadas sobre as
(11.1) e (11.10). O algebrismo correspondente n&o serd aqui
totalmente desenvolvido, pois foge dos objetivos do texto.
Entretanto, sobretudo para que se Jjustifique a transformacédo
sobre a equacdo biarmdnica, ¢é interessante registrar certas
relacdes entre coordenadas cartesianas e cilindricas, as quais

se podem obter a partir de um exame da figura 11.2:
X=rcoséd ; y=rsend ; Q:arctang(lj (11.19 a,b,c)
X
Além dessas relacgdes sdo ainda de interesse as seguintes
derivadas parciais:
or or
—=C0Sf ; —=send ;
0 X oy
00y send . 00 x cosd

ox  r? r ' 0y r? r

(12.20 a,b,c,d)

Das expressdes anteriores decorrem as derivadas parciais

de certa funcéao f::f(ri) em relacdo as coordenadas cartesianas:

ﬂ:cos¢9ﬂ—sen0 lﬂ
0 X or r oo
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2 2 2
ot f:cosze—a Z+sen2¢9[1ﬁ+i2a fJ

o x? or ror r?o0°
—23en0c030i Eﬂ
or\r o6
2 2 2
0 f:senzté’ﬂJrcoszé? 1ﬂ+i8 f
dy? or? ror r?o6°
—Zsenﬁcos@i lﬁ
or\r o0
0% f 10f 1 0%f 0°f
— =Cc0s@dsend| — +— —
OX0y ror r?o060% or?

(11.21 a,b,c,d)

—(c052¢9—sen2¢9)i 101
or\r o6

O caminho alternativo para encontrar as (11.18) consiste

entdo em combinar as (11.10) com as (11.21) onde em lugar de f,

e para 0=90°, tomam-se: o, =0, Oy=0, e Ty=Ty.

Finalmente, a equacdo biarmbénica assume a forma:

o°  o? (o 1 8% 10
2 +? (GX+O'y)— 2 +r—2892+F§ (Gr+6t)

2 2 2
— 6_+ia_+li @:0
or? r? 90* ror

Assim sendo, as (11.17) e a (11.22) formam o sistema de

(11.22)

equacdes para a solucao de problemas planos expressos em

coordenadas cilindricas.

Exemplo 1: Deduzir as expressdes para o calculo das tensdes numa
chapa de comprimento infinito submetida a tracdo o, numa

direcdo e com um furo circular de raio R no seu centro, conforme

ilustrado na figura 11.3.
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Figura 11.3- Chapa com furo circular

A distribuicdo uniforme de tensdes que certamente ocorre
numa regido bastante afastada do centro da chapa ¢é perturbada
aproximando-se do furo. Num sentido inverso, admite-se que a uma

disténcia r suficientemente grande do centro, o efeito do furo
ndao se faca malis presente e as tensbes o0y, e 7y, segundo uma
direcdo definida por um angulo € qualquer, como mostra a figura

11.3, determinam-se em funcdo de o, pelas relacdes usuais de

equilibrio:

oy =0,C08"0+0,sen’ 0 +2z,, sendcosd =o, cos’ &

7y =(oy, -0, )sendcoso -z, (cos? 0 - sen? 6):—ﬂ sen26

As formas anteriores indicam que a funcdo de Airy pode

apresentar a seguinte forma geral:
@(r,0)= f(r)cos26

No sentido de se determinar @, nota-se que a expressdo

(11.22), qgue representa a equacdo harmbnica em coordenadas

cilindricas, passa a ser dada por:
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9 2
d 1d 4
—+-—-—| f=0
dr? rdr r?
A solucdo geral da equacdo anterior é dada pela seguinte

expressao:

f(r)=Ar? +Br? +£2+D
r

Com a solugcao geral, e pelas (11.18), resultam as
expressdes gerails para o calculo das componentes de tensdo nas

vizinhancas do furo:

o, =—[2A+¥+2jc0529
r r

o, :(2 A+12Br? +¥j0052¢9
r

Th =(2A+68r2 —E—Z—?jsen%?

As quatro constantes de integracdo dque aparecem nas
relacdes anteriores podem ser determinadas por condicdes de

contorno em R e um raio R’ suficientemente distante do centro:
Gr(R):O ; z-rt(R)ZO;

o.(R")=0, Z%COSZG ; w(R")=17, :—%senze

Uma maneira de simplificar a solucdo é admitir-se R'— .

Nesse caso, as expressdes gerals para as tensdes assumem as

formas:
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r.2 2 r4 r.2

2 4
o, =%(1+R—2J—%[1+3R—4j c0s26
r r

4 2R2
rrt:—ﬂ[l—3R—4+ sen24

2 4 2
o, :ﬂ(l— R J+ Ox (1+3R——4R Jcosze

r r?

Um valor de particular interesse é o da tensdo tangencial

oy no bordo do furo, em correspondéncia a posigdo r = R:
o, =o,(1—-2c0s26)

Nota-se que essa tensédo é independente do raio do furo.
Esse valor assume um méximo em #=7/2 e em 0=37/2 isto é:
nas extremidades do didmetro que coincidem com o eixo y na

figura 11.3. O valor maximo resulta: oO;u =304, € o fator 3 que

multiplica o valor da tensdo aplicada é denominado fator de
intensidade de tensdo.

Outra andlise 1interessante resulta da determinacdo da
distribuicdo de tensdes tangenciais para 9=ﬁﬂ2, ou seja, nhuma
secdo coincidente com o eixo y na figura 11.3. Nesse caso

resulta:

oy R* R?
o, —7(2+3r—4+r—2

mostrando, claramente, que ao se afastar do centro o nivel de

tensdo tende ao valor o Em particular, a uma distancia do

.
bordo do furo igual a quatro vezes o raio (ou duas vezes O
didmetro do furo) a intensidade de tens&o é somente 4% superior
a tens&o aplicada. Isto mostra que a solucdo obtida pode valer
também para chapas com largura finita, desde que respeitados os

limites acima.
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12 APLICACAO DA TEORIA DA ELASTICIDADE AO CALCULO DE
TUBOS

Os tubos aqui estudados possuem secdo circular oca e eixo
reto, sendo o seu comprimento muito maior do que as dimensdes da
secdo transversal. Ndo ha restricdo quanto a espessura, que pode
ser grossa ou fina. As solicitacgdes consideradas s&do pressdes

externas e/ou internas, como ilustrado na figura 12.1.

R
Nty
~a -~
-~ -~

Figura 12.1 - Tubo submetido a pressdes interna e externa

Na modelagem que segue valem as hipdéteses de comportamento
eldstico linear do material e de pequenas deformacdes. Admite-se
que ndo haja restricdo a deformacdo dos tubos na direcdo axial,
de modo que inexistem tensdes normais naquela direcdo.
Independente disso, dado gque seu comprimento é sempre muito
grande em relacdo as dimensdes da secdo transversal, considera-
se nulo o alongamento na direcdo axial. Nessas condicdes, toda a
anadlise pode se desenvolver no plano da secdo transversal.

O problema a ser resolvido consiste em determinar as
distribuicdes de tensdes, deformacdes e o) campo de
deslocamentos, conhecidas as pressdes atuantes e a geometria do
tubo. A aplicacdo da teoria da elasticidade se traduz pela
imposicdo de condigdes de equilibrio, de compatibilidade e
relacdo constitutiva do material, em cada ponto do tubo. Para
tanto, considera-se um seu elemento infinitesimal. A combinacédo
daquelas condicdes Jjuntamente com as condig¢des de contorno do

problema especifico permite obter a solucdo do problema.
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Nota-se que dada a geometria do tubo e o carregamento
considerados, o problema resulta do tipo axissimétrico, o que
viabiliza a wutilizacdo de coordenadas polares (x,r,0) com
vantagens sobre as coordenadas cartesianas (x,y,z). Assim sendo,
conforme ilustrado na figura 12.2a, num ponto genérico do tubo
define-se uma circunferéncia de raio r com centro no eixo do
tubo. O campo de deslocamentos do ponto fica definido
genericamente por uma componente radial, segundo a direcdo do
raio, e uma componente tangencial, de direcdo perpendicular ao
raio no ponto. Obviamente, pela axissimetria considerada, a

componente tangencial do deslocamento é nula.

Figura 12.2 - Coordenadas polares e elemento de tubo

Na formulacdo aqui desenvolvida, a abordagem é em tensdes,
no sentido de que a combinacdo das relacdes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva é tal a eliminar as incdgnitas
que compdem os campos de deslocamento e de deformacao,
resultando uma equacdo diferencial em tensdes. Ndo seré
explorada, contudo, a funcdo de Airy, ao contrario do que foi
feito no exemplo do capitulo anterior.

Seja, entdo, um elemento diferencial definido a partir da

secdo transversal do tubo, conforme ilustra a figura 12.2b.
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O deslocamento radial de seus pontos é caracterizado pela
funcdo v=vVv(r). As expressdes das medidas de deformacdo

tangencial e radial sdo dadas respectivamente por:

AB' -AB (r+v)dd-rdo v
AB rdo r

8t:

dv
e =2V _y (12.1 a,b)

Dada a axissimetria do problema, a deformacdo do elemento
se did de modo gue sua forma se preserva ou, em outras palavras,
sem distorcdo angular associada as direcgdes radial e tangencial.
De fato, como o campo de deslocamentos apresenta uma uUnica
componente ndo nula, a radial, funcdo somente da coordenada r,
segue da definicdo de distorcdo angular segundo as direcdes r e
t:

ov ou
_ -0 (12.2)

==
AT

onde u é a componente do deslocamento na direcdo axial (nula

dadas as caracteristicas do problema).

A condicdo de equilibrio envolve o conjunto de componentes

de tensdo ilustrado na figura 12.3.

de g 40

dr

(a) (b) t

Figura 12.3 - Equilibrio do elemento infinitesimal
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Nota-se a auséncia de tensdes de cisalhamento, justificada
também pela axissimetria do problema; portanto, segundo as

direcdes indicadas as tensdes normais sdo principais.

A imposicdo do equilibrio de forcas na direcdo tangencial
leva a uma identidade. J&, do equilibrio de forcas na direcéo

radial, obtém-se:

(o, +do,)(r+dr)dddz-o,rd6dz-20,drd zsen(dgjzo (12.3)

o deo
Como Senﬂzrjz—a—, e desconsiderando-se os infinitésimos de

ordem superior, resulta que:

do
o, —oy+r—-=0 (12.4)

dr
Por outro lado, a 1lei de Hooke generalizada estabelece
relagdes entre as componentes tangencial e radial dos campos de

deformacdo e de tensdo, da seguinte forma:

1
&y :E(O-r _Uo-t)
gt=é(at—var) (12.5 a,b,c)
o
Vir G

ou ainda, de forma inversa:

O, = 1—1/2 (8r+U‘9t)
o, = E (e +ve,) (12.6 a,b,c)
1-v
E
Tir =

_E . -0
2(1+u)}/tr
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Tendo-se em vista as relacdes de compatibilidade,

equilibrio e constitutiva, nota-se que tais relagdes envolvem
cinco incégnitas a determinar: V,é&.,&,0, € 0,. Como ja comentado

anteriormente, a forma de resolucdo mais conveniente, neste
caso, consiste em combinar as relacdes de modo a eliminar as
incégnitas deslocamento e deformacdo, reduzindo-se o conjunto de
incdédgnitas as componentes de tensdo.

Nesse sentido, numa primeira etapa combinam-se as relacdes

de compatibilidade. Da (12.la) segue que:

V=rg, (12.7)

e dai, com a (12.1b), resulta
Y
— =& +tr—=¢, (12.8)
r

Podem-se introduzir na expressdo anterior as relacgdes

constitutivas dadas pelas (12.5):

1 1(do do 1
Eﬁn—uaﬂ+r—(d;—ﬂﬁaf)—EQn—uaJ=0
ou (12.9 a,b)

As relagbes (12.90) e (12.4) constituem, portanto, um

sistema nas incégnitas o, e o;.

Pela substituicdo de o, retirado da (12.9b), na (12.4),

obtém-se a seguinte condicgéo:

d<7r+(iat

ar ar =0 .. o,+0,=C (12.10)

onde C é uma constante a determinar.
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Da relacao anterior segue que: o, =C-o0o,, a qual
substituida na equacdo de equilibrio (12.4) conduz a seguinte
equacdo diferencial na tensdo normal radial:

do, 20, _C (12.11)

dr r r

Essa equacdo diferencial possui wuma solucdo particular
dada por:

o], = (12.12)

C
2
A forma homogénea da mesma equacdo diferencial apresenta
uma solucdo obtida a partir da seguinte sequéncia:
do, 20, do, 2dr
+ —_

=0 — = — Ino, =-2Inr+C,
dr r o, r

C*
2

g In(O'Ir I‘2)=C1 - [ar]h :r

Finalmente, a solucdo geral apresenta-se na forma:

+C*
r2

= (12.13 a,b)

As constantes de 1integracdo devem ser obtidas mediante
imposicdo de condig¢des de contorno no plano da @ secéo
transversal. No caso mais geral de tubo com pressdes interna e
externa, e com geometria definida por um raio interno a e um
raio externo b, as condigdes de contorno sdo sobre as tensdes e

escritas nas formas:

e T TR (12.14)

r=b — o, =-p,

As constantes de integracdo, obtidas pela imposicdo das



385

condicbdes de contorno, permitem escrever, pelas (12.13), as

expressdes para o calculo das tensdes:

e

__bry-1 Lo, - (b/a)" ~(b/r)"
-1 (ba) -
__ b+t Lo - (b/a)’ + (b/r)?
 baf-1 (ba) -

(12.15 a,b)

e

Determinadas as tensdes, outra relacdo de interesse &
aquela que permite determinar o valor do deslocamento radial.

Tal relacdo pode ser obtida combinando-se as (12.la) e (12.5Db):

v=—(o, —~vo,) (12.16)

Como foi mostrado, a formulacdo desenvolvida levou a uma
equacdo diferencial em termos da componente radial das tensdes.
H4, todavia, a possibilidade de desenvolver uma formulacdo
equivalente em deslocamentos, isto é, combinando-se as equacgdes
de equilibrio, compatibilidade e de deslocamentos de modo a
eliminar as tensdes e deformagdes, sobrando como incdbgnita
somente o deslocamento radial.

Nessa forma, parte-se da equacdo de equilibrio, dada pela

(12.4) e agqui repetida por conveniéncia:

ar—at+rd6r=0 (12.17)
dr
Em seguida, procura-se substituir as tensbdes pelas
deformacdes utilizando-se da lei de Hooke na forma proposta
pelas (12.6), mas Jj& levando em conta as relacdes de
compatibilidade.
Nesse sentido as relagdes constitutivas passam a ser

escritas nas formas:
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o, = (6, +vg,)= E \/+u!j
Col=0?) ‘ 1-0? r
(12.1 8 a,b)
o (6, +ve&, )= E_ (Yoo
t 1-v2 ‘ ' 1-v?\r
Combinando-se, entdo, as (12.17) e (12.18) resulta a

seguinte equacdo diferencial no deslocamento radial:

VoV o (12.19)

A equacdo em questdo é uma equacdo de Euler de segunda

ordem e apresenta a seguinte solucdo geral:

v(r)=C1r+& (12.20)
r

As constantes de integracdo devem ser determinadas
impondo-se as condig¢des de contorno. Neste caso, ocorre que as
condicdes de contorno sdo em esforcos, exatamente as mesmas
descritas pelas (13.14). Como a formulacdo é em deslocamentos,
deve-se, entdo, exprimir as condigcdes de contorno em tensdes
como funcdo do deslocamento radial e de suas derivadas,

empregando-se a (13.18a). Segue dai que:

1-02

C
= O'r:Cl(1+U)—r—22(1—u) (12.21)

Particularizando-se a relacdo anterior ©para os raios
interno e externo do tubo, determinam-se as constantes de

integracdo:

_ (P pi)(1-v)b® (1-v) 0

. E(b2-a?) E

_(1+0)(p. —pi)a’b’
E(b?-a?)

C, = (12.22 a,b)

Finalmente, a solugcdo geral para o deslocamento radial
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pode ser escrita na forma:

2
v(r)=—(1_U)r (pe_pi)b2 l:(l-FU)(Ej +1:|+ of (12.23)

E 2bzl(l—u)r
“|la) -

Um valor particular de maior interesse é o deslocamento

radial em r=a:

a

m{pi [(1+0)b2 +(1-0)a?]-2p, b?} (12.24)

v(a)=

Exemplo 1: Representar os diagramas de distribuicdo das tensodes
tangencial e radial ao longo da espessura do tubo, numa secédo

genérica, provocados pela acdo de uma pressdo interna p;.

Das expressdes (12.15) segue que:

Considerando-se, particularmente, os raios interno e

externo, as expressdes anteriores assumem os valores:

A — ; ol -0
pi r=a pi r=b

a’ é;/
o _( 42 +1) .o 2( b?

r=a (1—61%2) P

As correspondentes distribuicdes ao longo da espessura

estdo indicadas na figura 12.4.
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Figura 12.4 - Distribuicbées de tensbées ao longo da espessura

Exemplo 2: Representar os diagramas de distribuicdo das tensodes
tangencial e radial ao longo da espessura do tubo, numa secédo

genérica, provocados pela acdo de uma pressdo externa pe.

Novamente, das expressdes (12.15) segue que:

Considerando-se, particularmente, os raios interno e

externo, as expressdes anteriores assumem os valores:

Pel;_q Pe

2
a
Oy ( /6;+1) . G

2
Pe r=b (1 - a%z ) Pe r=a (1 - a%z)

As correspondentes distribuicdes ao longo da espessura

estdo indicadas na figura 12.5.
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1 /2 (+) (1/ (L/b)

ﬂ)

o o

T t
/P, /D,

Figura 12.5 - Distribuicbées de tensbdes ao longo da espessura

Exemplo 3: O tubo indicado na figura 12.6, esta submetido a uma
pressdo externa pe = p. Determinar o valor maximo de p,
admitindo-se que o material segue o critério da méxima energia

de distorcdo (von Mises). Dado: o3 = 10 kN/cm.

a=4cm b=8cm

Figura 12.6 - Tubo submetido a pressdo externa

O critério de wvon Mises particularizado para o estado

plano de tensao dos tubos assume a forma:

2 2
J0r+m-ﬂﬂ0tﬁd

Tendo-se em vista as distribuicdes de tensdes ilustradas
no exemplo anterior, os pontos a serem verificados sdo os pontos

A e B, respectivamente pertencentes as paredes interna e externa
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do tubo.

No ponto B, os valores de tensdo radial e tangencial séo

0s seguintes:

272 +1

. 4
o, =— ; o, =— - |=—=—=
r p t p 1_2%2 3p

Aplicando-se o critério, obtém-se:

1+§—§ <10 — p <688kN/cm?

No ponto A resultam as seguintes tensdes:

Cep 2 |8
’ t 1_272 3
4

Aplicando-se o critério, segue que:

=0

8
3P <10 — p< 375 kN/cm?
Portanto, a pressdo maxima que o tubo pode resistir vale:

p=375kN/cm?

Exemplo 4: O tubo cuja geometria estd indicada na figura 12.7,
estd submetido a uma pressdo interna de valor p e uma pressdo

externa de valor p/2. Aplicando-se o critério de von Mises, com
0; = 10 kN/cm?, determinar a intensidade médxima para a pressdo de

referéncia.
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b=10cm

a=8cm

Figura 12.7 - Tubo sob pressées interna e externa
Novamente os pontos a serem verificados pertencem as
superficies interna e externa do tubo.

as tensdes radial e

tangencial valem

No ponto B

respectivamente:
42 4? 42 L
52 52| p|52
o, =—p + = =-05p
42 2 42
1—5—2 1—5—2
42 42 42
2t 2t
o=p| 2" |- B15° __|_128p
1-4 2 1
52 52

Aplicando-se o critério resulta:

p < 895 kN/cm?

p/0,25+164-064 < 10 —

No ponto A atuam as seguintes tensdes:

o, =—p
42 4? 42
2752 | plaa ™t
o, =p 42 —E 2 :1,78p
-5 o
5 5

Aplicando-se o critério, obtém-se:
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pyJ1+178+178 <10 — p< 410 kN/cm?

Conclui-se, neste caso, que o valor maximo para a presséo

de referéncia é: p=410kN/cm?.

Exemplo 5: A partir da solucdo geral para os tubos submetido a
pressdo interna, determinar expressdes particularizadas das

tensdes e do deslocamento radial para tubos de parede fina.

No caso dos tubos de parede fina, a medida da espessura é
muito menor do gque as medidas dos raios. Nesses casos é usual se
fazer referéncia ao raio médio r, e a espessura t como
pardmetros geométricos de interesse. Entre os raios interno e

externo e 0s novos elementos geométricos valem as relacgdes:

b:%+£; azg—l; b+a=2r,; b-a=t;
2 2

Seguem dai outras relacdes de interesse para a resolucéo

do exercicio:

b2 +a®=2r2 +t2/2 ~ 2r?

2 2

be —a“=2r,t

b ) 2mt 2t
a2 a2 rm

Nas expressdes (12.15) a razdo b/r pode ser aproximada
pela unidade, de modo que sua particularizacdo para o caso de

pressdo interna e espessura delgada fornece:

Portanto, a tensdo tangencial resulta constante na

espessura.
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Por outro lado, ©para o deslocamento radial, pode-se
empregar diretamente a relacdo (12.24), sendo que, nesse caso,

outra relacdo de interesse é:
b? +a?-v(b?-a?)~2r}

A (12.24) finalmente fornece:

2
v(r,)=Pm
Et

E interessante observar que a particularizacdo obtida é
idéntica a solucdo do problema do tubo de parede fina sob
pressdo interna, no qual se supde ‘a priori’, que devido a
pequena espessura, as tensdes radiais sdo nulas e a tensédo

tangencial é constante na espessura.
De fato, considere-se um tubo de parede fina submetido a

pressdo interna cuja secdo transversal estd ilustrada na figura

12.8a.

Figura 12.8 - Tubo de parede fina

Do equilibrio de um elemento de tubo (v.fig.12.8b), obtém-

se a expressdo para o cadlculo da tensdo tangencial:

p; Iy dpdx=0, dx tde A o =

Analisando-se a compatibilidade entre deformacdes e
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deslocamentos resulta:

r o

g =& =—" — Al=g r=—1r V=Ar=
r E Et

Nota-se que no desenvolvimento anterior, como a Unica

tensdo ndo nula é a tangencial, a 1lei de Hooke aplicou-se

, o
diretamente na forma: gt=—i.
E
Finalmente chama-se a atencdo para a coincidéncia entre as
respostas obtidas da particularizacdo das expressdes gerais e do

estudo direto do tubo de parede fina.
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