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Titulo

Circuncentro e Ortocentro: teoria, construgoes e problemas

Prefacio
Circuncentro (O) e Ortocentro (H) figuram entre os centros de triangulos mais
conhecidos, devido a sua grande utilizacao em diversos campos da Matematica e
Fisica. A discussao neste e-book é organizada em trés capitulos: Fundamentos
teoricos; Construcoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas
internacionais. Este material didéatico foi utilizado durante algumas das aulas do
curso “Geometria Olimpica com GeoGebra’ para professores de Matematica do
Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 39 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na
disponibilidade gratuita do software, tanto online como aplicativos para
computadores e celulares. As construcoes geométricas podem ser feitas de forma
dindmica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo problema. O
GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a
verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma
demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a interagir, a por

as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

Circuncentro (O) e Ortocentro (H) figuram entre os centros de triangulos mais conhecidos,
devido a sua grande utilizacao em diversos campos da Matemética e Fisica. A discussao neste e-
book é organizada em trés capitulos: Fundamentos tedricos; Construcoes, exercicios e desafios;
Problemas de olimpiadas internacionais.

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao da
USP.

O texto conta com 39 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programagao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no proprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda [5], do Prof. Rodrigo Pinheiro [50] e do Prof.
Cicero Thiago [541]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [17], Geometria
Analitica [4] e Matematica Discreta [15] adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT). Para o leitor iniciante recomenda-se consultar também os
livros de Geometria [3] e [1]. Doze livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso
Geometria Olimpica com GeoGebra estao disponiveis em [37], [38], [39], [19], [17], [15], [24], [10],
[11], 123], [31] e [9]. Também foram publicados quatro livros eletronicos dedicados a resolugao
de problemas de olimpiadas internacionais de Matemética para o Ensino Médio: [22], [8], [12]
e [13]. Outros trabalhos da area de Matematica sao [16], [32], [34], [35], [21], [40], [41], [6], [42],
[25], [26], |36], [44], [51], [43], [52], [18], [20], [14], [53], [30], [29], [33], [27] e |28].

LOPEZ LINARES, J. Circuncentro e Ortocentro: teoria, construcdes e problemas.
Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos, 2024. 68 p. ISBN 978-65-87023-41-0 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023410.
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Capitulo 2
Fundamentos teoéricos

Parte do conteudo deste e-book esta disponivel em video de 2023.

2.1 Mediatriz e Circuncentro

Proposicao 1. Sejam B, C e P trés pontos distintos e nao colineares num plano. Vale que

PB = PC se, e somente se, o ponto P pertence a mediatriz m do segmento BC' (Figura 2.1).

Figura 2.1: Demostragao da Proposicao 1. Versao interativa aqui. O ponto P pode ser deslocado
para verificar as medidas dos segmentos PB e PC.

3

<

Fonte: O autor.


https://www.youtube.com/watch?v=pn4hCJ9tvxc&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=193
https://www.geogebra.org/m/kwxxz4dw

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 15

Demonstracao. Suponha-se que o ponto P pertence a mediatriz m do segmento BC. Seja M o

ponto médio de BC. Como m é mediatriz vale que:
/PMB=/ZPMC = 90°.

Ou seja:
BM =MC
ZPMB = /ZPMC =90° .
PM (comum)

Pelo critério de congruéncia LAL tem-se: APMB = APMC. Logo, PB = PC.
Reciprocamente, parte-se da igualdade PB = PC'. Portanto:

BM = MC
PB = PC
PM (comum).

Neste caso utiliza-se o critério de congruéncia LLL para afirmar que:

APMB = APMC.

Com isso, ZPMB = ZPMC = 90°. Conclui-se que o ponto P pertence a mediatriz m do
segmento BC. m

Proposicao 2. As trés mediatrizes de um tridngulo ABC' intersectam-se num ponto O, cha-

mado circuncentro, que € o centro da circunferéncia circunscrita d (Figura 2.2).

LOPEZ LINARES, J. Circuncentro e Ortocentro: teoria, construcdes e problemas.
Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos, 2024. 68 p. ISBN 978-65-87023-41-0 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023410.
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Figura 2.2: Demostracao da Proposicao 2. Versao interativa aqui. Os pontos A, B e C' podem
ser deslocados para verificar a concorréncia das mediatrizes e a posi¢ao do ponto O.

N

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam r, s e t as mediatrizes dos lados BC, C A e AB, respectivamente. Define-
se O = rNs. Devido a Proposicao 1 vale que BO = CO (O € r) e CO = AO (O € s), logo
BO = AO. Segue, ainda da Proposicao 1, que o ponto O deve estar também sobre a mediatriz
t. Da igualdade BO = C'O = AO o circuncentro O é o centro da circunferéncia circunscrita
d. O

Para um triangulo acutangulo o circuncentro encontra-se no interior do mesmo; num
retangulo ¢é localizado no ponto médio da hipotenusa e em um obtusangulo no exterior do
triangulo.

O circuncentro é o ponto X (3) na lista de centros de triangulos de Clark Kimberling |[7].
Para a construcao rapida no GeoGebra, relativa ao AABC, do circuncentro, pode ser utilizado
o comando:

O = CentroDoTriangulo(A, B, C, 3).

Como pode ser visto em [46] as coordenadas trilineares do circuncentro sdo:

(cos(A) - cos(B) : COS(O)) .
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As coordenadas baricéntricas do circuncentro sdo:

(sen(QA) - sen(2B) sen(2@')> .

2.2 Alturas e Ortocentro

Proposicao 3. As trés alturas AD, BE e C'F de um triangulo ABC intersectam-se num ponto

H, chamado ortocentro (Figura 2.3).

Figura 2.3: Proposicao 3. Versao interativa aqui. Os pontos A, B e C' podem ser deslocados
para verificar a concorréncia das alturas e a posicao do ponto H.
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Fonte: O autor.

Demonstracao. Por A, B e C sao construidas retas paralelas aos lados BC, C'A e AB, res-
pectivamente. Marcam-se os pontos A’, B’ e C’ na intersecao duas a duas destas conforme a
Figura 2.4.

Por construcao, os quadrilateros AB'CB, AC'BC e ABA'C' sao paralelogramos. Logo,
A, B e C sao pontos médios de B'C’, C'A’ e A’B’, respectivamente. Como as retas AD, BE e
C'F sao mediatrizes do AA'B'C’, sabe-se, pela Proposicao 2, que concorrem num ponto. Mas

AD, BE e C'F também sao alturas do AABC. Ou seja, as alturas sao concorrentes.
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Figura 2.4: Demostracao da Proposicao 3. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

]

Na Figura 2.4 0 AABC' é chamado medial do AA’B’C" e pode ser enunciado o Corolario

que segue.
Corolario 4. O circuncentro de um tridngulo coincide com o ortocentro do seu tridngulo medial.

Para um triangulo acutangulo o ortocentro encontra-se no interior do mesmo; num retan-
gulo ¢é localizado no vértice do angulo reto e em um obtusangulo no exterior do triangulo.

O ortocentro é o ponto X(4) na lista de centros de triangulos de Clark Kimberling [7].
Para a construcao rapida no GeoGebra, relativa ao AABC, do ortocentro, pode ser utilizado

o comando:
H = CentroDoTriangulo(A, B,C,4).

Como pode ser visto em [46] as coordenadas trilineares do ortocentro sao:

A

<sec(fl) :sec(B) : sec(é)) :
As coordenadas baricéntricas do ortocentro sio:

(te(4): ta(B) : t(C)).
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2.3 Circuncentro e Ortocentro sao conjugados isogonais

Definicao 1. Sejam um tridngulo ABC e k seu circuncirculo. O conjugado isogonal P' do
ponto P & k € obtido refletindo as retas PA, PB e PC em relacao as bissetrizes internas de
ABC, que passam por A, B e C, respectivamente. Isto €, P' € tal que valem as igualdades de
angulos a sequir (Figura 2.5):

/BAP = ZCAP',

/ABP = /CBP,

/ACP = /BCP'.

Figura 2.5: Construgao geométrica para conjugados isogonais. Versao interativa aqui.
., N H K

Fonte: O autor.

Proposicao 5. Seja O o centro da circunferéncia circunscrita d ao triangulo ABC' e seja D a
projecao de A sobre a reta BC, entao ZDAB = ZOAC (Figura 2.7).
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Figura 2.6: Caso da Proposicao 5 em que o AABC é acutangulo. Versao interativa aqui. Os
pontos A, B e C' podem ser deslocados.

/

E

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja AE um diametro de d. No AABC' vale que:
/AEC = /ABC = ZABD,

pois enxergam a mesma corda AC' (Figura 2.6 e Figura 2.7).
Como AFE é diametro segue que LZACE = 90° = ZADB. Pelo critério de semelhanca AA
vale que ANACE ~ ANADB. Portanto, /BAD = /FEAC = ZOAC = «a. O
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Figura 2.7: Caso da Proposicao 5 em que o AABC é obtusangulo. Versao interativa aqui. Os
pontos A, B e C' podem ser deslocados.

Fonte: O autor.

Um resultado analogo pode ser provado para os outros vértices. O ortocentro H e o
circuncentro O formam um par de pontos chamados conjugados isogonais.

2.4 O e H sao conjugados isogonais, segunda demonstracao

Proposicao 6. O circuncentro O e ortocentro H do NABC' sao conjugados isogonais (Fi-
gura 2.8).
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Figura 2.8: Construgao geométrica para provar que circuncentro O e ortocentro H sao conju-
gados isogonais. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Demonstracao. Como O é o centro da circunferéncia k, circunscrita ao AABC, entao:
/ZAOC =2/ABC = 20.

Isto &, o angulo central é duas vezes o inscrito (Figura 2.8). Seja D o ponto médio do
segmento AC. Segue que AD = DC' e AO = OC. Como o AAOC ¢é isosceles, de base AC, o
segmento OD é mediana, bissetriz e altura (OD L AC). Logo, pelo critério de congruéncia

LLL vale que:
ANADO = ACDO

e ZDOA = ZDOC = 3. Tem-se que H € AE e AE 1 BC. Segue pelo critério de semelhanca
AA que:
NADO ~ NAEB

e /ZDAO = /FEAB = «. Em outras palavras, as retas AO e AFE sao simétricas em relacao a
bissetriz ao ZBAC. Uma construcao andloga pode ser feita partindo dos outros dois vértices. [

2.5 Distancia de um vértice ao Baricentro

Proposicao 7. A distdncia de um vértice ao Baricentro é duas vezes a distdncia do Baricentro

ao pé da mediana correspondente (Figura 2.9).
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Figura 2.9: Guia para a demonstragao da Proposicao 7. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstragio. EF é Base Média do AABC logo EF || BC e EF = BD = DC = 52, Sejam
H e I pontos médios dos lados BG e CG, respetivamente. Tem-se que o segmento HI é Base
Média do AGBC. Segue que HI || BC'e HI = £C.

Como EF || HI e EF = HI o quadrilatero EFHI é um paralelogramo e suas diagonais
HE e FI encontram-se nos seus pontos médios: HG = GFE e FG = GI. Conclui-se que
BG = 2GE e CG = 2GF. Analogamente demonstra-se que AG = 2GD. ]

2.6 Reta de Euler

Proposicdao 8 (Reta de Euler). Para todo tridngulo ABC, o Circuncentro O, o Baricentro
G e o Ortocentro H sao colineares e HG = 2GO. Adicionalmente, sendo D o pé da mediana
relativa ao vértice A, vale que AH = 20D (Figura 2.10).
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Figura 2.10: Guia para a demonstragao da Proposicao 8. Os pontos H, G e O sao colineares e
determinam a Reta de Euler. Versao interativa aqui.

B H D

Fonte: O autor.

Demonstracao. A Figura 2.10 ilustra um triangulo ABC. Sejam D e E pontos médios dos
lados BC' e C'A, respectivamente. Sejam H, e H, os pés das alturas relativas aos vértices A e
B. Constroem-se o Circuncentro O e o Ortocentro H do triangulo ABC. Denota-se por G’ a
intersecao das retas AD e HO.

Mostrar-se-a que o ponto G’ = G & o Baricentro. Isto é, H, G e O sao colineares. Tem-se
que DE & Base Média relativa ao lado AB. Logo, DE || AB e

AB
DE
Como AH, | OD e BH,, || OF segue que /ZBAH = ZEDO e ZABH = ZDEQO. Por AA

tem-se AABH ~ ADFEQO. Portanto,

BH AH AB

EO_DO_DE_Q'

Adicionalmente, por angulos alternos entre paralelas, ZHAG' = ZODG' e, por opostos
pelo vértice, ZAG'H = ZDG'O. Consequentemente, pelo critério de semelhanca AA, tem-se

ANAHG ~ ADOG'. Logo,
AH HG'  AG'
DO  OG' DG

LOPEZ LINARES, J. Circuncentro e Ortocentro: teoria, construcdes e problemas.
Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos, 2024. 68 p. ISBN 978-65-87023-41-0 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023410.


https://www.geogebra.org/m/abcntne7

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 25

Como AG' = 2DG e AG = 2DG conclui-se que G' = G e os pontos H, G e O sao
colineares (pertencem a Reta de Euler). O

2.7 Trapézio is6sceles é inscritivel

Antes de enunciar o Teorema do Circulo de nove pontos estudam-se dos lemas.

Lema 9. Todo trapézio isdsceles, que nao seja paralelogramo diferente de retangulo, € inscritivel
(Figura 2.11).

Figura 2.11: Todo trapézio isoésceles, que nao seja paralelogramo diferente de retangulo, é
inscritivel. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Demonstragao. Considera-se o trapézio ABCD com AB || CD e BC = DA. Sem perda de
generalidade, assume-se que AB < CD.
Por A e B tracam-se retas perpendiculares a reta C'D e marcam-se os pontos ' e G na

intersecao, respectivamente. Segue que ABGF' é um retangulo e

DA=CB
AF = BG .
LAFD = ZBGC = 90°

Pelo critério de congruéncia especial CH tem-se: AAFD = ABGC. Logo, DF = GC,
/ADF = /BCG = a e ZDAF = ZCBG = 90° — a. Como a soma dos angulos opostos de
ABCD ¢é 180° o quadrilatero é inscritivel. n
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2.8 Distancia vértice ortocentro

Lema 10 (Distancia vértice ortocentro). A distdncia entre um vértice do AABC' ao ortocentro

H ¢ igual ao dobro da distancia entre o circuncentro O e o ponto médio do lado oposto.

Figura 2.12: A distancia entre um vértice do AABC ao ortocentro H é igual ao dobro da
distancia entre o circuncentro O e o ponto médio do lado oposto. Versao interativa aqui.

B ; H A

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam A’, B' e C’ os pontos médios dos lados BC, C A e AB, respectivamente.
Sejam ainda H, e H, os pés das alturas dos vértices A e B. O segmento A’B’ é base média
relativa ao lado AB, com isso AB || A’B’ e AB =2A'B'.

Como AH || OA’, por terem dois pares de lados mutuamente paralelos, entao ZHAB =
ZOA'B'. Analogamente, de BH || OB’, segue que ZHBA = ZOB'A'.

Pelo critério de semelhanca AA tem-se que AAHB ~ ANA’OB’. Com isso os lados seguem

a mesma, proporcionalidade:
AH  BH AB

A0 B0 Am " °

2.9 Circulo de nove pontos

Teorema 11 (Circulo de nove pontos). Seja um AABC, O e H seu circuncentro e ortocentro

e cg a circunferéncia que passa pelos pontos médios D, E e F, dos lados BC, CA e AB,
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respectivamente. Entao cg passa também pelos pés H,, H, e H. das alturas, bem como pelos
pontos médios J, K e L dos segmentos que unem os vértices a H (Figura 2.13). Adicionalmente,
o centro Oy de cg estd localizado no ponto médio do segmento HO e seu raio € metade do raio

da circunferéncia circunscrita ao NABC.
Este Teorema foi enunciado e demonstrado por Brianchon e Poncelet em um trabalho

publicado em 1821 [49].

Figura 2.13: A circunferéncia cg passa pelos pontos notaveis: D, F, F, H,, Hy,, H., J, K e L.
O centro Oy de ¢g esta localizado no ponto médio do segmento HO e seu raio ¢ metade do raio
da circunferéncia circunscrita ao AABC. Versao interativa aqui.

A

H D

Fonte: O autor.

Demonstracdo. E construida a circunferéncia ¢y passando pelos pontos médios D, E e F dos
lados BC', C'A e AB, respectivamente. Primeiro sera provado que H, € cq.

Os segmentos DE e F'E sao bases médias, logo BFED é um paralelogramo (Figura 2.14).
Istoé, FE | BD, ED | FB, FE=BD e

ED = FB. (2.9.1)
No ANAH,B, retangulo em H,, a mediana H,F’ relativa a hipotenusa AB, é metade desta.

Logo,
H,F = FB. (2.9.2)
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De (2.9.1) e (2.9.2) segue que H,F' = ED. Consequentemente o quadrilatero H,DEF ¢&
um trapézio isosceles. Pelo Lema 9 o quadrilatero H,DEF' ¢é inscritivel. Com isto mostra-se
que H, € cy. Analogamente demonstra-se que Hy,, H. € cy.

Seja J o ponto médio do segmento H A. Quer-se provar que J € ¢g. No AAH B o segmento
JF é base média. Com isto, JF || HB. Analogamente, no AABC' o segmento F'D é base média.

Logo, F'D || C'A. Por terem lados respectivamente paralelos tem-se:
/DFJ = /ZAH,B = 90°.

Como ZDFJ = /ZDH,J = 90° o quadrilatero DH,F'J ¢é ciclico e JD é um diametro de
c9. Portanto, J € c¢g. Analogamente mostra-se que os pontos K e L, médios entre Be He C e
H estao em cy.

Localiza-se o circuncentro O do AABC e marca-se a intersecao Og dos segmentos O H
e DJ. Foi provado no Lema 10 que AH = 20D. Logo, AJ = JH = OD e os quadrilateros
AODJ e JODH sao paralelogramos.

Sendo R o raio da circunferéncia d circunscrita ao AABC tem-se: AO = JD = R.

Como as diagonais de um paralelogramo intersectam-se no seu ponto médio encontra-se que

HOQ = OQO (&
JOQ - OgD - g

Isto é, o centro Oy do circulo de nove pontos ¢y esta localizado no ponto médio do segmento

HO e seu raio é metade do raio da circunferéncia circunscrita ao AABC.
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Figura 2.14: Demonstracao. A circunferéncia cg passa pelos pontos notaveis: D, E, F, H,, Hy,
H., J, K e L. O centro Oy de ¢g esta localizado no ponto médio do segmento HO e seu raio é
metade do raio da circunferéncia circunscrita ao AABC. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

2.10 Lugar geométrico do circulo de nove pontos

Proposicao 12. Seja P um ponto da circunferéncia circunscrita ao NABC e H o ortocentro
também do ANABC. O lugar geométrico do ponto médio M do segmento HP € o circulo de nove

pontos co (Figura 2.15).
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Figura 2.15: Homotetia com centro em H e fator % transforma k em &' = cg e P em P’ = M.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sabe-se que os pontos médios A’ B’ e C' entre H e os vértices A, B e C

pertencem a c¢y. Logo, uma homotetia com centro em H e fator % transforma k em k' = cg e P
em P'= M. n

2.11 Reflexao de H relativa aos lados e pontos médios dos

lados

Corolario 13. Seja 0 ANA1AsAz de ortocentro H, pés das alturas Hy, Hy e Hs, pontos médios
dos lados My, My e Ms e pontos médios entre H e os vértices N1, Ny e N3, respetivamente.
Seja ainda k a circunferéncia circunscrita ao NA1AAs. A reflexdo do ponto H relativa aos
lados HY, HY e H}, e pontos médios dos lados M|, M} e M} estd sobre k (Figura 2.16).
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Figura 2.16: A reflexdo do ponto H relativa aos lados H{, H) e Hj, e pontos médios dos lados
M, M} e Mj esta sobre k. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Todas as reflexoes sao casos particulares da Proposicao 12. O

2.12 Sistema ortocéntrico

Definicao 2. Quatro pontos formam um sistema ortocéntrico quando cada ponto € ortocentro

do triangulo formado pelos outros trés pontos.

Proposicao 14. Os pontos A, B, C e H formam um sistema ortocéntrico. Por exemplo, o
ponto A € ortocentro do ABCH. Os raios das circunferéncias circunscritas a qualquer um dos
quatro tridngulos possiveis sao iguais. O congunto de circuncentros O, O}, Oy e Of forma outro

sistema ortocéntrico (Figura 2.17).
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Figura 2.17: Os pontos A, B, C' e H formam um sistema ortocéntrico. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.13 Triangulo Ortico

Definicdo 3 (Triangulo Ortico). Sejam os pontos D, E e F as projegoes ortogonais dos vértices
C, A e B sobre os lados AB, BC e CA, respectivamente. O ADFEF € o tridngulo ortico do
ANABC (Figura 2.19).

O triangulo ortico também pode ser definido como o triangulo pedal do ortocentro H de
um AABC.
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Figura 2.18: Defini¢ao de Triangulo Ortico. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
Proposicao 15. O incentro do tridngulo drtico DEF coincide com o ortocentro do triangulo

original ABC' (Figura 2.19).

Figura 2.19: O incentro do triangulo 6rtico DEF coincide com o ortocentro do triangulo original
ABC. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Seja /BAE = «. Como ZAEB = 90°, entao ZFEBA = 90° — a. Do ABDC,
retangulo em D, segue que ZBCD = a.

Como /ZHFA = ZHDA = 90° o quadrilatero AFFHD ¢ inscritivel. Logo, /DFH =
/ZDAH = «. Do mesmo modo, como ZHEC = ZHFC = 90° o quadrilatero CFHE é inscri-
tivel. Logo, /FFH = /ZECH = a.

Segue que a reta HF' é bissetriz do ZDFE. Analogamente, mostra-se que as retas HD e
HE sao bissetrizes do ZFDE e ZDEF, respectivamente. Ou seja, o ponto H é o incentro do

ADEF e com centro nele pode ser esbocado o incirculo k. O]

2.14 Ponto equidistante de dois vértices, o incentro e o ex-

incentro

Proposicao 16. A Figura 2.20 mostra um tridngulo ABC. Seja I seu Incentro e I, o centro
da ez-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecio de AI com a

circunferéncia circunscrita ao ANABC. Entao,

EB=FEC =FI=FEI,.
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Figura 2.20: Guia para a demonstracao da Proposicao 16. Versao interativa aqui.

\/Xg()@ —a-0

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela bissetriz em A e o quadrilatero inscritivel ACEB tem-se:
/BAFE = /CAE = /CBFE = Z/BCE = .

Portanto, o AEBC' é isosceles de base BC' e EB = EC. Além disso, da bissetriz em B,
sejam Z/IBA = ZIBC = (5. Pela propriedade do angulo externo,

/BIE = a + 8.

Segue que, /BIE = ZIBE, o AEBI é isosceles de base BI e EB = EI. Pela bissetriz
externa em B, sejam

ZJBI, = ZCBI, = 7.

Como o ZJBA = 180° tem-se que v = 90° — 8. Do ABJI,, retangulo em J, tem-se

/ZJI,B = 3. Pela soma dos angulos internos no AAJI, e o dngulo raso em B encontra-se:

ZEBI, = /ZEI,B =90° —a — §.
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Isto é, 0o AEBI, é isosceles, de base Bl,, e EB = E1,. Conclui-se que:

EB=FEC=FI=FEI,.

2.15 Distancia Incentro-Circuncentro ou Formula de Euler

Proposigao 17 (Distancia Incentro-Circuncentro ou Formula de Euler). A Figura 2.21 mostra
um tridngulo ABC. Seja I seu Incentro, k sua circunferéncia inscrita de raio r. Adicional-

mente, seja m a circunferéncia circunscrita ao NABC, de centro O e raio R. Entao:

OI” = R(R — 2r).

Figura 2.21: Guia para a demonstracao da Proposicao 17. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja E o ponto de intersecao da bissetriz AI com m. Pela Poténcia do ponto [
em relacao a m tem-se:

R?* - OI* = Al - EI. (2.15.1)
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Sejam X e Y os pés das perpendiculares de O e [ até BE e AC, respectivamente. Como o
AOBE éisosceles de base BE, e devido a relacao entre angulo central e inscrito, relativo a corda
BE, segue que LY Al = ZXOB. Logo, pelo caso de semelhanca AA, tem-se ANAIY ~ ANOBX.

Portanto,

BX OB OB-1Y Rr 2Rr
—=—ou Al = ——— = =

Iy Al BX  EE EB’

Viu-se na Proposicao 16 que EB = EI, segue que:

2Rr
Al = —. 2.15.2
I ( )
Substituindo (2.15.2) em (2.15.1) encontra-se R? — OI? = 2Rr. Logo,
OI’ = R> — 2Rr = R(R — 2r).
[
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Linha unindo ortocentro de dois tridngulos

Problema 1. Seja um AABC, k a circunferéncia circunscrita ao NABC e o ponto D € k.
Sejam ainda Hy o ortocentro do ANABC e Hp o ortocentro do ADBC. Provar que AH,HpD

¢ um paralelogramo.

3.1.1 Resolucao do Problema 1

Seja o ponto O centro de k e O; sua projecao ortogonal sobre AB. Como o segmento AB
é comum aos AABC e ADBC, entao:

AH, || DHp,

AH,=2-00; = DHp.

Ou seja, os segmentos AH4 e DHp sao paralelos e de igual medida. Logo, AHAHpD ¢é

um paralelogramo (Figura 3.1).
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Figura 3.1: Tlustragao do Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.2 Problema de Fagnano

Giovanni Francesco Fagnano dei Toschi foi um matematico e clérigo italiano. Nasceu em
1715 e morreu em 1797 [48].

Problema 2 (Fagnano). Entre todos os AXY Z inscritos num tridngulo acutdngulo ABC' o

de perimetro minimo € o ortico DEF (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Podem movimentar-se os pontos X,
YelZ

Q.

Fonte: O autor.

Serao apresentadas duas resolucoes.

3.2.1 Resolucao 1 do problema de Fagnano

Como o ADEF é oértico do AABC, viu-se na Proposicao 15 que /DFB = /BFFE
(Figura 3.3). A mesma igualdade nao acontece quando tragada uma normal a AC' passando

por Z # F. A reflexdo de um ponto arbitrario P sera denotada por P’.
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Figura 3.3: Resolugdo 1 (apés cinco conjuntos de reflexdes). Problema de Fagnano. Versdo
interativa aqui. Podem movimentar-se os pontos X, Y e Z.

Fonte: O autor.

E feita uma primeira reflexiio em relacio a reta AC dos triangulos ABC, XY Z e DEF.
Vale que DX = D'X’ e o lado AB girou um angulo 2a. Nota-se ainda que /DFB = /FE'FB’
e com isso os pontos D, F' e E’ sdo colineares. O mesmo nao acontece com os pontos X, Z e
Y’

A seguir ¢é realizada uma segunda reflexao, desta vez em relacdo a reta B'C, dos triangulos
AB'C, X'Y'Z e D'E'F. Vale que DX = D'X' = D" X" e o lado AB girou um angulo 2a+2/3. Os
lados dos ADEF e AXY Z foram “esticados” nas poligonais DFE'D" e XZY'X". Porém, neste
estagio, ainda nao fica evidente a comparacao entre os comprimentos dessas duas poligonais.
Os pontos iniciais e finais sao diferentes.

Prossegue-se com uma terceira reflexdo em relagao a reta A'B’ dos triangulos A’B'C,
X"Y'Z' e D"E'F'. Os pontos D" e X" e o lado A’B’ sao invariantes. Continua valendo que
DX =D'X"=D"X" e olado AB girou um angulo 2« + 2.

Continua-se com uma quarta reflexdo em relacdo a reta A'C’ dos triangulos A’B'C’,
X"Y"Z" e D"E"F". Vale que DZ = D'Z' = D"Z" = D"Z" e o lado AB girou um angulo
200 + 208 — 2av.

Finaliza-se a constru¢ao com uma quinta reflexdo em relagao a reta B”C” dos triangulos

A/B”C,, XIIIYIIIZ// e DIIIEIIIFII. vale que:
DZ — D/Z/ — D/lz// — D///z/// — D///lz////

e o lado AB girou um angulo
20+ 28 — 2a — 28 = 0.
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Como AB || A”B" e XD = X""D"" entao o quadrilatero X DD"” X" & um paralelogramo.
Segue que DD"" = X X" . O anterior permite comparar o comprimento do segmento D D",
equivalente ao dobro do perimetro do ADFEF, com a poligonal X ZY' X" Z"Y" X", equivalente
a duas vezes o perimetro do AXY Z. Pela aplicagao da desigualdade triangular o perimetro do

triangulo ortico é o minimo possivel.

3.2.2 Resolucao 2 do problema de Fagnano

Um ponto Z é escolhido de forma arbitraria sobre o lado AB. O ponto H é obtido pela
reflexdo de Z sobre o lado BC. Analogamente, o ponto K é obtido pela reflexdao de Z sobre
o lado AC. Como ZACB < 90° o segmento HK intersecta os lados do AABC em X e Y
(Figura 3.4). Sera mostrado que o AXY Z é aquele que tem o menor perimetro para um Z

fixo.

Figura 3.4: Resolucao 2. Primeira parte. Problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Podem
movimentar-se os pontos D e E para verificar o minimo no comprimento da poligonal HEDK.
C

Fonte: O autor.

Sejam D € AC' e E € BC outros dois pontos. Desta forma, obtém-se o AZDFE inscrito
no ANABC. Nota-se que ZX = XH e ZY = YK, pois H e K sao reflexdes de Z em relacao
a BC e AC. Analogamente, tracando os segmentos ZFE, EH, ZD, DE e DK obtém-se que
Z/E=FHeZD = DK.

Comparando os perimetros dos AXY Z ¢ AZDFE nota-se que:

Wxyzr = IZX + XY +YZ =HX + XY + YK = HK
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2pzpp =2ZE+ED+DZ =HE+ ED+ DK > HK.

Este tltimo resultado é devido a Desigualdade Triangular. Portanto, o AXY Z possui o
menor perimetro dado um ponto Z fixo.

Agora quer-se encontrar o ponto Z € AB de tal modo que HK seja o menor possivel
(Figura 3.5). Devido as duas reflexes CK = CZ = C'H. Adicionalmente, o

/KCH =2/ACB < 180°

e 0 ZKCH nao depende da posicao do ponto Z em AB. Como o ponto C' também ¢ fixo o
segmento H K é minimo quando CH = C'K for minimo. Ou seja, quando C'Z for minimo. O
valor minimo de C'Z é C'Z" (projecao ortogonal de C' sobre AB).

Quando Z’ é o pé da altura relativa ao vértice C, entao Y’ e X’ sdo os pés das alturas

relativas aos vértices B e A, respectivamente.

Figura 3.5: Resolucao 2. Segunda parte. Problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Pode
movimentar-se o ponto Z para verificar o minimo do segmento H K.

o

Fonte: O autor.

3.3 Circuncentro e ortocentro, conjugados isogonais e con-

gruéncia de triangulos.

Problema 3. Um tridngulo ABC' acutdngulo estd inscrito em um circulo de centro O. Seja D

a intersecao da bissetriz de A com BC' e suponha-se que a perpendicular a AO por D, corta a
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reta AC' em um ponto P, interior a AC. Mostrar que AB = AP.

3.3.1 Resolucao do Problema 3

A Figura 3.6 ilustra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 3.6: Uma construcao geométrica inicial do Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja o ponto E' = AO N DP. Traga-se a altura AF (Figura 3.7). Sabe-se que circuncentro

e ortocentro H € AF sdo conjugados isogonais. Logo,
/BAF = ZCAE.

Como AD é bissetriz, tem-se que ZFAD = Z/EAD. Segue que ZADF = ZADE. Pelo

critério de congruéncia ALA encontra-se:
AFAD = AEAD.
Segue que AF = AFE. Também pelo critério de congruéncia ALA chega-se em:
ANAFB = AAEP.

Conclui-se que AB = AP.
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Figura 3.7: Construgao geométrica do Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Problemas de olimpiadas internacionais

4.1 Circuncentro. Quadrilateros convexos. Semelhanca.
P14 SL IMO 1982.

Problema 4. Seja ABC'D um quadrildtero plano convexo e seja Ay o circuncentro do ABCD.
Definem-se By, Cy e Dy de maneira correspondente. (a) Provar que todos os pontos Ay, By, Cy
e D1 coincidem ou sao todos distintos. Assumindo o iltimo caso, mostrar que Ay e Cy estao em
lados opostos da reta B1D; e, da mesma forma, By e Dy estao em lados opostos da reta A,C1.
Isso estabelece a converidade do quadrildtero Ay B1CyDy. (b) Denotar por Ay o circuncentro de
B1C1 Dy e definir By, Cy e Dy de maneira andloga. Mostrar que os quadrildteros AsBoCoDs e
ABCD sao semelhantes.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, capital da Hungria. Este é o P14 da

SL, proposto pela delegacao da Australia [2].

4.1.1 Resolugao do Problema 4

A Figura 4.1 ilustra uma construcao geométrica.
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Figura 4.1: Uma construcao geométrica do Problema 4. Versao interativa aqui.

A

MY e

et
.....
.....
......

Fonte: O autor.

(a) Seja k a circunferéncia circunscrita ao ABCD, de centro A;. Suponha-se inicialmente

que o quadrilatero ABC'D seja inscritivel. Neste caso A € k e serd valido que:
AlzBlzolle.

Considera-se agora o caso em que A é externo a k. Segue que A1A > A,C e C1C > C1 A.
Com isto a mediatriz dos pontos A e C' (mac) separa aos pontos A; e Cp. Nota-se que, pelas
propriedades do circuncentro, By, D1 € mac.

(b) Pela construcao de mediatrizes AysBy 1 C1D; L AB. Logo, A3Bsy || AB. Analoga-
mente, BoCs || BC, CoDy || CD e DyAs || DA. Pelo critério de semelhanga AA sera valido:

AAyByCy ~ AABC,

AAQDQCQ ~ AADC

Segue que os quadrilateros As BoCyDs e ABCD sao semelhantes.
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4.2 Circuncentro. Ortocentro. Lei dos Senos. P32 SL IMO
1989.

Problema 5. O vértice A do triaingulo acutingulo ABC' € equidistante do circuncentro O e do

ortocentro H. Determinar todos os valores possiveis para a medida do dngulo A.

A IMO 1989 foi realizada na cidade de Brunsvique, cidade na Alemanha. Este é o P32
da SL, proposto pela delegacdo dos Estados Unidos de América [2].

4.2.1 Resolugao do Problema 5

A Figura 4.2 ilustra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.2: Uma construcao geométrica inicial do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam A’ e C’ os pés das alturas correspondentes aos vértices A e C, respetivamente, e R
o circunraio do AABC' (Figura 4.3). Pela analise dos angulos internos nos triangulos AA’B e
AC"H encontra-se que:
/AHC' = /A'BA = B.

Como AH = AO = R, no ANAC'H tem-se:

AC" = Rsen(B).
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Do AAC'C' e o resultado anterior pode ser escrito:

~ cc’
CC" = Rsen(B) tg(A). (4.2.1)

Por outro lado, pela Lei dos Senos aplicada no AABC' tem-se:

BC

2R = —,
sen(A)

BC = 2Rsen(A).

Do ABC'C vale que:
CC' = BC'sen(B).

Juntando os dois tltimos resultados encontra-se:
CC" = 2Rsen(A) sen(B). (4.2.2)
De (4.2.1) e (4.2.2) segue:
Rsen(B)tg(A) = 2Rsen(A) sen(B),
tg(A) = 2sen(A),
1

cos(A) = 5

Como o AABC é acutangulo a tnica solugao possivel é A = 60°.
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Figura 4.3: Uma construcao geométrica do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.3 Ortocentro. Angulos na circunferéncia. Paralelogra-
mos. P14 SL IMO 1995.

Problema 6. Seja ABC um tridingulo. Uma circunferéncia que passa por B e C intercepta
0s lados AB e AC novamente em C' e B, respectivamente. Provar que BB', CC' ¢ HH' sao

concorrentes, onde H e H' sao os ortocentros dos triangulos ABC e AB'C’, respectivamente.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada. Este é o P14 da SL, proposto
pela delegacao da Colombia [2].

4.3.1 Resolucao do Problema 6

A Figura 4.4 ilustra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 4.4: Uma construcao geométrica inicial do Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja o ponto P = BB'N CC’ (Figura 4.5). Quer-se provar que /BPH = /B'PH’. Pois
nesse caso, pela reciproca de angulos opostos pelo vértice, H, P e H' sao colineares. Por serem

angulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia vale que:
/B'BC"=/B'CC’,

/B'C'C =/B'B'C.

Sejam D e E as projegoes ortogonais dos vértices B e C' relativos aos lados CA e AB,

respetivamente. Pelo critério de semelhanca AA tem-se que:
ABDB' ~ ACEC".
Logo,
/DBB = /C'CE,
/HBP = /PCH.

Sejam X e Y pontos tais que os quadrilateros BPCX e HPCY sao paralelogramos

(consequentemente, o quadrilatero BHY X também o serd). Como BC'B'C' é inscritivel segue
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que ZCBC" = ZAB'C’. Pelo critério de semelhanca AA tem-se:
NABC ~ NAB'C'.

Isto é, existe uma operacao de roto-homotetia, centrada em A, que transforma B em B’ e
C em C'. Sendo H e H' os ortocentros dos triangulos ABC' e AB'C’, respetivamente, a mesma

operacao transforma H em H’. Portanto, também sera valida a semelhanca:
ANHBC ~ ANH'B'C'.

Consequentemente,

/CBH = /H'B'C’,
/HCB = /B'C'H'.
Pelas propriedades de paralelogramos e angulos opostos pelo vértice segue:

/CXB=/BPC=/BPC'

Adicionalmente, pelo paralelogramo BPCX e o quadrilatero inscritivel BC' B’C' encontra-

se:
/XBC=/PCB=/C'CB=/C'B'B.

Logo, pelo critério de semelhanca AA, vale:
ABXC ~ AB'PC'".

Das duas ultimas semelhancas de triangulos conclui-se a semelhanca dos quadrilateros
BHCX e B'H'C'P. Portanto,
/HXB=/HPB'.

Por outro lado, de angulos com lados mutuamente paralelos e alternos entre paralelas:
/CXY =/PBH = /PCH = ZCHY.
O anterior significa que o quadrilatero HCY X é inscritivel. Finalmente,
/BPH = /XCY = /XHY = /HXB = /H'PB'.

Ou seja, pela reciproca de angulos opostos pelo vértice, H, P e H' sao colineares e BB,

CC" e HH' sao concorrentes.

LOPEZ LINARES, J. Circuncentro e Ortocentro: teoria, construcdes e problemas.
Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos, 2024. 68 p. ISBN 978-65-87023-41-0 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023410.



CAPITULO 4. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS 53

Figura 4.5: Uma construcao geométrica do Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.4 Ortocentro. Circuncentro. Baricentro. Paralelogra-
mos. P10 SL IMO 1996.

Problema 7. Seja o tridangulo ABC' de ortocentro H e P um ponto em seu circulo circuns-
crito, distinto de A, B e C. Sejam E o pé da altura BH e PAQB e PARC paralelogramos.
Adicionalmente, as retas AQ e HR encontram-se em X. Provar que os segmentos XE e¢ AP

sao paralelos.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Bombaim, India. Este ¢ o P10 da SL, proposto
pela delegagao do Reino Unido [2].

4.4.1 Resolucao do Problema 7

A Figura 4.6 ilustra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 4.6: Uma construcao geométrica inicial do Problema 7. Versao interativa aqui.

Q.

*

Fonte: O autor.

Pela hipotese de PAQB e PARC serem paralelogramos segue que QB || AP || RC e
QB = AP = RC. Logo, o quadrilatero QBCR também é um paralelogramo com QR || BC
e QR = BC. Portanto, a reta AH é perpendicular com QR (Figura 4.7). Pelo critério de
congruéncia LLL vale que ABCP = AQRA. O AQRA pode ser construido transladando o
ABCP pelo vetor P_Zl

Sejam G, G' e H' os baricentros do AABC, do APBC' e o ortocentro do AP BC, respetiva-
mente. Como os tridngulos ABC' e PBC' tém circuncentro comum O, a partir das propriedades

da reta de Euler e a reciproca do Teorema de Tales vale:

—
HH' = 3GG".

Seja M o ponto médio do lado BC, comum aos AABC e APBC. Pelas propriedades do

baricentro e a reciproca do Teorema de Tales vale:
—
3GG" = AP.

Segue que:

HH' = AP = RC.

Logo, o quadrilatero HH'C'R também é um paralelogramo com HR || H'C. Com isto,
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RH 1 QX da mesma forma que CH' L BP. Ou seja, o ponto H & ortocentro comum dos
ANAABC e ANAQR. Como ZAXH = ZAEH = 90° o quadrilatero AHFE X é ciclico. Portanto,

LQXE =/ZAXE =180° — LEFHA.

Estudando os triangulos retangulos associados com H encontra-se que /EHA = ZACB.
Segue:
/ZQXE =180°— ZACB.

Por construcao ABPC é ciclico. Portanto, ZACB = ZAPB e
/QXE =180°— ZAPB.

Também por hipétese, o quadrilatero QBPA é um paralelogramo, disto:
/APB =180° — ZQAP.

Ou seja,
/QXE = /ZQAP.

Pela reciproca de correspondentes entre paralelas demonstra-se que X E || AP.

Figura 4.7: Uma construcao geométrica do Problema 7. Versao interativa aqui.

Q&

Fonte: O autor.
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4.5 Ortocentro. Circuncentro. Poténcia de ponto relativo
a circunferéncia. P12 SL IMO 1996.

Problema 8. Seja ABC' um tridngulo acutingulo com BC' > C'A. Seja O o circuncentro, H
seu ortocentro e F' o pé da altura CH. Deize a perpendicular a OF em F encontrar o lado C'A
em P. Provar que /PHF = /BAC.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Bombaim, India. Este ¢ o P12 da SL, proposto
pela delegacao do Reino Unido [2].

4.5.1 Resolucao do Problema 8

A Figura 4.8 ilustra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.8: Uma construcao geométrica inicial do Problema 8. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Sejam E o pé da altura BH e Y e Z os pontos médios de AC' e AB, respectivamente
(Figura 4.9). Como Y & o circuncentro do AFCA (AY =Y F e ZFAY = /YFA = A) tem-se
ZAY'F = 180° — 2A. Como ZOFP = ZPYO = 90° o quadrilatero OF PY ¢ inscritivel e

/FPO = /FYO = 2A — 90°.
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Desenha-se a perpendicular HR a FFP com R € FP. De ZOZF = ZOFP = 90° segue
que ZZFO = ZHFR. Pelo critério de semelhanca AA vale:

ANOZF ~ AHRF.

Logo,
07 _HE
OF HF’
HR-OF = HF -OZ. (4.5.1)

Pelas propriedades do ortocentro tem-se:

HC HB

ﬁ — O_Y — (4.5.2)

Devido a ZBFC = ZBEC = 90°, o quadrilatero BCEF' é inscritivel por uma circunfe-

réncia k. A poténcia do ponto H relativa a k pode ser escrita como:
Poty,(H)=HF-HC = HFE - HB. (4.5.3)

Combinando (4.5.1), (4.5.2) e (4.5.3) escreve-se:

ot

HR-OF:HF-OZ:%HF-HC’:%HE-HB:HE-OY.

Portanto,
HR OY

HE ~OF’
Adicionalmente, de OF || HR e OY || HE segue que:
/ZEHR = ZYOF.
Pelo critério de semelhanca LAL vale:
AFEHR ~ AFOY.
Logo, /ZHRE = /ZFYO = 24 —90°. Do quadrilatero inscritivel H RPFE tem-se:

/LHPC =/HPE =/HRFE = ZFYO.

Do ACFA encontra-se que ZACF = 90° — A = ZPCH. Como o ZPHF é externo no
vértice H do APHC segue:
/PHF = /HPC + /PCH,
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/PHF =2A —90° 4 90° — A,

/PHF = A= /BAC.

Figura 4.9: Uma construcao geométrica do Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.6 Circuncentro. Ortocentro. Circulo de nove pontos. P5
SL IMO 1990.

Problema 9. Dado o AABC sem nenhum lado igual ao outro lado, sejam G, I ¢ H seus

centroide, incentro e ortocentro, respectivamente. Provar que Z/GIH > 90°.

A IMO 1990 foi realizada na cidade de Pequim, capital da China. Este é o P5 da SL,
proposto pela delegacdo da Franga [2].

4.6.1 Resolucao do Problema 9

A Figura 4.10 ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 4.10: Uma construgao geométrica inicial do Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam O o circuncentro do AABC, E o ponto médio de OH e R e r os raios das cir-
cunferéncias circunscrita e inscrita, respectivamente (Figura 4.11). No estudo da reta de Euler

demonstra-se que os pontos H, G e O sao colineares e que:
OH = 30G. (4.6.1)
A distancia incentro circuncentro foi encontrada anteriormente (Formula de Euler) como:
OI’ = R(R — 2r). (4.6.2)

O ponto E é o centro do circulo de nove pontos cg, de raio %. Adicionalmente, pelo
Teorema de Feuerbach o incirculo e cg sao tangentes internamente num ponto F. Isto significa

que F, I e E sao colineares e:

IEzg—ﬁ (4.6.3)

O resto da solucao ¢ deixada para o leitor.
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Figura 4.11: Uma construgao geométrica do Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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