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APRESENTACAO

Este texto é voltado para estudantes dos cursos de engenharia,
especialmente de engenharia civil, bem como profissionais de engenharia em
geral, tendo-se em mente que nos tempos atuais o conhecimento dos conceitos
de dinamica das estruturas vem ganhando importancia crescente, como vai
chamar a atencdo a exposicao inicial do Capitulo |, seguido de uma explanacao
geral do tema sob a 6tica da engenharia.

Inicialmente é importante ressaltar que a solucdo da equacédo de
movimento é, no presente texto, alcangada mediante duas técnicas matematicas
de integragdo, quais sejam, a técnica da superposicdo modal, assunto dos
capitulos de Il a VII, também referida como técnica de integracdo em termos
finitos, dado que o dominio de integracdo deve ser finito; e a técnica de
superposicao ondulatéria, assunto dos capitulos VIl e IX, também referida como
técnica de integracao em termos nao finitos, dado que o dominio de integracao
nesse caso pode ser ndo finito. No desenvolvimento do Método dos Elementos
Finitos apresentado no Capitulo X deixa-se claro que essas duas técnicas podem
ser empregadas também na versdo numérica da equagao de movimento.

Vale também ressaltar ainda que aspectos que interessam a pratica, como
as técnicas de avaliagdo do amortecimento. ou seja, Técnica do Decaimento
Logaritmico, Técnica da Meia Poténcia e Técnica do Circulo de Nyquist (circulo
ajustado), sdo apresentados em detalhes; sem contar estudo dos sensores de
vibracao e o tratamento digital de sinais de vibragao.

A exposicdo dos assuntos abordados, tendo-se por referéncia os
ensinamentos didaticos do Prof. Dr. Frederico Schiel, responsavel pela Catedra
que deu origem ao atual Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de Sao Carlos, da Universidade de Sao Paulo, tem inicio sempre pelo
tratamento de casos mais simples, evoluindo-se gradativamente para os mais
completos (complicados).

A equacgdo de movimento de um grau de liberdade é apresentada no
Capitulo Il, partindo-se dos fundamentos das Leis de Newton, tendo-se em conta
as acdes de inércia, de viscosidade e de rigidez, supostas em regime linear;
estudando-se a contribuicdo isolada de cada uma dessas ag¢des, bem como na
sequéncia suas combinacbes, visando-se mostrar suas contribuicdes no
comportamento do conjunto. Além disso, a técnica de integracao da equacao de
movimento é explicada em detalhes, langando-se mao das séries de Taylor, que
consiste numa maneira imediata e simples de abordagem das equagdes em jogo.
O estudo do problema da isolacao de vibragcdes exemplifica bem o emprego das
técnicas analiticas de solucdo, bem como a formulacdo de duas técnicas de
medi¢do indireta do amortecimento; sem contar uma breve apresentacdo dos
fundamentos dos sensores de medicdo do movimento, como o acelerbmetro e
sismdémetro.

Outras técnicas de integracdo sdo estudadas no Capitulo lll, onde chama-
se a atengdo para a técnica da convolucdo de Duhamel formulada de maneira
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mais direta, e da transformada de Fourier, muito util do ponto de vista operacional
na abordagem de vibragdes aleatorias, encerrando-se com a terceira técnica de
medi¢do indireta do amortecimento, denominada de Circulo Ajustado (Circle
Fitted), que decorre de um exame da transformada de Fourier do movimento livre
produzido por impacto e por deslocamento inicial imposto.

As técnicas de integragdo numérica da equagao de movimento de um grau
de liberdade sao objeto de apresentacdo no Capitulo IV, iniciando-se com a
classica das diferencas finitas centrais, seguindo-se da eficiente técnica proposta
por Newmark e de outras destacadas na literatura, bem como uma proposta pelo
autor em termos das diferencas finitas hermitianas. O estudo detalhado da
estabilidade numérica é apresentado para as duas primeiras com extensao
imediata para as outras técnicas, bem como a questdo do amortecimento
numeérico. A técnica de integragéo via transformada de Fourier € discutida apenas
como uma ilustragéo, visto que sua eficiéncia, mesmo com a versao dada pela
transformada rapida de Fourier, fica a desejar na compara¢ao com as integracoes
numéricas diretas. Em apéndice apresenta-se o tratamento digital de sinais
dindmicos, esclarecendo-se a questao do aliasing (falseamento) e do leakage
(descontinuidades), duas distorcdes introduzidas no sinal digitalizado, bem como o
janelamento.

O capitulo V trata dos sistemas estruturais de dois ou mais graus de
liberdade, iniciando-se com a formulagcdo via método dos deslocamentos,
definicdo dos modos de vibracdo e frequéncias naturais, seguido do estudo da
ortogonalidade dos modos naturais de vibracédo, e método da superposicao modal,
base da integracao em termos finitos da equacao de movimento, assumido que o
dominio de integracao seja finito. Exemplos de aplicagdo mostrando a questao do
batimento e de absorvedor dindmico, bem como movimentos de base e a
mobilizacdo de frequéncias altas na resposta, que ocorre em problemas da
balistica, dado que o carregamento do impacto tem curta duragdo. A abordagem
no dominio da frequéncia, transformada de Fourier, bem como a formulacdo da
integracdo da equagao de movimento via técnica do autovalor complexo, estudo
da solucdo harmoénica permanente e justificativa do procedimento SRSS da
analise sismica (raiz quadrada da soma de quadrados). O ultimo tema consiste na
formulacdo do amortecimento histerético.

VibracOes aleatorias s&o estudadas no Capitulo VI, iniciando-se com a
caracterizacao de processo aleatério, seguido de uma apresentagao detalhada da
Teoria da Probabilidade, abordagem do processo binario e processo aleatorio
geral, e ergodicidade. Relacdes espectrais e integracdo da equacao estocastica
para solicitacdo aleatoria vem em seguida. Processos aleatorios de banda estreita
e estudo dos estados limites para vibragdes aleatorias completam o temario.

Vibracdo de barras e vigas sdo o objeto do Capitulo VII, incluindo-se a
formulagdo do modelo de amortecimento viscoso, relagdes de ortogonalidade dos
modos de vibracao e integracdo pela técnica da superposicdo modal. Estudo de
cargas moveis, movimentos de apoio, bem como o modelo flexdo de Tmoshenko e
influéncia da forga normal sdo desenvolvidos, encerrando-se com o estudo das
vibragbes de viga sobre base elastica segundo os modelos de Winkler e bi-
paramétrico de Pasternak.
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O movimento ondulatério de barras e vigas, que se obtém pela integracédo
da equacgdo de movimento em termos nao finitos (meio continuo), sdo o assunto
do Capitulo VI, bem como o modelo ondulatério de Timoshenko, inclusive pela
inclusao de viscoelasticidade. O movimento ondulatério do continuo tridimensional
constitui tema do Capitulo IX, primeiramente destacando-se as duas ondas de
dominio: ondas de tensdo normal, chamada onda p, e ondas de cisalhamento,
denominadas ondas sh e sv. Estudam-se em seguida a onda de superficie, de
Rayleigh, guiada e de Love. O estudo da onda esférica finaliza o capitulo em
questao.

A integracdo numérica na variavel espaco € formulada pelo método dos
Elementos Finitos via integracéo pela técnica de Galerkin, iniciando-se com o caso
de barras, movimento axial, seguido do caso de flexdo de vigas e estudo da
dispersdao numeérica e reflexdes espurias, distor¢coes introduzidas pela integracéo
numérica. As ondas flexionais de Timoshenko, formulacao de elementos finitos bi
e tridimensionais isoparamétricos, com emprego da variante isoparamétrica e
integragdo mediante quadratura de Gauss e elementos finitos de placas
completam o temario sobre o assunto.

O Capitulo X aborda a formulacdo nao linear unidimensional pela variante
posicional, integragdo por meio de fungdes eliticas e via numérica utilizando-se a
formulacao de Galerkin, e processo iterativo de Newton, bem como explicitando-se
o erro de truncamento. A analise bidimensional segue a mesma orientagao
empregada no caso unidimensional, acrescentando-se a formulagéo via tensor de
Piola-Kirchhoff, bem como o emprego da férmula de Nanson.

O texto em questao é o resultado final do compromisso assumido pelo autor
para com a Fundacédo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP),
Coordenacao para o Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior, do Ministério
da Educacao e Cultura (CAPES-MEC), e Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnologico do Ministério da Ciéncia e Tecnologia (CNPq) em razéo
do apoio ao Programa de Pds-Doutorado do autor no Computational Mechanics
Center de Southampton UK, no periodo de 01 de outubro de1982 a 15 de Outubro
de 1983 (foram quatro auxilios para um ano de programa, com quatro relatérios de
atividade!- tempos dificeis para os engenheiros)

O autor expressa especial agradecimento ao desenhista Francisco Guedes
Brito pelo capricho e presteza na produc¢ao das figuras.
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CAPITULO |
INTRODUCAO

1.1- Consideracoes iniciais

Para esclarecer a importancia da analise dindmica das estruturas nos
tempos atuais, a Figura 1.1 mostra uma torcida assistindo a um jogo de futebol
no final dos anos quarenta do século passado, ficando-se claro que se tratava
de uma torcida bem comportada, pois naquele tempo as pessoas iam aos
estadios com chapéu e de terno e gravata. Valendo-se lembrar que, para
acalmar eventuais animos exaltados, no intervalo do jogo uma banda de musica
apresentava seus mais animados dobrados.

Figura 1.1

A Figura 1.2 mostra os torcedores mais rebeldes daquele tempo, sentados
fora dos locais adequados, inclusive um dos membros da torcida usando um
lenco com os nds nas pontas no lugar de chapéu.
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Figura 1.2
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Confrontando-se essa comportada torcida do final dos anos quarenta com
o0 comportamento das torcidas hoje em dia, verifica-se uma radical mudanga de
comportamento, via de regra, agora dancando e pulando euforicamente e com
dancas ritmadas, seguindo-se a um comando unico, sem contar a algazarra
reinante e a chamada movimentagdo ondular sincronizada da ‘ola mexicana’,
excitando-se dinamicamente a estrutura das arquibancadas. Esse
comportamento virou uma regra em todos os estadios do mundo, levando-se as
autoridades a examinar melhor o que estava acontecendo com as estruturas,
pois era visivel aumento na movimentacdo da estrutura das arquibancadas.
Afinal, o carregamento com caracteristica estatica proporcionado pelas torcidas
no passado era padronizado tendo-se em conta uma multiddo comportada, algo

como 4000N/m?, e agora estavam certamente majorados por efeito dinamico,
e com risco de desabamentos.

Assim, no final dos anos noventa do século passado houve no mundo todo
estudos de reforgos nas estruturas dos estadios, tendo-se em conta essas novas
solicitagcdes dinamicas. A Figura 1.3 mostra esquematicamente ensaios levados
a efeito no Estadio do Morumbi, Sao Paulo, mediante o chamado método do
fusivel mecénico, que consiste em tracionar o fusivel mecanico até a ruptura,
promovendo-se entao a vibragao livre da estrutura por meio de condicdes iniciais
de deslocamento imposto e com velocidade nula.
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Figura 1.3

Interessante € que, no caso dos testes no Estadio do Maracana no Rio de
Janeiro, a opcao foi por excitar a vibracao livre da estrutura mediante queda de
pesados sacos de areia, cujo impacto simula condicdes iniciais de velocidade
imposta e nula de deslocamento; e, com isso, 0s ensaios do Estadio do Morumbi
e do Maracana empregaram, na medida do amortecimento as duas variantes da
técnica denominadas Circulo Ajustado (Circle Fitted), a ser apresentada em
detalhes no final do Capitulo IlI.

Ensaios mais requintados com excitadores harmoénicos também foram
levados a efeito no Estadio do Morumbi, como mostra a Figura 1.4, facultando-
se uma andlise em frequéncia mais detalhada e precisa do comportamento
dinamico da estrutura do estadio
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Outro exemplo da importancia da analise dindmica consiste no estudo do
impacto proporcionado pelos acidentes que ocorrem nas competicdes de
corridas automobilisticas, como as da Férmula 1. A Figura 1.5 mostra os
momentos finais de um capotamento espetacular da Sauber pilotada pelo
brasileiro Pedro Paulo Diniz, no Grande Prémio da Europa em Nurburgring,
Alemanha, em 1999.

R bl

Figura 1.5

Embora o carro tenha se despedacado, felizmente o piloto brasileiro ndo
sofreu lesdes graves, mas o fato de se ter rompido o protetor de cabega (roll bar)
fez com que a Federacéao Internacional de Automobilismo (FIA) anunciasse de
imediato mudanca nos critérios de projeto dessa peca importante na protecao do
piloto, principalmente pelo fato dela n&o ter resistido ao toque na zebra como
previsto no estabelecimento do critério entao vigente, mostrados na Figura 1.6.

[7 o o =57 n an
@ TESTE DE RESISTENCIA EXIGENTE 8§
56 disputam o Mundial os carros aprovados pela FIA no
crash test. O do roll bar & um dos mais exigentes.

O rol bar deve resistir @ trés forgos
oplicadas simullaneamente.

j 3 E equivale a 780 kg, ou seja, o
| Roll bor)/(, /m peso do corro com pileto e
' - '

combustivel

Célulo de sobrevivéncie

o— Monocoque

=
0,

i J

b .

1

Fiérura 1.6



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

O protetor de cabeca, no critério vigente a época, deveria resistir a uma
forca vertical de 8P=6240 Kgf com retragdo de no maximo 100mm, no sentido
longitudinal a uma forca de 5.5P=4290Kgf, com movimentacdo de no maximo
50mm, bem como no sentido lateral a uma forca de 1.6P=1248Kgf e
movimentacao de também 50mm. O peso P considerado de 780Kgf, representa
o peso médio do carro com piloto dentro e mais o combustivel. Todavia, no caso
do carro da Sauber, no toque na caixa de brita o impacto lateral superou os
1248Kgf garantidos no teste da FIA. Por sorte, a menor estatura do Pedro Paulo
Diniz ndo permitiu que todo o peso do carro atuasse sobre sua cabecga, bem
como o fato de o cockpit ser mais baixo em 1999.

A figura 1.7 registra o fato de que o aumento da resisténcia dos carros
salvou a vida do piloto Luciano Burti em acidente semelhante sofrido na corrida
de Spa-Francorchamps, Bélgica, pouco tempo depois em 2001, mostrando-se o
acerto dos novos critérios.

S _— Escasoliir il ) |
Resisténcia dos carros salvou
Burti no acidente na Bélgica

Figura 1.7

Em 2017 foi introduzida mais uma protecao aos pilotos, com o dispositivo
denominado Halo, como mostra a Figura 1.8, que salvou a vida do piloto francés
Romain Grosjean, da Hass, em acidente no GP do Bahrein de 2020, com seu
carro partindo-se ao meio e pegando fogo apds bater no guard rail e no choque
com a Alpha Tauri do russo Danil Kvyat.
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Figura 1.8
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Como bem sabido, a competicdo da Férmula | exibe o que de mais
avancado a industria automobilistica tem em matéria de seguranca dos pilotos
em situagdes de impacto, cujo estudo decorre da analise dindmica da estrutura
dos carros. E essa preocupacao se volta também para os pedestres em situagao

de atropelamento, como mostra testes de um airbag externo da Volvo a Figura
1.9.

v
tes. Airbag para pedestre serd acionado em crash-test

Figura 1.9

B s

Choque. Sensores no capd reconhecem uma perna humana

A empresa Mercedes-Benz em 2003 apresentou modificacbes na parte
do capb e frontal para, no caso de atropelamento de pedestre, reduzir as lesdes
na parte baixa da coluna, como ilustra a Figura 1.10.
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Figura 1.10
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A Figura 1.11 mostra testes de colisao frontal em estudos para a protecao
das pessoas no interior do carro Toyota Corolla. A plastificacao da estrutura do
carro consome boa parte da energia envolvida na colisao, aliviando-se o impacto
nos ocupantes do veiculo.

or, -
que estd hi 18 anos em
atividade e tem cerca de
650 impactos na

Figura 1.11

Outra aplicagdo importante do estudo do comportamento dindmico das
estruturas ocorre no desenvolvimento do calcado ténis, que sdo cada vez mais
adequados as atividades esportivas e de laser, pela introdugdo de
amortecimentos especiais, como exibe-se na Figura 1.12. Em outras palavras, 0
ténis agora passou a ser um produto de engenharia por contemplar quesitos
técnicos de qualidade, assim como tecidos especiais para a vestimenta de
atletas.

1 Parceria resultou
em calgado préprio
para caminhadas

>0 ténis que saiu coordenados pela professora
da universidade Heloiza Helena Ribeiro
Figura 1.12

1.2-Reacoes do corpo humano a vibracoes

Estudos mostraram que o corpo humano reponde a movimentos
vibratorios para frequéncias de quatro a cem hertz, A Tabela 1.1 mostra as faixas
de frequéncias onde se observam movimentos maiores dos varios membros do
corpo humano.

Tabela 1.1
Parte baixa da coluna 4-6Hz
Parte alta da coluna 10-14Hz
Cabeca e ombros 20-30Hz
Globo ocular 60-90Hz
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Em verdade, os primeiros estudos da resposta do corpo humano a
movimentos foi desenvolvido para resolver o problema da ejecao de pilotos de
aeronaves atingidas durante batalhas aéreas. Na primeira Grande Guerra os
avides voavam em baixa velocidade, e, ao ser atingidos, permitiam que o piloto
saltasse de paraquedas sem problemas, mas ja na segunda Grande Guerra a
velocidade das aeronaves inviabilizava o salto, e entdo se estudavam os niveis
de esforcos suportados pelos pilotos ao serem violentamente ejetados da
aeronave. De qualquer modo, a evolugéao desses estudos resultara nas curvas
de conforto mostradas na Figura 1.13, admitindo-se claramente que a grandeza
que controla o conforto é o nivel de aceleragao que varia segundo a frequéncia.
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a) Vibragao longitudinal b) Vibragdo transversal
Figura 1.13

Os engenheiros em meados dos anos cinquenta do século passado
achavam que o conforto estava relacionado com a derivada da aceleracao,
denominada jerk, se esquecendo dos fundamentos das Leis de Newton, que
mostravam que nenhuma grandeza fisica estava relacionada com essa derivada,
uma vez que, se isso nao fosse verdade, a equacao de movimento deveria incluir
tais grandezas. Todavia, tal equivoco foi logo resolvido, ficando-se claro que o
mal estar estava de fato relacionado com a magnitude da aceleragdo. Sucede
gue a sensagao ao descer em um toboga parecia aumentar conforme a variagao
da inclinagao, ou seja da variacao da aceleragao, no caso gsenf, sendo 6 a

inclinagéo da rampa.
1.3-Objetivos da analise dinamica

Os objetivos da analise dindmica de estruturas sao basicamente os
mesmos da analise estatica, mas com caracterizacao apresentando diferencas.
Em primeiro lugar pela consideragdo da variavel tempo, bem como frequéncia,
sem contar que também sao consideradas as magnitudes da aceleracéo, e
eventualmente da velocidade.

O calculo da magnitude dos deslocamentos, como na andlise estatica,
decorre do fato de as estruturas apresentarem restricoes de diversas naturezas,
como as funcionais ja mencionadas no caso do protetor de cabeca dos carros
de corrida, e limitagées operacionais como no caso de limitagdo do espaco livre
para as movimentagdes da estrutura, e tantos outros.



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

Por seu lado, o calculo da magnitude das aceleracbes tem a ver,
especificamente, conforto dos usuarios, como ja trabalhado no item anterior,
cujas limitagcdes variam no dominio da frequéncia, bem como do tempo de
exposicao.

Os esforcos internos: momento fletor, forca cortante e forca normal estao
relacionados com os critérios de projeto, visando a devida seguranga no tocante
ao colapso, definidos pela caracterizagdo do estado limite dltimo, e do bom
funcionamento, cujas carateristicas tem a ver com a definicdo do estado limite
ultimo de utilizagao.

Finalmente, o célculo das tensbes visa o atendimento dos critérios de
fadiga do material da estrutura, bem como a determinac¢ao da vida util do sistema
estrutural.

1.4-Etapas da analise dinamica

A analise dinamica comeca pela caracterizagao da solicitacdo em estudo,
que consiste numa funcao nas variaveis espaco e tempo, seguida da modelagem
da estrutura, cujo comportamento dindmico € descrito pelas matrizes de massa
que contemplam as grandezas inerciais, de rigidez que tem em conta a reacao
da estrutura a deformagdo (mudanca de forma), e, finalmente, a matriz de
amortecimento que leva em conta as forgcas de viscosidade envolvidas na
movimentagao, mobilizadas pela velocidade. E por fim, a aplicagéo da teoria das
vibracdes toma lugar, com destaque, no caso da engenharia, para as técnicas
apropriadas de integracdo das equacgdes de movimento, visando avaliar os
deslocamentos resultantes, bem como velocidades e aceleracdes, dado que sé&o
parametros com limitagbes de magnitude, em razdo do conforto humano ja
mencionados. Além disso, a obtengdo dos esforcos internos também limitados
em razao da capacidade limitada de resisténcia do material, bem como da
deformabilidade dos materiais da estrutura; sem contar as tensées necessarias
ao estudo da ruptura por fadiga dos materiais.

Apresenta-se, no que se segue, cada uma dessas etapas em maiores
detalhes.

1.4.1-Solicitacdes dinamicas
As solicitagbes dindamicas podem ser entendidas como deterministicas no
caso em que a magnitude do carregamento varia no tempo segundo fungdes
conhecidas, podendo ser periddicas, como no caso harmdnico mostrado na
Figura 1.14 a), ou seja:
P(t) = Psenot (1.1)

ou ainda a soma de carregamentos harmonicos:

P(t) = Pseno,t + Psenw,t +... (1.2)

como exibido na Figura 1.14 b); ou mesmo impactos de maquinas de percussao
(marteletes), como mostra a Figura 1.14 c¢), que podem ser representados por
uma série de Fourier; e aperiddicas como a solicitagcdo de arranque ou frenagem
ilustrada na Figura 1.14 d), que consiste numa fungdo harménica amortecida,
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solicitacdo por onda de choque produzidas por explosées na atmosfera como
exposto na Figura 1.14 e), ou mesmo solicitacao por veiculos em movimento
uniforme atuando sobre a estrutura, como ilustrado na Figura 1.14 f).
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|/\/ /\v_T =t N
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f) Forca em movimento

c¢) Forc¢a de impacto

Figura 1.14

A Figura 1.15 a) € um registro tipico de uma solicitagédo aleatéria, que pode
ser o registro das pressdes causadas pelo vento, das aceleracbes de um
terremoto, altura das ondas do mar, que produzem pressdes hidrodinamicas,
etc., pois a solicitacado verificada em um trecho do registro nao se repete mais ao
longo do proprio registro; constatando-se assim a existéncia de incerteza. A
Figura 1.15 b) ilustra a densidade de probabilidade da solicitacdo em questao.

10
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t+At

) ds=p(x)dx

PX)

p

a) Registro b) Densidade de probabilidade
Figura 1.15

A natureza pode ser entendida como uma fabrica que produz ventos,
chuvas, terremotos etc., porém, caprichosamente, segundo processos de
producéo aleatérios, conquanto, do mesmo modo que nao existe uma pessoa
igual a outra, um vento, uma chuva e um terremoto n&o é igual a outro. Assim
sendo, nesses casos tem-se que lancar mao da Teoria da Probabilidade, uma
vez que se trata da unica maneira de se lidar com tais problemas.

1.4.2-Modelagem da estrutura

A modelagem discreta de um sistema estrutural parte da identificagéo das
grandes massas mobilizadas no movimento, como nos casos ilustrados na
Figura 1.16. O caso da Figura 1.16 a) consiste num portico de um andar, com a
grande massa na altura do andar; no caso de uma caixa d’agua, como ilustrada
na Figura 1.16 b), a grande massa vem a ser a 4gua armazenada; ou seja,
nesses casos a grande inércia esta localizada, e tais sistemas podem ser
simbolicamente representados pela figura classica de sistemas de um grau de
liberdade mostrada na Figura 1.16 c).

D @m—>

_—
L i
k k ¢ " zk
C

c
7 m l
a) Portico b) Carga d'agua c) Representacdo simbdlica
Figura 1.16

A modelagem de sistemas estruturais mais complexos, como no caso de
analise plana de porticos de multiplos andares mostrado na Figura 1.17 a), no
caso de analise tridimensional de pérticos, Figura 1.17 b), pode ser levada a
efeito mediante a consideracdo de movimentos com varios graus de liberdade.
Ja a Figura 1.17 c) exibe a modelagem do meio estrutural continuo discretizado
segundo o método dos elementos finitos, com o grau de liberdade definido pela
propria malha adotada na simulagéo.

11
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Figura 1.17

A Figura 1.18 a) ilustra a modelagem do corpo humano apresentada no
inicio dos anos sessenta do século passado para estudos da reagdo do corpo
humano em viagens aeroespaciais, e a Figura 1.18 b) uma evolugcao do modelo
para abordagem da movimentagédo da coluna vertebral apresentada ja nos anos
noventa, sofisticando-se bastante a modelagem com a consideracdo de muito
mais graus de liberdade. A evolugdo dos computadores viabilizou o
desenvolvimento extraordinario da chamada Biomecanica, que tem nos modelos
da Figura 1.18 estudos pioneiros.
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Figura 1.18

1.4.3-Teoria das vibracoes

A segunda Lei de Newton permite formular as equacdes de movimento do
sistema estrutural, resultando-se, em notagdo matricial, na forma:

[M]{% +[C]{x} +[K]{x} = {P(t)} (1.3)

12
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onde [M] € a matriz de massa, cujos elementos contemplam as grandes inércias,
[C] € a matriz contemplando as forcas de amortecimento mobilizadas na

movimentag&o das massas consideradas na matriz de massa, e [K] a matriz de

rigidez que contempla as forgas elasticas mobilizadas nas deformacdes do
sistema estrutural; o vetor {x} representa os movimentos das massas, com

pontos superiores indicando o grau de derivacdo no tempo, e o vetor {P(t)} as

solicitagcdes segundo os graus de liberdade considerados.

A Teoria das Estruturas € o ramo do conhecimento que trata da integracéo
do sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem no tempo dado em (1.3),
o qual pode contemplar nao linearidades fisicas envolvendo tanto os termos de
velocidade quanto de deslocamentos.

Nesse ponto vale registrar que a engenharia tem técnicas proprias para
efetuar a integracdo da equacado (1.3), e essas técnicas sdao objeto de
desenvolvimento ao longo dos capitulos. Embora a Matematica tenha trabalhado
muitos meétodos para tal, nas aplicagdes da engenharia apenas algumas dessas
técnicas sao apropriadas para a engenharia, como se esclarece ao longo do
texto.

1.5-Comparacao ilustrativa entre modelo estatico e dinamico

Para finalizar essa apresentacdo, nada mais adequado, especialmente
para os engenheiros civis, que providenciar uma comparagao entre os elementos
trabalhados no modelo estatico de uma viga em balango com o modelo dinamico.

A Figura 1.19 a) exibe uma viga em balanco com uma carga na
extremidade, como pioneiramente Galileu considerou ao dar inicio a area do
conhecimento da Resisténcia dos Materiais. A Figura 1.19 b) mostra a
deformada da viga e a Figura 1.19 c¢) a configuracao de equilibrio com a
indicacao dos esforgos solicitantes momento fletor e forga cortante atuantes
numa secao genérica.

\LP

PANNNNRN

a) Viga em balanco

b) Deformada

M AV
¢) Equilibrio genérico

Figura 1.19
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A Figura 1.20 reproduz a viga em balan¢o, chamando-se a atengao para
o fato de que agora acha-se envolvida também a variavel tempo, com destaque
para existéncia das for¢as de inércia mobilizadas no caso dinamico.

LP(t)

AAMNAAY

a) Viga em balanco

b) Deformada
M(t) V(t)
m WP (t)
PV (x,0)
c¢) Equilibrio genérico
Figura 1.20

A equacao constitutiva também apresenta diferencas notaveis, pois no
caso estatico tem-se:

o =Eg¢ (1.4)

sendo ¢ atensdo desenvolvida, ¢ a deformacao correspondente e E o mddulo
de elasticidade do material, resultando-se nas seguintes relagbes momento-
curvatura e cortante-distorgéo, respectivamente:

2
M=-£e1dY
:;‘ (1.5)
VA
dx

onde Ivem a ser o momento de inércia da secao transversal da viga.
No modelo dindmico a equagdo constitutiva, no caso de material
viscoelastico, por exemplo, se escreve:

G=E£8+C%j (1.6)
dt

ganhando-se as correspondentes de (1.5), por conseguinte, as seguintes
redacoes:

14
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2 2
M=—a-9%+c£2{§1]
dx dx“\ dt
3 3
V = El d—‘;+cd—3(d—v]
dx dx®  dt

chamando-se a atencdo para o fato de que a viscosidade acrescenta nos
esforcos internos uma contribuicdo, como se uma massa fluida no interior
contribuisse com uma parcela da reacao do material.

Em resumo, o modelo dindmico acrescenta um carregamento devido a
mobilizagdo de forgas de inércia, bem como modifica o equilibrio interno ao ter
em conta forcas de viscosidade.

(1.7)

1.6-Grandezas fisicas e unidades

Entende-se por grandezas fisicas as propriedades mensuraveis de um
fenbmeno, sendo que as grandezas podem ser escalares, quando apenas um
namero é necessario para caracterizar, a exemplo da massa de um volume de
material, quantidade de bois no pasto etc., e vetoriais quando, no caso espacial,
trés numeros sao necessarios (componentes do vetor) para caracterizar tais
grandezas; e, finalmente, tensorial de segunda ordem exigindo-se seis numeros
para a sua definicdo no caso de tensor simétrico, e tensores de ordem mais
elevada que dois.

No caso de tensores simétricos, o seguinte desenvolvimento é ilustrativo:
o tensor de ordem zero caracteriza a grandeza escalar, que pode ser uma funcao
nas variaveis espaco, ¢ = ¢(x,y,z), € o tensor de ordem 1 consiste na grandeza

vetorial, que sdo suas derivadas parciais em numero de trés, ou seja:

_ 0%(x,y,2)
(I)x - 6X
_ a0(x,y,2)
oy
o9(x,y,2)

L

by

e o tensor de ordem 2 as derivadas segundas, quais sejam:

I (S
0, > {05 6, 9]
L
que, face a igualdade de derivas parciais envolvendo as mesmas variaveis,

apresentam apenas seis parametros independentes, cuja representacao em
notacao matricial fica:

15
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e, por decorréncia, a extensao para tensores de ordem maior.

As grandezas basicas do Sistema Internacional de unidades (Sl)
diretamente relacionadas com a dindmica das estruturas sdo a massa em
quilograma massa, o comprimento em metro, e o tempo em segundos. Todavia,
em passado nao muito distante (até o inicio dos anos setenta) era comum na
Engenharia Civil o emprego do Sistema Técnico de unidades (ST), cujas
unidades basicas eram a forgca em quilo forca, que vem a ser a forga de atracéao
da gravidade sobre um litro de 4gua, o comprimento em metro, e 0 tempo em
segundo. Uma desvantagem do sistema técnico era a abordagem estranha da
grandeza massa, pois nesse sistema a massa teria por unidadem ~1kf /g, ou
seja, aproximadamente 0.1 UTM de massa (unidade técnica de massa),
adotando-se aceleragdo da gravidade g~10m/s®. Na época havia uma
confuséo entre quilo massa e quilo forca esquecendo-se de se ter em conta a
Lei de Newton corretamente.

A Tabela 1.2 indica algumas grandezas de interesse, as unidades e o
simbolo universal correspondente, bem como a Tabela 1.3 indica a denominagéo
dos multiplos e as fragdes das grandezas.

Tabela 1.2
Grandeza Unidade Simbolo
Massa quilograma Kg
Comprimento metro m
Tempo segundo S
Forca Newton (kgm/s?) N
Velocidade metro por segundo m/s
Aceleragao Metro por s> m/s?
Tensao Pascal (N/m?) Pa
Momento Newton-metro N.m

1.7-Medida do tempo

Tendo-se em vista que o tempo € uma variavel cuja natureza sempre
intrigou 0 pensamento humano, especialmente no entendimento do principio da
causalidade, que estabelece ocorrer o efeito sempre depois da causa, sem
cantar ser impossivel retornar ao passado, ou mesmo acelerar ou diminuir a
velocidade com que o tempo se esgota. Todavia, independentemente do
entendimento do que vem a ser o tempo, sua medida pode ser feita como
exposto no que se segue.

16
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Tabela 1.3
Fator de Nome Simbolo
multiplicacao
10'® exa E
10" peta P
102 tera T
10° giga G
10° mega M
10° quilo Kk
102 hecto h
10' deca da
10~ deci d
1072 centi C
1073 mili m
10°® micro u
10°° nano n
1072 pico p
107'° femto f
1078 atto a

A medida do tempo que temos hoje depende, como sabido do ciclo solar,
com o dia entendido como o tempo de revolugdo da terra em seu préprio eixo,
tendo 24 horas de duragdo. Esse ciclo é fundamental para a vida, pois governa
o ciclo do crescimento das plantas. Todavia, a medida do tempo antes de a
civilizacdo humana dominar a agricultura, no periodo em que as comunidades
humanas eram némades, o ciclo basico da vida era regido pelas fases da lua, e
concidentemente, o ciclo lunar é exatamente o ciclo da reprodu¢édo humana (28
dias)!

Como a revolugao da terra em relacédo ao seu eixo nao tem sincronia com
sua revolugcado em torno do sol, a repeticdo da mesma posi¢cao do sol no céu,
chamado de ano tropical, tem a duracédo de 365,2422 dias, mas o0 ano sideral,
que consiste na repeticdo da mesma posicdo de uma estrela no céu, tem
duracao de 365,2564 dias. Sucede que o calendario Juliano era baseado numa
aproximacéao do ano dada por 365,25 dias que corresponde a 365 dias mais um
quarto de dia, criando-se assim no calendario o chamado ano bissexto, tendo o
més de fevereiro no ano bissexto um dia a mais. No calendario Juliano sempre
0s anos divisiveis por 4 seriam, pois, bissextos.

Todavia, na época do pontificado do papa Gregaorio XllI foi sentido que as
estacdes do ano estavam ocorrendo com defasagem sistematica e apreciavel, e
os astronomos do Vaticano verificaram que isso se devia a aproximagéo adotada
no calendario Juliano (365 + 4 dias), e, refazendo-se os calculos, propuseram
gue o calendario mais correto seria baseado numa aproximagao melhor, ou seja:
365,2425 que equivale a 365+1/4-1/100+1/400, e, com isso, nesse novo
calendario, chamado Gregoriano, todos os anos divisiveis por 4 continuariam a
ser bissexto, os divisiveis por 400 também, mas os divisiveis por 100, como
1700, 1800, 1900 etc., ndo seriam. Para dar inicio a esse novo calendario e
corrigir o erro acumulado, no ano de 1582 foram eliminados 10 dias no més de
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outubro: em termos coloquiais, as pessoas foram dormir no dia 04 de outubro,
uma quinta-feira, e acordaram no dia 15 de outubro, uma sexta-feira. Nesse novo
calendario uma nova correcao so vai ocorrer no ano de 333; ou seja, por ora nao
deve causar grandes preocupacgées, afinal s6 no ano 3333 o0 més de fevereiro
vai ficar com 27 dias (365,2425-365,2422=0,0003, e 1/0,0003=3333).

Complementando-se, cumpre assinalar que a medida do tempo é
basicamente a hora, que consiste na fragdo 1/24 da duragéo do dia; por sua vez
a hora é dividida em sessenta minutos e o minuto em sessenta segundos. Trata-
se, pois, de uma medida segundo o sistema sexagesimal, que tem por base a
estrela de Davi, a qual tem seis pontas. Esse sistema ainda tem lugar em tempos
modernos por meio de unidades como a duzia que significa o numeral doze, a
grosa que consiste em doze duzias e a mao que corresponde a 5 duzias
(sessenta).

A divisdo do globo terrestre em fusos horarios como conhecida hoje foi
convencionada num encontro de 25 nagdes em Washington, USA, em 1884,
tendo o meridiano que passa por Greenwich, préximo de Londres, Inglaterra,
como referéncia zero, sendo horas a menos para os meridianos a leste e horas
a mais para oeste, ficando-se a linha internacional da data numa regido remota
do oceano Pacifico. Por essa razao as primeiras festas de réveillon ocorrem nos
paises daquela regiao.

Além disso, cumpre também assinalar que o famoso tratado das
Tordesilhas, firmado entre os reis de Portugal e Espanha em 1494, ao se referir
a longitude na qual se dividia 0 mundo portugués e espanhol, numa época que
ndo se dispunha de relégio que funcionasse em embarcagdes, portanto sem
definicao clara, permitiu aos portugueses conquistar pacificamente um territério
continental para o Brasil. Além disso, outra curiosidade na histéria relacionada a
medida do tempo aconteceu na primeira circum-navegagao realizada pelo
navegador portugués Ferndo Magalh&es, sob o patrocinio da coroa Espanhola.
Sucede que essa navegacao foi feita na direcao do sol poente, e ao seu término
havia uma diferenca de exato um dia a menos em relagcao ao calendario da
Europa. Essa diferenca foi uma questao que ficou em aberto por mais de cem
anos; afinal o dia medido na frota de Magalhdes ficava em média sempre um
pouco mais longo consequentemente, algo nao percebido na época.
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CAPITULO Il
EQUAGCAO DE MOVIMENTO

2.1-Introducao

O presente capitulo é dedicado ao estudo da equacdo de
movimento, iniciando-se com os fundamentos da mecéanica newtoniana,
seguido das trés leis do movimento de Newton e estudo da vibracdo de
sistemas de um grau de liberdade, bem como discutidas varias implica¢ées de
ordem pratica.

2.2- Fundamentos

Antes de se abordar os fundamentos da mecanica newtoniana, vale
discorrer um pouco sobre o tempo, variavel tempo, dado que essa variavel, que
tanto tem merecido do pensamento humano constante reflexdo, e tem sido
sempre um tema favorito dos filésofos.

Por exemplo, na visdo do filésofo alemao Immanuel Kant o tempo € o
ato da transformagéo, sem contar que se trata de algo que soé vai, por assim se
dizer, numa Unica direcdo: do presente para o futuro; ndo havendo, para o
nosso entendimento, retorno ao passado. Sem contar que sua “velocidade” de
esgotamento, por assim se dizer, ndo depende de nossa vontade, ou de algo
que podemos fazer. Caminhamos sempre para o futuro, jamais para o
passado; disso decorrendo a no¢cao de casualidade, ou seja, o efeito vem
sempre depois da causa. Do ponto de vista matematico, o fato de que o que
ocorre no presente sé depende do passado, jamais do futuro, implica em que
as condicionantes do movimento sdo dadas por condi¢des iniciais, nao tendo,
pois, nenhum sentido ter-se em conta condi¢gdes de contorno envolvendo a
variavel tempo (o futuro afetando de algum modo o presente).

Nesse sentido cumpre assinalar que modernas teorias desenvolvidas no
inicio do século passado, como a teoria da relatividade por Albert Einstein, que
explica fenbmenos césmicos, e a mecanica quantica iniciada por Max Planck e
que cuida do movimento das particulas elementares da matéria, acabaram por
abalar os alicerces da mecanica newtoniana. Todavia, tendo-se em conta a
gama de grandezas com as quais lidamos no dia a dia, as restricoes
consideradas por essas novas teorias indicam que eventuais corre¢cdes na
mecanica newtoniana n&o sdo nada apreciaveis na pratica.

As Figuras 2.1 a) e b) descrevem a posicao de um objeto ao longo do
tempo (histéria de sua posi¢do). A descricdo retratada na Figura 2.1 a) nao é
aceitavel, porquanto um objeto ndo pode, segundo nosso entendimento laico,
ocupar duas posicdes no espago a0 mesmo tempo (principio da onipresenca).
Sucede, por outro lado, que nesse caso a velocidade assumiria valor infinito no
instante do salto, o que corresponderia, por exemplo, a uma energia cinética
infinita; e energia infinita simplesmente nao tem o menor sentido. Portanto, a
funcdo que descreve a posicdo de um objeto ao longo do tempo sé pode ser
expressa por uma funcao continua, como mostra a Figura 2.1 b).
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x(t) A x () 4

FUNCAO CONTINUA DE "t"

SALTO!

Y
A/

a) Descontinuidade b) Continuidade

Figura 2.1 — Posicao de um objeto ao longo do tempo

Continuando-se, de maneira similar as Figuras 2.2 a) e b) descrevem a
velocidade de um objeto ao longo do tempo, sendo que o comportamento
mostrado na Figura 2.2 a) igualmente ndo é aceitavel, pois no instante do salto
(descontinuidade) a aceleracao do objeto assumiria valor infinito, indicando-se
forca atuante infinita, e uma grandeza, qualquer que seja ela, assumir valor
infinito ndo faz sentido. Assim sendo, também a velocidade de um objeto s6
pode ser descrita por uma fungéo continua na variavel tempo, como mostrado
na Figura 2.2 b).

=

V() =X(t)
d (x(t))
dt

SALTO

O or e Qi

v(®) FUNCAO CONTINUA DE "t"

a) Descontinuidade b) Continuidade

Figura 2.2 — Velocidade de um objeto ao longo do tempo

As Figuras 2.3 a) e b) descrevem a historia da aceleracdo de um objeto
segundo a variavel tempo, e ambas sao corretas, sendo que a segunda, por
exemplo, consiste na descricdo da aceleracdo de um objeto solto no campo
gravitacional. Ao se soltar o objeto, instantaneamente a aceleragéo passa de
zero para o valor da aceleracdo da gravidade, com derivada da aceleracéao
sendo infinita nesse instante. A conclusdo é de que a derivada da aceleragao
ndo deve estar relacionada com nenhuma grandeza fisica. Um fato curioso é
gue nos anos 50, como ja mencionado no capitulo anterior, alguns engenheiros
entenderam que o desconforto humano ao movimento, como o experimentado
em montanhas russas, estaria relacionado com a derivada da aceleracgao,
grandeza essa denominada jerk. Pensavam que a variacdo do angulo de
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escorregamento fosse a causa do desconforto (a aceleragao no plano inclinado
é gsen(e), sendo 0a inclinacdo); todavia essa ideia felizmente foi logo

abandonada por violar as leis de Newton tratadas no que se segue.

a(t) | a)]
%r\/\-——
E SALTO
/\/’j g
| SALTO!
a) Descontinuidade b) Descontinuidade Real

Figura 2.3 — Aceleracao de um objeto ao longo do tempo

2.3-Leis de Newton

A mecanica classica, que também ¢é referida como mecanica
newtoniana, baseia-se em apenas trés leis da natureza para descrever
qualquer movimento, quais sejam, as trés leis formuladas por Isaac Newton.

A primeira lei, conhecida por lei da inércia, estabelece que um objeto em
movimento retilineo uniforme, assim vai permanecer se nao houver acao sobre
ele. Em outras palavras, a quantidade de movimento ndo se altera, ou seja:

mx = cte. (2.1)

sendo m a massa do objeto em movimento e x sua velocidade, empregando-
se em (2.1) a classica notacao com pontos superiores para designar o grau de
derivagdo do deslocamento x em relagcdo a variavel tempo. Em verdade, a lei
da inércia foi originalmente proposta por Galileu Galilei.

A segunda lei de Newton estabelece que a derivada da quantidade de
movimento vem a ser a agao que atua sobre o0 corpo, ou seja:

Acdo=F = %(mx) (2.2)

ou, no caso de ndo haver variacdo da massa, sua forma mais conhecida
F =mx (2.3)

que representa a mais notavel contribuicdo de Newton para mecanica. Afinal,
ele enxergou como causa da variacao da quantidade de movimento a grandeza
forca.

A terceira lei de Newton, que consiste no principio da acao e reacao, é
igualmente notavel, pois, como ilustrado na Figura 2.4, no caso de objeto
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parado sobre uma mesa, por exemplo, o equilibrio decorre do fato de a acéo e
a reacao serem opostas e iguais. A acdo e a reagao correspondente sé séo
explicitadas quando o objeto é considerado isolado do outro pela interface.

ACAO tR REACAO
Figura 2.4 Acao e reacao

Cabe assinalar que as leis de Newton sao redigidas tendo-se em conta
um referencial inercial, ou seja, ndo acelerado. Por exemplo, no caso de se
estar dentro de um elevador, o referencial no assoalho do elevador nao vale
para efeito de aplicacdo das leis de Newton no caso de o elevador estar em
queda livre, pois no caso tal referencial estd sob a aceleracdo da gravidade.
Afinal, estar parado em relacdo ao piso do elevador nao significa estar em
repouso, naturalmente.

Todavia, em termos praticos, a superficie da terra pode ser
aproximadamente tomada como referencial inercial, pois a rotacao da terra em
torno de seu eixo implica em aceleracao centripeta de no maximo da ordem de
0,4% da aceleragao da gravidade, ou seja, implicando-se em erro insignificante
do ponto de vista da engenharia. A avaliacao € simples. O raio da terra é da
ordem de 6850 km, que corresponde a uma velocidade tangencial devido a
rotacdo da terra na linha do equador que vale

% = %6850 —1790km /h = 498m /s (2.4)

resultando-se em aceleracao centripeta de

498?

a=————=0,036m/s? (2.5)
6850000

uma aceleracao realmente desprezivel para os casos da pratica. A questao do

referencial absoluto foi questdo nao resolvida até a formulacao da Teoria da

Relatividade.

2.4-Sistema com 1 grau de liberdade

Como visto na apresentacdo das leis de Newton, as grandezas
envolvidas nessas leis sdo apenas as relacionadas com o deslocamento, a
velocidade (derivada do deslocamento) e a aceleracdo (derivada da
velocidade), sendo que as derivadas no tempo de ordem superior a dois nao
estao relacionadas a grandezas fisicas, como ja mencionado; e, portanto, suas
magnitudes nao estao envolvidas na definicdo dos movimentos.
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A Figura 2.5 a) mostra um sistema basico de um grau de liberdade,
formado por uma massa m, uma mola representando as forgcas internas de
deformacédo (elasticidade) e um amortecedor (absorvedor de energia), bem

como a agdo externa representada por P(t). A mola contempla, pois, a forca
relacionada com o deslocamento (deformagdo do meio elastico, aqui
representado por uma mola), o amortecedor, que contempla a forca de

amortecimento, relacionado com a velocidade, e a massa, naturalmente,
relacionada com a acelerag@o, como visto em (2.3).

P P M
Cun K M Fy=kx(®

M
Xl & P(t) ()
a) Sistema basico b) Forca contraria ao deslocamento
A .
FVA AFM Fy F,=cx ()
M
a(t) Iy & _ X
P(t) o
(1) v(v)
¢) Equilibrio dinamico d) Forca contrdria a velocidade

Figura 2.5 — Sistema de um grau de Liberdade

Considera-se aqui o regime linear, tanto para o meio elastico (efeito
mola), quanto para o amortecimento. Assim, como ilustrado na Figura 2.5 c), a
forca na mola é sempre contraria ao deslocamento, e proporcional a magnitude
do deslocamento (Figura 2.5 b)); e a forca de amortecimento é sempre
contraria a velocidade, e proporcional a magnitude da velocidade (Figura 2.5
d)). Cabe assinalar que o regime linear pode ser entendido como uma primeira
aproximagao do regime nao linear, sem contar que, na maioria dos casos da
pratica, essa consideracgao € o suficiente.

Tendo-se em conta a segunda lei de Newton, no caso de sistema de um
grau de liberdade, como mostrado na Figura 2.5 a), o expresso em (2.3) ganha
a seguinte redacao:

—F, -F, +P(t) =mx (2.6)

ou ainda, o equilibrio dinamico segundo D Alembert:
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—F, —F, —mX+P(t)

0 (2.7)

no qual a variagdo da quantidade de movimento mx é considerada como forga,
no caso for¢ca de inércia; afinal esse termo esta sendo somado as demais
forcas em jogo. A forca de inércia € a responsavel, por exemplo, pela ruptura
das estruturas quando sujeitas a terremoto; porquanto, nesse caso, ndao ha
forca externa aplicada a estrutura. Em verdade, o expresso em (2.6) relaciona
acdo com a variagdo da quantidade de movimento, e 0 expresso em (2.7)
retrata o equilibrio dindmico, com a variacdo da quantidade de movimento
sendo considerada como uma forga de sinal oposto (a inércia é a reacdo ao
movimento).

Tendo-se em conta o regime linear, o expresso em (2.7) ganha uma
nova redacgao, qual seja:

mX +cx +kx = P(t) (2.8)

que consiste na classica equacao de movimento de um grau de liberdade, onde
c é a constante de proporcionalidade de amortecimento e k a rigidez do
sistema.

A maneira canbnica de integracdo da equacgdo (2.8) consiste na
superposicao de duas funcodes, ou seja:

X (1) = x, (1) +x, (1) (2.9)
onde x, (t)é a solugdo homogénea de (2.8), ou seja:
mX;, (t)+cx, (t)+kx, (t)=0 (2.10)

também conhecida como solucdo da vibragcdo livre (auséncia de
carregamento), sendo contemplada nessa solucdo as constantes de

integracdo, no caso duas (equacao diferencial de segunda ordem), e xp(t)é a
chamada solugao particular de (2.8), ou seja:

mX, () +cx (t)+kx, (1) =P(t) (2.11)

sendo que nessa solugdo as constantes de integracdo ndo sdo contempladas;
em outras palavras, a solugao x, (t)apenas reproduz o carregamento dado.

2.5-Integracao da equacao homogénea em casos simples

Tendo-se em conta agora o conhecido principio romano, segundo o qual
para se vencer uma guerra a melhor estratégia € a separagédo dos inimigos, e
atacar um de cada vez, considere-se inicialmente um sistema onde as forcas
de amortecimento e de rigidez sdo despreziveis (c =0, k=0), ou seja, 0 caso
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em que a rigidez e o amortecimento sdo de magnitude muito pequena. Assim
sendo, o0 equilibrio dinamico livre (P(t) =0) se expressa:

mih(t):m:—;(xh (t))=0 (2.12)
que implica em:
X, (t)=0 (2.13)
cuja integracao fornece:
X, (t)=C, (2.14)

sendo C, uma constante de integragao. Por outro lado, a integragdo de (2.14)
resulta:

X, (t)=C;t+C, (2.15)

onde C, € a segunda constante de integragdo. No caso de movimento livre
com condiges iniciais conhecidas, por exemplo:

(2.16)

0 expresso em (2.15), tendo em conta as equagdes (2.14), permite que se
escreva o movimento livre em questao como:

Xy, (1) = Xot + X (2.17)

expressao essa ja conhecida da cinematica (a posicao final é dada pela
velocidade multiplicada pelo tempo mais a posi¢ao inicial). A Figura 2.6 ilustra o
expresso em (2.17), indicando-se tratar-se de equilibrio dinamico instavel, pois
uma vez iniciado o movimento ele ndo para mais.

Esse movimento retrata aproximadamente o chamado movimento de
deriva de embarcagdes, por exemplo, uma vez que a embarcagdo com massa
enorme, nado estando amarrada (sem mola) e com movimento lento a
embarcacao ndo mobiliza for¢as de arrastro hidrostatico apreciavel.

Considerando-se agora o caso de um sistema com massa desprezivel e
sem rigidez, que, aproximadamente, € o caso do movimento de uma esfera de
isopor, por exemplo, inserida no mel, tem-se:

cx, (1) =0 (2.18)
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Implicando-se em:

X () A

t
Figura 2.6 — Equlibrio instavel
. d
X, (1) = a(xh (t))=0 (2.19)
cuja integracao resulta:
X, (t)=C, (2.20)

X, (t=0)=x, =C; (2.21)
resultando na seguinte expressao para o movimento livre em aprego:
X, (1) = X, (2.22)

cuja representacao grafica acha-se ilustrada na Figura 2.7, indicando-se tratar-
se do chamando equilibrio dindmico indiferente, pois a posicdo final sera
sempre a mesma posi¢ao inicial imposta ao sistema.

Finalmente, considere-se 0 caso em que a massa e 0 amortecimento
séo despreziveis, ficando o equilibrio dindmico expresso por:

kx,, (t) =0 (2.23)
resultando-se
X, (t) =0 (2.24)

em outras palavras, o equilibrio estatico nesse caso s6 admite como solucao o
repouso, ndo saindo do lugar de origem, como ilustrado na Figura 2.8. Afinal
essa é a caracteristica esperada de uma “personalidade” dita rigida. Trata-se,
pois, de equilibrio dito estavel.
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x ()

Figura 2.7- Equilibrio indiferente

—

x (1)

—\

Figura 2.8 — Equilibrio estavel

Em resumo, a massa confere instabilidade ao equilibrio dinamico, o
amortecimento confere a caracteristica de equilibrio indiferente e a rigidez
confere ao equilibrio dindmico a caracteristica de estabilidade.

2.6-Integracao da equacao homogénea combinando casos simples
Considere-se agora o caso em que somente a massa tem magnitude

desprezivel (caso aproximado de uma boia de caixa d’agua), para o qual o
equilibrio dinamico se escreve:

ok, (1) +Kx, (1) = 0 (2.25)
ou ainda:
i ()= S, (1) = (—ijh (t) (2.26)

em outras palavras, a derivada do deslocamento é, a menos de uma constante
negativa, igual ao proprio deslocamento.

A equacéo diferencial (2.26) foi uma das mais trabalhadas no passado,
pois também aparece na teoria do crescimento populacional, tendo-se por base
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qgue o crescimento da populacao é proporcional ao niumero de casais, ou seja:

y(t) =%y(t) =y (1) (2.27)

sendo y(t)a populagdo, % a constante de proporcionalidade e y(t)a taxa de
crescimento da populagdo. A solugéo da equacao diferencial (2.27) é dada por:

y(t)=Ce" (2.28)

que consiste na funcdo exponencial (crescimento exponencial da populacao)

onde C é a constante de integracdo. Uma didatica demonstracao de (2.27) é o

objeto do Apéndice, no qual a série de Taylor é empregada para tal finalidade.
A solucéo de (2.26) tendo-se em vista (2.28) fica entdo expressa por:

&
X, (t)=Ce \° (2.29)
e tendo-se em conta a condi¢cao deslocamento inicial dado:
X,(t=0)=C=x, (2.30)

resultando-se o movimento livre:

&
X, (1) =xpe \° (2.31)
cuja representagdo grafica acha-se na Figura 2.9. E oportuno verificar que o
comportamento exibido na Figura 2.9 é exatamente, como esperado, uma
mistura do comportamento da rigidez com o comportamento indiferente do
amortecimento. No limite com a rigidez k tendendo a zero tem-se:
X, (1) =X (2.32)
a exemplo de (2.22); e, no caso do amortecimento ¢ tendendo a zero:
X, (t)=0 (2.33)
a exemplo de (2.24).
Dando sequéncia, considere-se 0 caso em que somente a rigidez é nula

(caso de uma esfera solta em meio liquido) tem-se:

mX, (t)+cx, (t)=0 (2.34)
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L — N ?
N >

N t
lim c—0

Figura 2.9 — Movimento assintético para a origem

ou ainda:
% (1) =%, (1) =~ 1%, (1) (2.35)
h dt h m h )
que, a exemplo de (2.29), tem por solugao:
(-G
X,(t)=C,e \" (2.36)

e, por outro lado, a primitiva da fungcado expressa em (2.36) tem a seguinte
redacao:

X, (1) = [ %, (1)t +C, (2.37)
onde C, é a segunda constante de integragéo, resultando-se:

Cc

X,(1) =C, ot s C,=C, [—EJe_[;tj +C, (2.38)
m

No caso de movimento livre com condicdes iniciais de velocidade e
deslocamento dadas tem-se:

(2.39)

resultando-se de (2.36) e (2.38) o movimento livre:
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X, (1) = X + X, %[1 —emJ (2.40)

cuja representacao grafica acha-se na Figura 2.10; valendo-se ressaltar que na
situacao limite em que a massa m tende para zero resulta:

X, (1) = x (2.41)

Iim m=—>0

Figura 2.10 — Movimento assintético

como em (2.22). J& no caso do amortecimento tendendo-se para zero uma
indeterminacdo em (2.40) aparece, mas facilmente levantada pela regra de

L "Hopital, ou seja:
d[1 _ e(mt]J
dc
(2.42)

X, (1) = Xo +Xom

resultando-se:
X (1) = Xg + Xt (2.43)

a exemplo de (2.17). Como se percebe, novamente o comportamento misto do
equilibrio dindmico instavel da massa e indiferente do amortecimento podem
ser vistos. A indeterminacao de (2.40) pode também ser levantada tendo-se em
conta a série de Taylor da fungédo exponencial em jogo.

A questdo um pouco mais delicada ocorre no caso em que somente o
amortecimento é desprezivel, ou seja:

M, () +kx, (1) = 0 (2.44)
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ou ainda:

K

5. (1) = [—_]xh (t) (2.45)

m

indicando-se que a aceleracao € oposta ao deslocamento, no sentido de se
voltar a origem. Essa equacgéo diferencial foi trabalhada por Galileu Galilei na
questdo da oscilagdo do péndulo quando estudava a oscilacdo de luminérias
na Catedral de Piza, verificando-se tratar-se de movimento harmoénico. A
solucao da equacao diferencial (2.44) é dada por:

X, (t) = C;sen(w,t)+C, cos(w,t) (2.46)
onde C, e C, sé&o constantes de integragéo e w, a frequéncia natural angular
do sistema, como também exposto no apéndice. A derivada segunda do
expresso em (2.46) resulta:

Xy (1) = —0?(Csen(o,t)+C,cos(m,t)) = —wix, (1) (2.47)

que, comparando-se com (2.45), permite explicitar a frequéncia angular natural
do sistema:

o = | (2.48)

Considerando-se agora o caso de vibracao livre com condicdes iniciais
dadas, ou seja:

. (2.49)
X, (t=0)=C,m, =X,
resultando-se, pois, no movimento livre:
X, (1) = X—Osen(con’[) + X, cos(m,t) (2.50)
(’On
ou ainda:
. 2
X, (t) = (&] +x5 |sen(w,t+6) (2.51)
O‘)I’]
onde:
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t,(0) = 20 (2.52)

A Figura 2.11 ilustra a representacao grafica de (2.51).
A passagem de (2.50) para (2.51) tem uma demonstracdo bastante
simples, pois, em sendo o argumento do seno e do cosseno 0 mesmo, tem-se:

X, (t) = C;sen(w,t)+C, cos(w,t)=Csen(w,t+6)=

2.53
C[sen(w,t)cos(0)+cos(wm,t)sen(6)] (8.53)
x(H N
Figura 2.11 — Oscilacao harmoénica
implicando-se em:
Ccos(0)=C,
(2.54)
Csen(0)=C,
resultando-se:
C*=C?+C;
2.55
to=22 (&:59)

g
1

explicando-se assim os fatores expressos em (2.53) e (2.52).

Considerando-se o caso limite com a rigidez k tendendo para zero, o
expresso em (2.50) resulta:

Xy, (1) = Xot + X (2.56)
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como ilustrado na Figura 2.12, uma vez que nesse caso a frequéncia natural
o, tende para zero, mas o limite indeterminado do primeiro termo de (2.50) &

elementar, visto que:
sen(o,t)

Xy, (1) = Xg ————=t+ X, cos(m,t) (2.57)

o,t

tendo-se, pois, para o expresso em (2.50), no limite, (2.56), reproduzindo-se
assim o expresso em (2.15), como era de se esperar.

X(t)A’ z

lim m =0 ?!
Figura 2.12 — Limites da oscilacao harménica

Todavia algo intrigante ocorre no caso do limite com a massa tendendo-
se para zero. Neste caso a frequéncia angular natural tende para o infinito, ou
seja, oscilacdo infinita em qualquer intervalo de tempo, como ilustra-se
graficamente na Figura 2.13. Esse limite & similar ao que ocorre na chamada
microfonia. De certo modo, o valor do deslocamento ndo se anula, mas a
oscilagao ocorre em torno da posigcéo de repouso.

VR |
It 1 Y 1 b7 1

i | |
' '} “" }.i i

éncia infinita

| I | i 1 |
| | L [ L |
I T T T
'1‘ " " ' '
| 1 .| ./ b | |

Fig. 2.13 - Frequ

Examinando-se o expresso em (2.50), verifica-se que o periodo da
oscilagéo é dado por:

T =28 (2.58)
()]

visto que:
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X(t+T)= &sen(mn(t+Tn))+ X, Cos (@, (t+T,))=
. ®n (2.59)
ﬁsen(cont +21) + X, cos (,t +2)

®,

e, por outro lado, a frequéncia natural, que consiste no numero de ciclos por
unidade de tempo se expressa por:

foe =20 (2.60)

sendo a frequéncia dada em Hz quando o periodo for tomado em segundos, e
a frequéncia angular natural o, em radianos por segundo.

2.7-Integracao da equacao homogénea no caso geral

Quando nenhum termo da equacao de equilibrio dinamico é nulo, ou
seja:

M, (1) + X, (1) +kx, (t) =0 (2.61)
ou ainda:
B&h(t)+%>'<h (t)+%xh (1)=0 (2.62)
que, por sua vez, resulta em:
X, (1) + 2y X, () + 02x(t) =0 (2.63)

onde o amortecimento adimensional y é expresso por:

(2.64)

sendo que o fator 2 é escolhido visando simplificar expressées que sao
abordadas mais adiante

Antes de se abordar a solucdo da equacdo diferencial (2.63), vale
assinalar que, quando combinado amortecimento e rigidez a solugéo € do tipo
exponencial, e, portanto, ndo oscilante (vide (2.29)), e o mesmo acontecendo
combinando-se amortecimento e massa (vide (2.40)); mas quando se combina
rigidez e massa a solucdo é oscilante (vide (2.50)). Assim sendo, € de se
esperar que a solucdo de (2.61) deve ser oscilante para amortecimento de
pequena magnitude, e do tipo exponencial ndo oscilante em caso contrario.
Vale acrescentar que buscar a solugdo de (2.61) pela via da série de poténcia,
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embora viavel, envolve manipulacédo algébrica de grande monta, sendo mais
expedito inspecionar a solugéo pela via do exponencial, como segue.
Assume-se, portanto, que a solugcdo de (2.61) & também do tipo
exponencial, ou seja:
X, (t) = Ce" (2.65)
sendo C uma constante, e que, levada em (2.63), resulta:
| B +2yo, B+ i [Ce” =0 (2.66)
ou seja, no caso de solucédo nao nula (C = 0), implica em:

B? +2yw B+’ =0 (2.67)

cujas raizes sédo dadas por:

B, =—yo, + o, y2—1

(2.68)
BZ = Y0, — 0, Yz -1
resultando-se, pois:
X, (t)=e" [C1e‘*’“‘JY2_1 + Cze"’“th (2.69)

onde C, e C, sdo as constantes de integragdo. Como se pode perceber de
(2.69), para amortecimento adimensional y maior que a unidade a solugéo

homogénea nao é oscilante (sem vibracao); assim o interesse vai doravante
focar a solugdo para y menor que a unidade, ficando (2.69) com uma nova

redacao, ou seja:

X, (1) = e [qeimn‘ 4 e o } (2.70)

onde i é a unidade imaginaria. Como mostrado no Apéndice, o exponencial
complexo, pela férmula de Euler, corresponde a solugao do tipo trigonométrico,
e, assim sendo, (2.70) passa a ter a seguinte redacao:

x, (t)=e7""[C,sen(w.t)+C,cos(w.t) ] (2.71)
onde:

®. = o 1-7 (2.72)
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sendo . a frequéncia angular natural com amortecimento. Valendo-se apontar
que a solucao expressa em (2.71) vale também para amortecimento y superior
a unidade trocando-se as fungbes trigonométricas pelas correspondentes
funcdes hiperbdlicas (detalhes dessa conversdo sdo objeto de atencdo no
Apéndice). A solugdo para amortecimento unitario pode ser obtida examinando-
se em situacao limite tanto (2.70) como (2.71), ou ainda as séries de Taylor
correspondentes.

Considerando-se o caso de movimento livre com condi¢des iniciais
dadas, ou seja:

xh(’[:O):szx0

) ) (2.73)
X, (t=0)=—y0,C, + 0.C, = X,
e, com isso, 0 expresso em (2.71) e sua derivada resultam:
X, (t)=e7" [Msen(m*tﬁ X, cos(m*t)} (2.74)
-
e, exemplo de (2.51), (2.74) ganha também a redacéao:
. 2
X, (t) =™ \/[M] +x; |sen(w.t+0) (2.75)
(ON
onde:
X, 0.
t, (0)=—""—— (2.76)

Xo T Y0,X,

sendo a representacdo grafica de (2.75) exibida em grafico na Figura 2.14,
indicando-se o periodo do movimento livre com amortecimento em questédo e
as amplitudes no inicio e no fim do periodo, ou seja:

. 2
X, (t=0) = \/[MJ +x2 [sen(0)

QN

. 2
X, (t=T)=e7"" \/[%] +X5 |sen(0+2nr)

onde:
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©.T =2 (2.78)

corresponde ao ciclo da funcao (2.74), com T sendo o periodo com
amortecimento.
Define-se como decremento logaritmico a relagéo:

_ o, [*(t=0)) _ __2my
S—K{Xh(tz_l_)]—ymn = (2.79)

onde ¢, denota o logaritmo natural, ou ainda a forma inversa:

)

' 8% + 4n?

0 que permite, pois, explicitar o amortecimento adimensional em fungéo do
decremento logaritmico. No caso de amortecimento adimensional de pequena
magnitude (y << 1) o expresso em (2.79) e (2.80) ficam respectivamente:

(2.80)

d=2my
8 (2.81)
r= 21

que sao expressbes mais comumente encontradas na literatura técnica
especializada.

E oportuno assinalar, nesse ponto, que o parametro de amortecimento ¢
€ muito dificil de ser medido diretamente, ao contrario do que ocorre com a
massa por meio de balanca, ou a rigidez por meio de um transdutor de forga,
pois a forca de amortecimento ndo tem como ser individualizada. Assim, a
medida indireta fornecida por (2.80) por meio do decremento logaritmico € uma
das possiveis maneiras indiretas de se medir o amortecimento; sendo que
outras maneiras como a chamada técnica da meia poténcia a ser examinada
mais adiante, com base a resposta do sistema submetido a solicitacdo
harmoénica, e outras baseadas na transformada de Fourier, como a
denominada técnica do Circulo Ajustado (Circular Fitted), vao ser objeto de
atencao no préximo capitulo.

2.8-Solucao particular em casos simples submetidos a solicitacao
harménica

A atencdo aqui vai estar voltada agora para a solugdo particular da
equacao de movimento (2.8), tendo-se em conta solicitacdbes do tipo
harmonico, que € o caso que interessa mais de perto em dinamica; e, por essa
razdo, a abordagem é mais detalhada, valendo-se também daquele principio
romano.
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x(0) 4

x(0)

T
Figura. 2.14 — Oscilacao amortecida

Considere-se inicialmente o caso de solicitagdo senoidal atuante em um
Sistema, no qual apenas a massa nao € nula, ou seja:

mX, (t) = Psen(ot) (2.82)

ou ainda:

%, (1) = %sen(mt) (2.83)

que corresponde ao deslocamento expresso por:

X, (t)=- P ~sen(ot) =

sen(ot—n) (2.84)
Mo mao

2

mostrando-se que a solucao particular se mostra defasada da solicitacdo com
atraso de meia volta (- ). No caso de solicitagdo cossenoidal, ou seja:

mX, (t) = Pcos(wt) (2.85)

a solugdo, de modo similar, € dada por:

(1) = ~cos(vt 1) (2.86)

valendo-se, pois, a mesma observacao feita no caso senoidal.
No caso em que a massa e a rigidez do sistema séo nulas, tem-se:

cx, (t) = Psen(wt) (2.87)
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cuja solugao se expressa:

P P
X, (t) = —acos(wt) = asen(wt —1/2) (2.88)

verificando-se assim que o amortecimento se caracteriza por uma resposta
com defasagem negativa de um quarto de volta (-n/2) em relagcdo a

solicitacado. No caso de solicitagdo cossenoidal, ou seja:
X, (t) =Pcos(wt) (2.89)

a solucao é dada por:

X, (t) = icos(m’[—n/Z) (2.90)

co
valendo-se, pois, a mesma observacgao feita no caso senoidal.

Ja no caso em que somente a rigidez nao € nula, conhecido como caso
quase estatico, tem-se:

kx, (t) = Psen(wt) (2.91)

cuja solucdo de modo imediato é entdo:
P
X, (t)= Esen(cot) (2.92)

ndo havendo, pois, nenhuma defasagem entre a da solicitacdo e a da solugcéo
particular. Em outras palavras, a rigidez ndo permite defasagem na resposta
particular. Para a solicitagcdo cossenoidal a resposta € igualmente simples,
substituindo-se em (2.92) a funcao senoidal pela cossenoidal.

2.9-Solucao particular no caso geral submetido a solicitacao harménica

No caso em que nenhum termo é nulo tem-se:
mX, (t)+cx, (t)+kx, (t) = Psen(wt) (2.93)

sendo que a solugéo particular deve agora contemplar tanto termos em seno
cComo em cosseno, pois no primeiro membro de (2.93) contempla-se também
termo em derivada primeira, assim:

X, (t) = Asen(wt)+Bcos(wt) (2.94)
onde as constantes A e B sdo determinadas de modo a (2.94) atender a (2.93),

ou seja:
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m [—A(,ﬁsen (ot)-Bo? cos(cot)] +C [Aoocos (ot)-Bosen (cot)] +

(2.95)
k[ Asen(ot)+Bcos(ot) |=Psen(wt)
ou ainda:
[—mAco2 —Bco + kA]sen (ot)+ [—m Bw? + cAw + kB]cos(cot) = 2.96)
Psen(wt)
resultando-se (dado que as fungdes seno e cosseno sao independentes)
A(-mo® +k)+B(-cw)=P
( ) (~ee) (2.97)
A(co)+B(-me’® +k)=0
ou seja:
A_p K —mo?
(k - mcoz)2 + (0(0)2
(2.98)
B_p —C®
(k - mm2)2 + (Cco)2
e com isso a solugao particular ganha a seguinte redacao:
P 2
X, (1) = - [(k ~Mmo )sen(oot) - COJCOS(cot):| (2.99)

(k —mo? )2 + (C(D)

ou ainda:

X, (1) = P2 _ H\/(k—mm2 )2 +(cw)2jsen(cot—e)} (2.100)

(k-mo®)” +(co)

ou mais ainda:

X, (1) = P - [sen(wt-6)] (2.101)

\/(k —mo® )2 +(co)

onde:
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t,(0)= (2.102)

a exemplo de (2.51). No caso cossenoidal a solugéo particular € dada por:

X, (1) = P [ cos(wt-0)] (2.103)

\/(k —me? )2 +(co)

verificando-se de (2.101) que a defasagem é nula para massa e amortecimento
nulos, -w/2 para massa e rigidez nulas, e -n para rigidez e amortecimento

nulos, e valores intermediarios no caso de parametros variando nos intervalos
correspondentes.

2.10-Solucao particular para o caso polinomial e exponencial

Os casos de solicitagao variando segundo um polindmio e segundo uma
fungédo exponencial sdo também obtidos de maneira simples por inspecao, e,
por essa razao, sdao também objeto de apresentacdo a seguir. Os casos de
solicitagdo com magnitude variando segundo fungbes mais complicadas de
serem manipuladas algebricamente vao ser tratados por métodos mais gerais
apresentados no préximo capitulo (método de Duhamel e da Transformada de
Fourier).

Considere-se, a titulo de ilustracdo, o caso de solicitagdo variando
segundo um polindmio cubico, ou seja:

MX + X +kx =P(Ag + At + At® + Agt®) (2.104)
ou ainda:

p+2ym p+aip=a’ (A, +At+A 7 +A L (2.105)
n n n 0 1 2 3

na qual o, =\k/m, y=c/2mo,, p=x/Xx, € X, =P/k.
Por inspecéo, verifica-se facilmente que a solugao particular nesse caso
é também dada por um polinémio cubico, ou seja:

P = (Ag + Ait+ A + AL) (2.106)
a qual substituida em (2.105) permite redigir:

(2A; + 6A;t) +2yw, (A1 +2ALt+3At ) +

S : (2.107)
OF (Ag + A+ AL + ALt ) = Ag + A+ Ayt + At

0 que resulta nas igualdades:
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miA; =A,;
2yo, (3A; )+ 0iA, = A,
: N ap (2.108)
BA; +2yw, (2A; )+ 0fA; = A,
2A; +2y0, (A7) + 0fA, = A,
resultando-se, finalmente:
2 82 -2, 48/°-24
p,=Ag - LA+ A, - A
('OI"I n ('on
. ot (2.109)
A1——yAz+y—2_6A3}+{A2—gA3}2+A3t3
(’On n (Dn

que consiste na solugao particular procurada.
No caso de solicitagdo variando segundo a fungdo exponencial, ou seja:

mX +cX +kx = Pe™ (2.110)
a qual, a exemplo de (2.104), tem também a redagédo parametrizada:
P+ 270 p+0p = ™ (2.111)
cuja solugao particular é também por inspecéo do tipo exponencial, ou seja:

p, = A'e® (2.112)

que, substituida em (2.111), permite explicitar A" em termos dos parametros
do sistema, ou seja:

2
— @ at
Pp =73 7 ©
a‘ +2yo,a+o;

(2.113)

deixando-se para 0 momento oportuno outras solugdes particulares também de

interesse na pratica.

2.11-Solucao completa no caso geral submetido a solicitacao harménica
A solugdo geral da equacédo diferencial (2.8), no caso de solicitacao

harménica senoidal, conforme ja exposto em (2.9), consiste na superposicao
da solucao homogénea (2.71) com a solugéo particular (2.99), ou seja:
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x(t) = e[ C;sen(w.t)+C,cos(w.t)]+
P
(k-mo* )2 +(co)

(2.114)

~| (k—mo®)sen(ot)-cocos ((ot)]

que, no caso de condi¢des iniciais de repouso, ou seja, quando 0 movimento
passa a ser produzido pela agdo apenas da carga aplicada, que é o caso que
mais de perto interessa do ponto de vista da engenharia, tem-se:

Pco
(k-me?) +(co)’
Poa(k - m(oz)

(k -mo? )2 + (C(D)2

x(t=0)=0=C, -

(2.115)
x(t=0)=0=-y0C, +C,o+

ganhando-se, pois, (1.114) a seguinte redacéo:

(1) = i

(k - mmz) + (Cm)

.

c —o(k -mao?
evmnt[ L (D( ° )sen(m*t)+ccocos(co*t)J+
2

(k—mo®)sen(wt) - cocos(wt)

(2.116)
ou ainda:
o B ) 2racos ”J
P 1 e " sen(w.t)+2yacos(w.t) |+
X(t):K(.l 2)2+4 > o 1—’Y2
- o
! (1-o®)sen(ot)—2ya.cos(ot)
(2.117)
onde:
a=2 (2.118)
Q)

que consiste, pois, na relacado entre a frequéncia angular da solicitacdo e a
frequéncia angular natural do sistema.
Como o fator P/k representa deslocamento estatico, a fungéo:
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1

(1 —a? )2 +4y%a®

v(yaot)=

2y% +a® —1)a (2.119)

e ! ( sen(.t)+2yacos(w.t) |+

1—7y2
(1 - ocz)sen(cot) —2yo.cos(ot)

representa entdo a amplificacdo dinamica do deslocamento estatico ao longo
do tempo. Além disso, como a parcela multiplicada pelo exponencial negativo,
gue corresponde a contribuicdo da solugdo homogénea, desaparece ao longo
do tempo, essa parcela representa 0 chamado movimento transitério, e a outra
parcela, denominada movimento permanente, descreve praticamente o
movimento para os tempos adiante.

No caso de solicitacdo cossenoidal a expressdo equivalente de (2.119)
se escreve:

(1 —a? )2 +4y%a®

sen(oa*t)+(1 —ocz)cos(co*t) + (2.120)

(1 - ocz)cos(cot) +2yasen(ot)

sendo que, tanto (2.119), quanto (2.120) sdo lancados em graficos como
ilustrado na Figura 2.15. A Figura 2.15 a) exibe casos particulares das funcdes
de amplificacdo dinamica wy(t) e ¢(t), e a Figura 2.15 b) explicita a
superposicao da parte da solucdo (2.116) afetada pelo termo exponencial
negativo (contribuicdo da solucdo homogénea) com a parte da solugdo néo
afetada pelo termo exponencial (contribuicdo da solucao particular), deixando-
se claro que, com o passar do tempo, a solugdo geral passa a convergir para
apenas a contribuicdo da solugao particular.

Vale também assinalar que a superposi¢do em discussao deixa evidente
que as maiores amplitudes ocorrem no inicio do movimento, quando a
contribuicdo da solugdo homogénea ¢é significativa, indicando-se que eventual
colapso do sistema deve ser examinado no comego do movimento tendo-se em
conta as contribuicdes da solugcdo homogénea e da particular. E sabido, por
exemplo, que a queima de uma lampada ocorre no acender, ou no apagar
(Figura 2.15b) invertida); bem como se sabe que a maioria dos acidentes
aéreos ocorre em operagdes de pouso e de decolagem; o mesmo ocorrendo
com os acidentes rodoviarios no final de jornadas, na proximidade do destino

Valendo-se acrescentar ainda que, no caso de se ter condi¢des iniciais
ndao nulas, as solugdes gerais para solicitacbes envolvendo funcdes
harmonicas podem ser obtidas por superposicdo com a solucéo (2.74), ou seja:
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P
x(t)= F\p(y,oc,mnt)+

g tont [W sen( 1— yzmnt) +X, cos( 1— yzmnt)}
1-v"o
7o, (2.121)

X() = Do (ro.0,0)+

X, +y® X
o tont [L"Znosen( 1—y2(on'[)+X0 cos( 1—v2®nt)}
1_Y ®,

nos casos senoidal e cossenoidal, respectivamente.

- N W A

b bk

PR

Pp®

Permanente

UWMMm\/ "

b) Superposicao

FIGURA- 2.15 Funcoes de amplificacao e superposicao

45



VIBRACAO DAS ESTRUTURAS

2.12-Movimento permanente

Como se pode perceber facilmente, depois de decorrido um determinado
tempo, de sorte a se ter:

et << 1 (2.122)

a solucao (2.117) ganha a redacao:

P 1
x(t)=— 1—a?)sen(ot)-2yacos(ot) |=
(1 k(1_a2)2+4y2a2[( Jsen(at) (ot)]
Pk (2.123)
; sen(ot—0)
\/(1—012) +4y%a”
€ no caso cossenoidal:
X(t) =K cos(ot-6) (2.124)
\/(1—oc2) +4y%a®
onde:
2
t,(0) = = (2.125)

1-a

valendo-se ressaltar que parcela da solucao (2.117) afetada pelo exponencial
negativo é denominada movimento transitério, uma vez que ela deixa de
contribuir para a solucao geral decorrido tempo suficiente, como exposto em
(2.122). O exposto em (2.123) e (2.124) sdo conhecidos apropriadamente
como solucdes permanentes.

Tanto em (2.123) como em (2.124) o fator:

A= 1 (2.126)

\/(1 —a? )2 +4y%0®

consiste, como ja mencionado, na amplificagdo dindmica da amplitude estatica
(P/k), cuja representacdo grafica em fungdo do amortecimento y e da relagéo

o acha-se na Figura 2.16 a), mostrando-se que, no caso de amortecimento
nulo e o unitario, a amplificagcdo é infinita, correspondendo-se ao que se
denomina ressonancia. A Figura 2.16 b) exibe a defasagem 6 em funcéo de y

e a.
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Todavia, esse aparente paradoxo de a amplitude ser infinita
aparentemente instantaneamente, se resolve, pois, no caso de amortecimento
nulo, o expresso em (2.119) fica:

y(a,opt) = 1—;03)2[(1(&2 —~1)sen(w,t)+(1- az)sen(ow)nt)] (2.127)

cujo limite com o tendendo para o valor unitario fica indeterminado. Todavia,
aplicando-se o teorema de L’'Hopital depois de simplificada a expressao
resultante, ou seja:

A \ 9
3,0
2.0 /2

1’0 i '/ .

a) Amplificacio b) Defasagem
Figura 2.16 — Amplificacao dinamica e defasagem
9 Tsen(am,t) - asen(ogt)]
a n n

v(oot)=9 1(1_(12) =§[sen(mnt)—mntcos(mnt)]
do

(2.128)

verificando-se que a fungdo em questdo cresce indefinidamente com o tempo,
mas nao instantaneamente como poderia parecer de (2.126). No caso
cossenoidal a condicao de amortecimento nulo e relagdo o tendendo-se para
valor unitario, de modo similar, fica:

d(nt) = %"tsen((ont) (2.129)

funcéo igualmente crescente indefinidamente com o tempo.
Cabe assinalar que a amplificagdo dindmica expressa em (2.126) atinge
maximo para o satisfazendo a condicao:
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dA 2 2
—=2(1-0")(-2a) +8y°a =0
gg 20— o) (=20) + 8y (2.430)

o= \/1—2y2

ou seja, a maxima amplificacdo ocorre para frequéncia angular menor que a
frequéncia angular natural (para amortecimento menor que 10% 0 maximo
ocorre para o praticamente unitario).

O expresso em (2.126) para amortecimento nulo fica:

Ao (2.131)

(1 —a? )2

resultando-se amplitude A é unitaria para o nulo e a = J2 . Além disso, como
mostrado na Figura 2.16 a), para valores da relacao o, grosso modo, menores

que J2 tem-se amplificagdo dinamica com amplitude da resposta maior que a
amplitude estatica; e, para valores maiores, tem-se redugdo da amplitude
(isolagdo dinamica). Além disso, para valores menores do amortecimento a
curva de resposta fica sempre acima das referentes a valores maiores.

Ja a Figura 2.16 b) exibe o comportamento da defasagem 6 segundo o
expresso em (2.125), mostrando-se que, na ressonéancia (a =1), a defasagem
é de um quarto de volta (n/2) independente do amortecimento, sendo que as

curvas para amortecimentos maiores ficam por cima das de valores menores
para o menores que a unidade e abaixo em caso contrario. Mais ainda, a
defasagem é nula para o nulo, —n/2 para a unitario, € —n para o maior que

um para amortecimento nulo, bem como para o tendendo para o infinito no
caso de amortecimento n&o nulo.

Conclusdes de grande interesse pratico, que podem ser extraidas do
mostrado na Figura 2.16 a), sdo as seguintes: em primeiro lugar, para
pequenos valores da relagdo o e amortecimento de pequena magnitude,
grosso modo a <0.5,tem-se A=1, e com isso:
P
k

x(t) =x, = (2.132)

resultando-se que nessa regiao o dominio é da rigidez, pois o deslocamento s6
depende da rigidez. Em outras palavras, para se reduzir o deslocamento tem-
se que alterar a rigidez para maior, pois alterar a massa ou o amortecimento
nada resolve. Ja para a relacdo o proxima da unidade, grosso modo

0.5<a<+2, tem-se:

x(t) =2 (2.133)
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regido dominada pelo amortecimento, na qual a magnitude do deslocamento
dindmico depende da magnitude do amortecimento e do deslocamento
estatico, mas alterar a rigidez para reduzir o deslocamento estatico envolve
custos de grande vulto, enquanto a alteracdo do amortecimento mostra-se
assim mais adequada.

Finalmente, para relagéo o > /2 tem-se:

x(t)  =——s (2.134)

regido, pois, dominada pela massa. Para se reduzir o deslocamento dindmico
nesse caso a massa € que tem que ser alterada para maior. Valendo-se
adiantar que € nessa regido que se encontra a maioria dos casos de isolagéo
dindmica. A Figura 2.17 ilustra as regides mencionadas. Resumindo-se,
problemas na regido da rigidez sao resolvidos com o controle da rigidez; na
regido do amortecimento a solugdo tem de ter em conta o amortecimento e na
regidao da massa, a massa € quem controla a amplitude do deslocamento.

A

|

| |

| i

M 1 Ll |TTTTTITTT 1
0.5 1.0 V2! 2.0 3.0

Rigidez Amortecimento Inércia

Q\

Figura 2.17 — Regimes do movimento dinamico
2.13-Vibracao de base, sensores de medicao e isolacao

A Figura 2.18 ilustra um sistema de um grau de liberdade sob ag&o de
movimento na base expresso por:

X, = Asenot (2.135)
e assim, a equacao de equilibrio dindmico se escreve:
MX +CXp +kxg =0 (2.136)
na qual:
Xg =X —X, (2.137)

visto que a forca elastica mobiliza-se mediante deformacdo da mola
(deslocamento relativo), e igualmente a forca de viscosidade depende apenas
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da velocidade relativa, e também pelo fato de ndo haver solicitacdo externa
atuando na massa.

[ |

CH K

be

FIGURA 2.18

Tendo-se em vista (2.137) o equilibrio (2.136) ganha uma nova redagao,
ou seja:

MXg +CXg +kXg = MA@ senot (2.138)

cuja integracao resulta na solugdo permanente (afinal, a parte transitoria logo
desaparece):

2
(0

\/(1 —af)? +4y%a®

Xg =A sen(ot — 0) (2.139)

que decorre de (2.123) com P =mA®®, onde, como em (2.125), a defasagem
0 é dada por tg0 =2ya/(1—a?).
A Figura 2.19 ilustra o grafico do fator de amplificagéo:

2
(04

JA—a?)? + 44202

(2.140)

para trés valores representativos do amortecimento, onde se indicam duas
regides exploradas pelos sensores de medicao de vibracéo, ou seja, a primeira
para valores de o préximos de zero que € a faixa de medicdo dos sensores
fabricados com alta frequéncia natural (acelerdbmetros), e a outra regido para
a grosso modo acima de 2.5, que é a faixa de medicdo dos sensores com
baixa frequéncia natural (sismémetros).

A Figura 2.20 ilustra o caso do sismometro, que mede a velocidade da
base por meio de uma bobina com um magneto percorrendo seu interior,
gerando-se, pois, segundo leis da eletricidade uma voltagem proporcional a
velocidade relativa. Os dispositivos que convertem grandezas fisicas em
grandezas elétricas, como o sismbémetro e acelerébmetro, sdo denominados
transdutores.

Como o sismOmetro é indicado para medir vibracdo com frequéncias
bem maiores que a natural do aparelho, ou seja w>>w,, tem-se que a

amplificagdo (2.140) é praticamente unitaria e a defasagem da resposta do
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a2

V(- 02) +dy202

3,0

2,0

Sismometro |

1,01

Acelerdmetro

04 1,0 20 30 40 50 o

FIGURA 2.19

TCMK
0L M/l
Xp

Figura 2.20

aparelho é praticamente de meia volta, ou seja = (vide Figura 2.15b) ), e,
assim sendo, tem-se:

X, = Awcos ot
) (2.141)
Xg = Ao cos(ot — ) = —Awcos ot

ou seja, a velocidade medida pelo aparelho x; €é, a menos do sinal, a

velocidade da base que se deseja avaliar. Vale ainda registrar que a medida do
sismOémetro ndo apresenta distorcdo de fase (fases diferentes para frequéncias
diferentes), pois no caso de dois sinais superpostos, por exemplo, tem-se:

X, = Ao,seno,t + A,0,5enm,t
: (2.142)
Xg = —Ao;seno;t — A,m,senm,t
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resultando-se novamente que a resposta do sismémetro €, a menos do sinal, a
velocidade da base, pois as defasagens para as duas frequéncias sao
igualmente n (® >> ®,).

A Figura (2.21) mostra o interior de um sismémetro tipico, que consiste
num cilindro de base circular de raio algo como 15cm e altura de 30cm, em
geral fabricado com frequéncia natural de 2 a 5 Hz, com faixa de uso entre 10 e
500Hz; cuja sensibilidade consiste na geragédo de 100mv para a velocidade de
100m/h.

Figura 2.21 Sismémetro

A figura 2.22 exibe esquematicamente um acelerébmetro, que consiste
num dispositivo contendo uma massa sismica apoiada num cristal piezelétrico,
que gera uma voltagem proporcional a for¢ca que lhe & aplicada. No caso, a
forca em questdo é aplicada pelo cristal piezelétrico na massa sismica
provocando sua movimentagao.

No caso do acelerbmetro tem-se entdo w,>>w, e, portanto, a

amplificagdo expressa em (2.140) é aproximadamente unitaria, e a defasagem
sendo nula. Com isso, tem-se:

X, = Asenot

X 2.143
X = Aa’senot = x,a° = —X—gsenoat ( )
n
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Massa sismica
cristal piezoelétrico
X (ceramica)
I, 7
Xb
Figura 2.22

ou seja, o sinal medido (segunda de (2.143) é, a menos do sinal e de um fator,
o sinal da base. Cumpre assinalar que a segunda de (2.143) indica que quanto
maior a frequéncia natural do sensor menor a sua sensibilidade. Cada sensor
tem sua constante relacionando a voltagem gerada no cristal em relagdo a
aceleragao.

O resultado (2.143) é também valido para a medicdes de vibracdo de
uma gama maior frequéncias, grosso modo até o =0.4w,, com o artificio de se

incorporar ao sensor amortecimento da ordem de y=0.7. Nessas condigdes,

vale registrar que a medicdo ainda ndo apresenta distor¢cdo de fase. Como
ilustra-se na Figura 2.23 a) e b), as seguintes relagcées aproximadas podem
ser, respectivamente, redigidas:

o-arctg2l = Zg 1O
1-a° 2 20,
(2.144)
1 -1
JA-0?)? + 4%
e, assim sendo, no caso da superposicao de sinais tem-se
X, = X;senot + x,senm,t
X, = X,aisen(o,t +0,) + x,a3sen(w,t +0,) (2.145)
Xg = X—;senw{[* + X—gsenmzt*
onde:
L (2.146)

20

n

verificando-se, pois, que a resposta do sistema x; é dada também por uma
superposicdo das aceleragoes de cada sinal x,, a menos de um ajuste na
variavel tempo, mas sem defasagem diferente (distorcao de fase).
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418 10510 20 30 40 50 (o

a) Defasagem

1

V(l-a2)2+4y20c2u |
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' Faixa boa '

b) Amplificacdo
Figura 2.23

2.14- Estudo paramétrico da ressonancia

Um fato interessante pode ser constatado examinando-se 0 movimento
permanente expresso em (2.123) na seguinte forma paramétrica:

x = Psenmt

(2.147)
d = Asen(wt —0)

sendo a solicitagdo y lancada no eixo coordenado horizontal e a resposta 6 no
eixo vertical. A figura formada no plano 6 conforme o tempo passa € uma
elipse, pois, por exemplo, para oa=1 tem-se de (2.125) 0=mx/2
(sen(ot —/2) = cos wt ), resultando-se:

(1) {Ej 1 (2.148)
P/ A

sendo que para o nulo, tem-se defasagem 6 igualmente nula, resultando-se:
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L_%_g (2.149)
P A

que consiste numa degeneragao reta da elipse para o lado direito, e, com «
tendendo-se para o infinito, tem-se 6 = =, resultando-se:

%0 (2.150)
P A

que consiste numa degeneracdo reta da elipse para o lado esquerdo. Para
situagdes intermediarias vale a elipse expressa por:

2 (8Y 8
X1 4121 —2cose| X2 | = sen2 (2.151)
P A PA

que vem uma ser a elipse com eixo inclinado.

Esse estudo paramétrico permite determinar experimentalmente a
frequéncia natural mediante um ensaio com atuador, variando-se a frequéncia
de excitacdo, pois, na frequéncia natural, a figura formada por (2.147) vem a
ser uma elipse em posigao simétrica.

2.15- Isolacao dinamica
A isolagéo dindmica do sistema € avaliada tendo-se em conta a forga de

interacdo com a base, como ilustra-se na Figura 2.24. Assim sendo, tendo-se
em conta o0 movimento permanente expresso em (2.123), tem-se:

b

T L

Psenwtl cx

a) Solicitacao b) Forca transmitida
Figura 2.24
. P c
F=kx+cx = {sen(oat—e)jt—mcos(oot—e)}
JA—a?)? + 44202 k (2.152)
2ya.
tg6=——~
J 1-a?
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ou ainda:

F 1+4y°%a®
E:\/ﬁ— 2)2y+4 —5sen(ot-0+9)
* ra (2.153)

Cw
tgp=—=2
go K Y

sendo o fator de isolacgao:

2 2
e (2.154)
(1-a%)" +4y°a
lancado em grafico da Figura 2.25 para valores caracteristicos do
amortecimento. Um exame dos resultados mostra que isolagdo dinamica

eficiente s6 € alcancada para frequéncias de excitagao maiores que J2 da
frequéncia natural, sendo mais eficiente para amortecimentos menores. Trata-
se, pois, de um isolamento inercial, a exemplo da isolacdo conferida por blocos
de grande inércia como base para equipamentos que vibram.

Figura 2.25

Aproveitando-se ainda da solucdo permanente (2.123), um caso
interessante consiste na isolagdo de vibragdo, como, por exemplo, o lustrado
na Figura 2.26, com sistemas excéntricos girando em direcado oposta com
frequéncia angular o, resultando na solicitacao vertical:
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b) Forga transmitida

Figura 2.26

P = mro®senot (2.155)

onde o produto mrrepresenta a inércia resultante do sistema excéntrico. A
resposta permanente fica entdo com a redagéo:

2 2
_Mot 1 sen(ot—-0) = o sen(ot —0)
K J(1-a?)+4y%a? JA-a?)+4y%? (2.156)
2yo
tgo =
g 1-a?

e a forga transmitida a base dada entéo por:

ro?

(1-a?)+4y%a®

F=cx+kx = [cocos(ot —6) +ksen(ot — 6] =

2 2
mrcoz\/(1 _;)AZ'YJrjyzazsen(cot ~0+B) (2.157)

2.2
F_ ocz\/“ —;)jy+jy2a2 sen(wt—0+p)

onde kré uma forca de referéncia, que, a exemplo da segunda de (2.153), ou
seja:
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[ = arctg2ya (2.158)
sendo o fator de isolagao:
2.2
F o | Itdre (2.159)
kr (1-a)" +4y°a

lancado no grafico da Figura 2.27 para trés valores ilustrativos do
amortecimento.

3,0 ¥Y=0,5
2,01 Y=0,25
) SO S~ SS—

10 20 30 40 50 O

Figura 2.27

Um exame do resultado exposto na Figura 2.27 mostra que a isolagédo
praticante total € alcancada para excitacdo com frequéncia angular o muito
menor que que a natural do sistema o <<®, (rotagdo baixa); ou entdo para

amortecimento praticamente nulo e com frequéncias angulares muito maiores
que a natural (a >>1), resultando-se amplitudes com a magnitude da estatica.
Esse é o0 caso da isolacdo de motores em relacdo a carenagem de carros,
isolacao das chamadas ultra centrifugas de enriquecimento de uranio, ou de
maquina de lavar roupa, onde o cuidado é a aplicacdo de um torque potente
para acelerar a rotagdo de modo a passar rapido pela ressonancia (w,) do

sistema, sem mobilizar grandes amplitudes.
2.16- Método da meia poténcia: medida do amortecimento

A Figura 2.28 reproduz esquematicamente o fator de amplificacdo
dindmica expresso em (2.126), indicando-se o pico maximo dado por 1/2y

ocorre aproximadamente na frequéncia natural ,, e duas outras frequéncias
(o, € ®,) que correspondentes ao nivel:

%(2%} (2.160)
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denominado de meia poténcia, permitindo-se formular a seguinte relacao:

{ 11 } 1 - L (2.161)

ou seja:

4 2
(Ej —2(1—272)[2J +1-8y2=0
o, o

n

2
( =(1-2y°)? £ 2y\[1+7?

sendo que a segunda de (2.162), para amortecimento pequeno (y<<1),

(2.162)

£le
N——

implicando-se também:

O, * 0, ® O, (2.163)
0, + 0, 5
('On
permitindo-se redigir:
2 2
(&] _(ﬁj — 4y 2222 (2.164)
O)n O)n (DH
ou ainda:
1o,y 1F -, (2.165)

que consiste, finalmente, numa outra maneira de se avaliar o amortecimento do
sistema, onde f = /2n € a frequéncia correspondente, a partir do grafico da

amplificagdo dindmica do sistema.
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Figura 2.28

2.17- Resposta a solicitacao ressalto

Outra solugcao completa importante, e que sera empregada no préximo
capitulo em seu item (3.1), € a da solicitacao ressalto, assim expressa:

Pt)=0—>1t<0

(2.166)
P(t)=P >t>0

como ilustra-se na Figura 2.29, e cuja solucao particular é expressa por (2.109)
com A, =0 (x,=0) para t<0 e com A, =1, ou seja, x, =P/k, para t>0; e,

assim sendo, a solucao geral se expressa:

NP (t)

t

Figura 2.29

~Y

x=0->t<0
(2.167)

X = E +e Tt [Asencont 1—y2 +Bcos o ty1—7> J —1t>0

onde as constantes de integracdo da segunda de (2.167) para condicdo de
repouso em t nulo sdo dadas por:

(2.168)




VIBRACAO DAS ESTRUTURAS

ganhando-se, pois, a segunda de (2.167) a seguinte redagao:

X :EF(t) (2.169)

onde a funcao em jogo e sua derivada se expressam, respectivamente:

F(t)=1- @ 7ent %Sen@nt 1- yz +CO0S COnh“ - y2
J1-v (2.170)

F(t) = senom ty1-7°

1—72

sendo que a primeira de (2.170) ilustra-se na Figura 2.30, para trés valores
tipicos de amortecimento. E oportuno registrar que a primeira de (2.170),
juntamente com as expressas em (2.119) e (2.120) vao ser empregadas no
desenvolvimento da solug&do geral via série de Fourier, item 3.1 no proximo
capitulo, e a ultima € de utilidade na formulagdo de solugdo analitica para
eventual mudanca de carregamento.

2 \ \
Y=020,"\ __-V=0,05

F(7.@n0) . /N

I ANySaNINs
///q(\=o,50 \\: ; \7 \\,
/

0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20

wnt

Figura 2.30

A questdo do carregamento lento empregada no estudo elementar da
Teoria das Estruturas pode ser melhor entendida examinando-se o caso da
solicitagdo com variacao linear ao longo do tempo, ou seja:

m% +kx =P-- (2.171)

t0
negligenciando-se a contribuicdo do amortecimento, por ser um fator favoravel

reduzindo-se o movimento mais rapidamente. A solugdo geral de (2.171),
tendo-se em vista 0 expresso em (2.71) e (2.109) tem a seguinte redacao:
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y i[t_senmntjzg{ o, t _senoantJ (2.472)

B kt, o, klot, ot

ficando-se evidente que a oscilagdo do movimento resultante é reduzida com o
aumento de o,t,. Grosso modo, o carregamento lento, que n&o mobiliza

vibragdo (movimento quase estatico), corresponde a o.t, >4, ou seja, o
movimento lento corresponde a um tempo de aplicagéo da carga t, >4/ w,.

Em outras palavras, a lentidao (tempo gasto para completar o carregamento)
depende inversamente da frequéncia natural do sistema.

Antes de terminar a exposicdo teérica, € conveniente apresentar as
derivadas das funcdes wy(t),d(t), F(t) e de x,(t), que serdo de utilidade na

obtenc&o da resposta analitica nos casos de mudanca da solicitacéo, ou seja:

_ 2
, o, e ! th)senm*t +o(a® —1)cosm.t
w(t) = (A—a? + 4727 V1= (2.173)

+a(1-a?)cos ot + 2ya’sennt

w senm t +
a(t) o, —e 1y *
C(1-0?)? + 420 2va2 cos .t (2.174)

—a(1-0?)cos ot + 2ya’senot

| —(vXo + ©,X,)

X, =€’ seno.t + X, Cos m.t (2.175)

as quais sao empregadas quando fungdes harmbnicas estdo em jogo.

2.18-Exemplos de aplicacao

1-Como primeiro exemplo, considere-se 0 caso de um sistema com massa
unitaria (m=1Kg), rigidez também unitaria (k=1.0N/m) e amortecimento
c=0.4N/(m/s). Pede-se a resposta do sistema para uma solicitacdo
P(t) =0.5cos(0.5t), para t > 0. As condigdes iniciais s&o de repouso.

Com os dados tem-se
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®, = \/E: \ﬁ: 1rad./s. ®=0.5rad./s. 0=2-095_¢5
m 1 o, 1
C 04

o. =0.980, =0.98 Yo, =0.2

' ome. 2x1x1

n

€ Com isso:

0.5/k (1-0®)? + 4y%0®

[evwnt Msen(m:{) +(1-a®)cos (w*t)} +(1-a®)cos(0.5t) + 2yasen (O.5t)}

—e°2{0.25516sen(0.98t) +0.75 cos(0.98t)}}

p(t) =1.6597
+0.75c0s(0.5t) + 0.2sen(0.5t)

2-Um Segundo exemplo de aplicagdo consiste na determinacao da resposta do
sistema para uma aceleragéo da base dada por:

X, (t)=0 t<0
X, (t)=Alsen(wt)  0<t<T,
X,(1)=0 t=T,

com amortecimento adimensional de 1% (0.01).
A solucdo para o intervalo 0<t<T /2 se expressa:

mX, +cx, +kx, =-mAsen(o,t)
P+ 2ym.p + 02p = wisen(ot)

p(t) =x,(t)/(-mA/K) =y (1)

ou seja, considerando-se que a =1 e 1-v? =1, tem-se ent&o:

p(t) = e 00mnt (%Sen (o,t)+50 cos(mnt)j —50cos(o,t)

p(t) = o, (e’°'°1“’“‘503en(mnt) + 503en(mnt))

resultando no final deste intervalo:
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p(t=T,/2)=—0.4845
p[t=T,/2]=-98.450,

A solucé@o e sua derivada para o intervalo seguinte (T,/2<t<T ) séo
dadas por:

o(t) = —g 00tent [98.453en (0,t")+0.4845 cos(wnt*)] +y(t)

() = —g 00tent [—1, 469sen (o, t’) +98.44cos(w,t )] +y(t)

uma vez que as condi¢des iniciais deste trecho sdo o deslocamento e a
velocidade no final do trecho anterior.
Para o trecho t > T, o sistema entra em vibracao livre expressa por:

X(t) = e %% (-99.09senw, t + 94.92cos w,t)
com condigdes iniciais p=94.92 e p=-97.030, .

2.19-Execicios propostos

1- Sabendo-se que a solicitacdo do sistema de um grau de liberdade é dada
por Pf(t) com:

f(t)zo t<0
f(t) =(1-cos(w,t)) 0<t<T /4
f(t)="1 t>T /4

pede-se a resposta do movimento do sistema com amortecimento
adimensional valendo 0.01 (1%).

Resposta:
0<t<T, /4
x(t) = 5(1 — e 00" (49.99senw.t +cos w.t) ~50sena,t)
t>T /4>t =t-T /4

X(t') = E(e—°-°1wnt(o.5303enmnt* +0.213cos0,t) +F(1)
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2- Para um sistema de um grau de liberdade, pede-se a resposta para o

0<t<T,/4 >PH)=P[t-1n
T2 4

n

T? 4

carregamento: T /4 <t<T /2 >P(t)= Pt—[t* -~ Lj
t =t-T /4

sendo nulo 0 amortecimento

Resposta:

0<t<T, /4
p| 0.03979sen(w,t)+0.05066 cos (w,t)—0.05066 }

k|0.039790,t +0.02533 (w,t)°
T/4<t<T /25t =t-T /4
. p|0.028909sen(o,t")+0.03979cos (w,t ) -0.05066 —
X(t )=—
k10.03979w,t" +0.02533(w,t')

3- Sabendo-se que a aceleragdo da base do sistema de um grau de liberdade é
dada por:

Xa(t)=0 t<0
X,(t)=A(1-sen(ot)) 0<t<T,/4
X,(t)=0 t>T /4

pede-se a resposta do movimento relativo do sistema com amortecimento
adimensional valendo 0.01 (1%).
Resposta:

0<t<T, /4

x(t) = %(—1 +e7 %[ 0.51sen(w.t) +50c0s (w.t) |-50cos (w,t))

®,

t>T, /4

x(t')= %(e—"-‘”“’n“ [-0.03063sen(w.t') - 0.986c0s (w1 |

n

t=t-T /4

2.20-Bibliografia para Consulta

-G. B. Warburton, Dynamical Behaviour of Structures, Pergamon Press, (1976)
-R. W. Clough e J. Penzien, Dynamics of Structures, McGraw-Hill Book
Company (1975)

-W. T. Thomson, Teoria da Vibracdo com Aplicacao, Editora Interciéncia (1973)
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APENDICE
2.21-Série de Taylor

A teoria das séries de Taylor foi sem duvida uma revolugdo na
matematica operacional, afinal ela permitiu pela primeira vez, na histéria da
matematica, explicitar de maneira exata, além das func¢des trigonométricas,
muitas outras fungdes; e de facil entendimento.

Em verdade, a série de Taylor € uma expansao polinomial tendo por
base o valor da funcéo e de suas derivadas para um dado valor da variavel (em
geral para o valor nulo), da mesma forma como ocorre com qualquer polinémio.

Por exemplo, considere-se um polinbmio genérico do tipo:

P(X)=Cy+Cx+C,x* +Cyx® +Cx* +... (A1.1)

onde C, sdo as constantes do polinbmio. Suas derivadas sucessivas sao
expressas por:

d%p(x)=p'(x)=C1+202x+3C3x2+4C4x3+...

9 p(x)=p" (x) = 2C, + 6C,x +12C,x° +...

d;‘ (A1.2)
d?p(x):p'”(x):603+24C4X+...

d

e} (x)=p" (x)=24C, +...

onde o numeral romano indica o nivel de derivagcdo. Assim sendo, para valor
nulo da variavel x tem-se de imediato:

(A1.3)

e com isso o polinémio (A1.1) ganha a seguinte escrita:
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X4

2 3
X TR
—+...
41

+Po 3 (A1.4)

1
X
P(X) =Pg +Po == +Py +py

1 oor

que consiste na redacao classica da série de Taylor.

Em outras palavras, conhecendo-se a funcao polinomial e suas
derivadas para o valor nulo da variavel x, o polinbmio acha-se determinado,
pois existe uma relagédo direta desses valores com as constantes do polinémio.

2.22-Aplicacao na solucao da equacao diferencial de primeira ordem
Considere-se a equacao diferencial de primeira ordem em sua forma

canbnica, que descreve, por exemplo, o aumento populacional a partir de um
casal reprodutor, ou seja:

y'(x) = Ay (x) (A1.5)

sendo y'(x) a derivada da populagdo y(x), ou a taxa de crescimento, e A a

constante de proporcionalidade. Tendo-se em conta uma condi¢do inicial dada,
ou seja:

y(x=0)=yq (A1.6)

onde y,, por exemplo, é a quantidade inicial de casais reprodutores. Assim

sendo, a fungdo y(x) e suas derivadas ficam assim expressas:

y(x = 0) =Yo
y'(x=0)=Ay(x=0)=Ay,
V' (x=0) = Ay'(x = 0) = A%y, (A1.7)
y||| (X — O) — Ayll (X — 0) _ A3yo
yIV (X — O) — Aylll (X — O) — A4y0
que levados em (A1.4) permite exprimir-se:
2 X2 3 x3 4 x4
Y(X)=Yo +Ayox +A yoEJFA yoaJrA yOZ'F.. (A1.8)

ou ainda:
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Ax)" (Ax)’ (Ax)’
y(X)=vY, 1+¥+( 2X') +( 3X!) +( :|) +... (A1.9)

ou mais ainda
y(x)=y.e™ (A1.10)

visto que, para a fun¢ao exponencial, tem-se:

(A1.11)

ou seja

filx=0)=1 (A1.12)

ou mais ainda, tendo-se em conta (A1.4), verifica-se que:

x x2 x3

e =1+—+—+—+.... (A1.14)
1 2! 3l

que consiste na funcao exponencial desenvolvida em série de Taylor.
No caso da funcao senoidal, por exemplo, tem-se:
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'(x =0)=cos(0) =1
f'(x =0)—sen(0) =0
f'(x =0) =-cos(0) = -1 (A1.15)
f¥(x=0)=sen(0)=0
fV(x=0)=cos(0)=1
resultando-se:
sen(x):x—;—jJr);—j— ....... (A1.16)

que vem a ser o desenvolvimento em série de Taylor da fungéo senoidal.
Procedendo-se igualmente no caso da funcao cossenoidal chega-se a:

cos(x)=1-"—+"——.... (A1.17)

que consiste na série de Taylor da fungao cossenoidal.
Por outro lado, empregando-se argumento complexo na série de Taylor
da funcéo exponencial tem-se:

) . N\2 - . N4 N
SRR o I LY 3 A Oy (A1.18)
11 2! 3! 4| 51
ondei (¥ =-1 i =- ...) é a unidade imaginaria resultando-se, pois:
2 4 3 5
e‘X:[1—X—+X——...j+(5—x—+x——...ji (A1.19)
21 4| 11 3! 5l
ou ainda
e =cos(x)+isen(x) (A1.20)

que consiste na classica formula de Euler, de utilidade nos casos em que o
argumento torna-se complexo, caracterizando-se 0 que em matematica
denomina-se bifurcagéo da solugéo.
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Continuando, as fungdes senoidais e cossenoidais com argumento
complexo implicam em:

. x2 x° o
sen(ix) = x+§+a+... i =iseh(x)
2 4

cos(ix) =1+E+%+... = coh(x)

(A1.21)

verificando-se que, complexando o argumento, o seno resulta no seno
hiperbdlico multiplicado pela unidade imaginéria, e o cosseno resulta no
cosseno hiperbdlico. Inversamente, complexando o argumento do seno
hiperbdlico resulta no seno multiplicado pela unidade imaginaria e o cosseno
hiperbdlico resulta no cosseno. Valendo-se apenas lembrar que:

Seh(x) — ﬂ
= (A1.22)
coh(x) =%

exprimem a definicdo classica do seno e do cosseno hiperbdlico.
Retomando-se agora o caso da equacao diferencial que descreve o
movimento livre de um sistema onde o amortecimento € nulo, que é do tipo:

X" = —@’x (A1.23)

(A1.24)

onde x, e X, sdo as condigdes iniciais em deslocamento e velocidade,

respectivamente.
A correspondente série de Taylor da resposta fica entao:
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| o \E 2\ B e
x:x0+x0t+( w“XO)EJF(w”XO)aJF(m”XO)EJr A1.25)
4.1 ° 6 t6 6! t7 .
(O\)nxo)—'+(—(0nxo)&+(— nxo)ﬂ
ou seja:
2 4 6
X =X, 1—(m”t) +(0)”t) —(w”t) +o |+
2! 4 6!
(A1.26)
| 3 5 7
PR Y G G
o, " 3! 5! 7!
Resultando-se:
|
X = X, cos () + ﬁsen(mnt) (A1.27)

®,

que confirma solug&o anteriormente obtida de maneira direta por inspecao.
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CAPITULO Il
OUTRAS TECNICAS ANALITICAS DE INTEGRACAO

3.1-Introducao

A integracao analitica da equacao de movimento € agora abordada iniciando-
se com a classica integracao mediante o emprego da série de Fourier, e seguida
pela integracdo via convolugdo de Duhamel, encerrando-se com a técnica da
transformada de Fourier, que consiste numa forma limite da série de Fourier, bem
como finaliza-se com o desenvolvimento da técnica de determinacdo do
amortecimento via circulo de Nyquist, também denominada circulo ajustado (circle
fitted).

3.2-Integracao por série de Fourier
A Figura 3.1 ilustra uma fungdo periddica com periodo indicado por T.

Todavia, como sabido, a caracterizagdo da fungéo peridédica pode ser dada por
qualquer trecho da fungdo em questao com intervalo T, como mostrado.

M (1)

Figura 3.1 Funcao periodica

A funcdo periddica, qualquer que seja ela, gera uma série de Fourier
expressa por:

S(t) :%JFZBJ cos jot +Y_ A senjot (3.1)
J:

=1

onde:
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2n
o=2"
T
B, :% "P(t)dt
(3.2)
= —J' t)cos(jmt)d

=—J' t)sen(jot)d

sendo que a identidade entre a série (3.1) e a funcdo P(t) que lhe deu origem, ou
seja:

S(t) =P(t) (3.3)

verifica-se no caso de a fungao P(t) atender as condicdes de Dirichet, quais sejam,

que a funcdo em questdo seja definida, ou seja, é finita em todo o dominio e
peribédica; mais ainda, que tanto a funcdo como sua primeira derivada sejam
seccionalmente continuas, ou seja, com saltos finitos e em numero discreto, como
ilustra-se na Figura 3.2. Finalmente, a igualdade (3.3) s6 é atendida nos trechos de
continuidade, e nas descontinuidades vale a relacao:

P(t) = M (3_4)
2
onde f (t) e f (t) s&o os valores assumidos pela fungéo antes e depois do salto;

sem contar que o salto na verdade esta afetado pelo chamado efeito Gibbs, que
nao tem influéncia para os efeitos aqui examinados.

Af (1)

f(t-0

.

_____._h____
—~
-
T
>
S \

Figura 3.2



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

Tendo-se em conta na equac¢ao de movimento, a solicitagcao periddica sendo
substituida pela sua série de Fourier correspondente, ou seja:

0

mX +CX +kx _?O > B, cos jot+) A senjot (3.5)

=1 =1

a linearidade da equacgao permite a integracao ser alcangada pela superposicao das
solucdes correspondentes a cada um dos termos da somatéria indicada em (3.5),
ou seja:

MX, +CX, + kX, =%—> Xy = Z‘i F(y,m,t)

. : . B .
mX, + X, +kx;; =B, cos jo,t > X, = ?'(I)(y,joc,cont)

(3.6)
MX, +CX;, +kx;, = A, cos jo,t — X, = ?'\u(y,joc, o,1)
(0]
o=—
O‘)n
resultando-se:
X = xO+Zx + X (3.7)

deixando-se evidente que o trabalho algébrico € enorme, uma vez que sabidamente
a série de Fourier, em geral, é de convergéncia muita lenta, sendo necessario
muitos termos da série para se obter algum resultado pratico.

3.3-Integracao por convolucao de Duhamel

A Figura 3.3 a) exibe uma histéria de carregamento ao lado da histéria da
resposta correspondente como indicado na Figura 3.3 b), destacando-se um trecho
elementar de carregamento (do tempo t© ao tempo t+drt), e a resposta do sistema
X(t), no tempo t. A questdo basica a ser respondida é o quanto da resposta x(t),
no tempo t esta relacionada com a existéncia de carregamento no intervalo de t a
t+dt. Afinal, com esse conhecimento a resposta final x(t) pode ser entao obtida
somando-se todas as contribuicdes do carregamento existente antes de t,
atendendo-se, pois, o0 principio da casualidade (o presente depende s6 do passado).
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X(t)A X(t)A

n ! [
Q//AE ﬂ > I“l : O >

T t t t t
HL a) Solicitagao dt b) Resposta

dt

Figura 3.3 Solicitacao e resposta

Para tanto, ilustra-se na Figura 3.4 o fato de no instante t o deslocamento e
a velocidade sdo, respectivamente, x, e x,. No tempo t+dt acontecem duas
situagdes como ilustrado. No caso de haver solicitagdo no intervalode t a t+dt o
deslocamento e a velocidade ficam, respectivamente, expressos por x,e X,, € ndo

havendo a solicitagdo por x4 e X,.

X(t)A

- -
X‘d\\\

'{
N x S
7—>|—d> ~-- Vv

livre

Figura 3.4 Respostas nos dois casos

Por outro lado, a equagcao de movimento no intervalo de © a t+dt com e
sem carregamento se expressam, respectivamente:

mX + cX + kx = P(1) (3.8)
mX +cx +kx =0 '

ou seja, as aceleracgdes no intervalo dt ficam, respectivamente:
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P(r) , cx, +kx,

m m (3.9)
cX, +kx,

m

aP

XaL -

e com isso, tendo-se em conta a expansdo de Taylor, os deslocamentos e
velocidades no final do trecho infinitesimal ficam:

v 2
X =XT+XTdT+(P(T)—CXT+kXT]dT .

m m 2

, : cx, +kx_\dt?
Xy =X, +X dr+| ——F—t |

2
~m (3.10)
S (P(‘E) er+erj
Xq =X, + - dt+
m m
L [ck +kx)
Xy =X +| ——— |[dt+
m

e, no tempo t, ndo havendo solicitagdo de t+dt até t (vibracao livre) para ambas
as situagdes, tendo-se em conta 0 expresso em (2.74), os deslocamentos ficam:

xd(t):e“’“’“{ LYCO”ZL sen(m,y1-y°)t +x,cos(w,\1- )t
@y, 1_'}’
- Z (3.11)
X, (1) = g ot || Xat210Xe |oon o0 - )t + X, cos(o -7t
o, 1—y2
cuja diferenga:
'yw P(t)dv®  P(x) |
) o "m 2 m seno 1-72t +
AX(t) = x, (1) = x (1) =™ o, A1-7 (3.12)
@ECOSCO 1—y2t
L m 2 " i

ou ainda, desprezando-se o0s termos de segunda ordem:
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AX(1) = Ax(t) = e 7"t &Zsen(wn\h —y*)t'dr =
-y

g 7on(t-0) — Fsen( F)(t—r))dr

onde t =t—1, e, com isso, e assumindo-se que a solicitacdo em consideracéo se
inicia no tempo nulo (t" =0), obtém-se a resposta somando-se as contribuigdes, ou
seja:

(3.13)

—yon (t-1)
= tAx(t)z t © ———=S%en o, \1-7* (t—1)]dt
! e nw)J ( ) (3.14)

ﬁpuma—rmr

onde:

) o-Ton(t-1)
h(t') = h(t—1) = nm)J___sen( o 17 )ﬂ—r» (3.15)

consiste na resposta ao impulso unitario aplicado no tempo t, uma vez que, como
ilustra-se na Figura 3.5 a), a resposta ao impulso unitario aplicado no tempo 1, como
exposto em (3.14), assim fica redigido:

T+dT

X(t)= [ (P(x) = 0)h(t—T)dt +[

0

jt(mﬂzoma—ﬂmzﬁ”%mﬂmzﬂmpwpma—wzmm

t+dt

P(t)dt = 1)h(t—1) +
(3.16)

sendo a fungdo h(t') mostrada na Figura 3.5 b). Vale ainda registrar que a derivada
da fungdo h(t') para t’ nulo vale:

(3.17)

como era de se esperar (impulso |=jm$idt=m>‘<=1). Além disso, a velocidade
obtida mediante (3.14) ganha a seguinte redacao:
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P(t)

foo

;

ig dT—0
| % \

T, T+dT t

a

a) Impulso unitario
|

x(t)

|
|
|
|
|
| /
|
|
|
|

/ |
// h(t—’C):
L
RN

—
h(t%)
b) Resposta
Figura 3.5
x(t) = % ;P(r)h(t _t)dt = j; P()h(t - t)dt + P(H)h(0) (3.18)

lembrando-se que a variavel em questdo é o limite superior da integral sendo
derivada fornecida pela férmula de Leibniz. Por recorréncia, a aceleragao fica entao
dada por:

(1) = 9 [

il P(oh(t— ) + P<t)h(0)} = [ P(o)f(t - t)de +P()A(0) +P(Dh(0) (3.19)

0

sendo h(0) =0 e h(0) =1/m como exposto em (3.18). Vale assinalar que o expresso
em (3.14) e (3.18) mostra que as condigbes iniciais da solugdo dada pela
convolucdo de Duhamel sdo as de repouso (x(t=0)=0,x(t=0)=0), e assim, para
condicdes iniciais ndo nulas a solugao passa ser dada por:

Xog T YO, X,

X(t) = I; P(t)h(t - t)dt +e " { sen(m.t)+ X, cos(m*t)} (3.20)

.

como ja exposto em (2.121), ou seja, superpondo-se a solucao geral de vibracao
livre (2.74).
Uma definigdo mais geral da fungao resposta ao impulso unitario é dada por
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h(t-t)=h(t)=0—>1t>t

e—ymnt

L

ganhando-se, pois, o expresso em (3.14) a seguinte redacao:

sen( \/7)‘[ > 1<t (3.21)

+00

x(t) = j p(t)h(t—t)dt (3.22)

—00

que vem a ser a integracdo denominada convolug¢ao da fungéo p(t) sobre a fungéo
h(t—t). A Figura 3.6 ilustra o grafico da fungédo expressa em (3.21)

Mt-1)
/\ /\ /\vnvnv.. >
T \J V t
—

Figura 3.6 Resposta ao impulso

A solucao expressa em (3.22) tem apenas um carater simbdlico, pois, na
pratica, € uma solucdo trabalhosa de ser alcangada, visto que, em primeiro lugar, o
carregamento deve ser expresso analiticamente, e em segundo lugar a integracao
nao é operacgao, em geral, expedita.

Considere-se, por exemplo, o caso da fungéo ressalto dada por (2.166),
resultando-se segundo (3.14) na seguinte escrita:

= Le-wt "sen( 1—y2(t—r))dr (3.23)

17

ou ainda:

i 1[ gion - ) _ grioniZ (t-1)
von(t=s ) | > dt (3.24)

mmﬂj(

onde a forma complexa do seno foi empregada, de modo a facilitar a integragao
envolvendo-se assim apenas exponenciais, resultando-se, apds razoavel
manipulacao algébrica no expresso no expresso em (2.169); e lembrando-se que,
no final, os fatores complexos acabam anulando-se, como era de se esperar.
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Detalhes operacionais dessa manipulagcéo algébrica apresenta-se na primeira parte
do Apéndice.

3.4-Transformada de Fourier
Como ja mencionado, a Transformada de Fourier € obtida a partir da série

de Fourier em situacado limite. Para melhor expor o desenvolvimento em aprego, a
série de Fourier expressa em (3.1) pode ser expressa em nova redagao por:

f(1) =?+ZB COS]O)’[JrZA senjo't (3.25)

j=1

onde, com a nova redacao tem-se

. 2n
o ==
T
:iITP
(3.26)
=—.f t)cos(jo t)d
:—I t)sen(jo t)d

cujos valores sao ilustrados em graficos discretos similares aos da Figura 3.7. Uma
nova redacao de (3.25) pode ser ainda escrita, ou seja:

- J' dt+2[( (jo senjcot) (A(jco*)COSj(D*’[)}O* (3.27)

onde:

=
=
I

lL:C(f(t)senjm*t)d'[
f (3.28)
B(jo’) = = j:(f(t)cos joo't)dt

cujos gréficos sao ilustrados, respectivamente, nas Figuras 3.7 a) e b).
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A(Jw*) B (Jw*)

MM

QO* 200% 3L0* Joo® w* W 2WF 3w Jw*  o*
[ | | | |
1 e,y I I eo* | |
w | , W |
[ | | | |
J=11J=2 J j=1 j=2 j
a) Fator do seno b) Fator do coseno

Figura 3.7 Representacao discreta

O exame do limite de (3.27) com T tendendo para infinito pode ser
heuristicamente alcancado, para fungédo limitada como a exibida na Figura 3.8,
entendendo-se que a fungao vai se repetir novamente 14 no infinito.

>

f(t)/

T—>00

My

Figura 3.8 Situacao limite

|
,‘ /,-\‘
/
-
I ~

t,

Assim sendo, os seguintes limites podem ser vislumbrados:

m‘=¥—>|im(T—>oo)—>m*zdw

jd—)w—){ © >0 (3.29)
mas...] - «©

9 ["f(t)dt - 0
2n 0

uma vez que, embora o tenda para zero, o produto por j tem limite definido pois |
varia ao infinito, e assumido que a integral indicada na terceira de (3.29) seja
limitada o produto ai indicado tende para zero. Com isso, 0 expresso e, (3.27) ganha
a redacao:
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= I:[A(m)senmt +B(w)cos cot]d(n (3.30)

onde:

1 o

®) = = jo (f(t)senot )dt
1 ew

®) = = jo (f(t)coswt )t

(3.31)

sendo que (2.30) e (2.31) sdo as chamadas integrais de Fourier. Por outro lado,
tendo-se em conta que:

: f(t )cosoat—r =5 t)cosw(t—1))dw

L )

- (3.32)
é " (f()sena(t - ))dm:éo

visto que a funcdo cosseno é par (simétrica em relacdo a zero) e a funcéo seno é
impar (antimétrica), ganhando-se (3.30) a escrita:

f(t) = 2171 ::"U f(t)e "’”dt}ei‘”tdm (3.33)

tendo-se em conta a formula de Euler (€™ =cos(t — ) +isenm(t—1) ).

O expresso em (3.33) permite finalmente definir a transformada de Fourier
da fungao f(t), pois definindo-se:

Flo) = j:f(r)e*““dr (3.34)
que vem a ser a transformada de Fourier da fungédo em questao, e:

LO )e“'do (3.35)

constitui a transformada inversa. O expresso em (3.34) é a representagao da funcao
f(t) no dominio da frequéncia.

Exemplificando, considere-se a funcéo ilustrada na Figura 3.9 a), cuja
definicdo é dada por:
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f(t)=0->1t<0

f(t)=A—>0<t<a (3.36)
ft)=0>t>a

u (t)

5.

a t
a) Funcdo do tempo

In(Fw)) R (F(w))

_\a
2)\a
2 T T 21 2T ST
L S "
NG T ol ol e

2\a 2\a a a a 2)\a
T 3T 3T
b) Parte imagindria e u(w) ¢) Parte real de u(w)
Figura 3.9

cuja Transformada de Fourier assim se expressa:

Flo) = Iake““’dr _ _&[e“‘”a _1] _a icosoaa—1 | senwa (3.37)
0 (o] wa wa

ou, em outras palavras, a funcdo transformada é complexa, contendo uma
componente imaginaria:

cosma —1

I, (F(w)) =ra——— (3.38)
®a
e uma componente real:
R(F(0)) = ha 22102 (3.39)
®a

cujos graficos sao ilustrados na Figura 3.9 b) e 3.9 c), respectivamente. Cumpre
assinalar que a funcédo exposta na Figura 3.9 a) com a tendendo-se ao infinito
(integral tendendo-se igualmente ao infinito) a Transformada de Fourier fica
igualmente indefinida.

Um outro exemplo interessante é a transformada de Fourier da funcao
harménica assim definida:
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f(t)=0—>1t<0
f(t)=Acoso,t >0<t<a (3.40)
ft)y=0>t>a

cujo grafico acha-se ilustrado na Figura 3.10.

f(t)

TAANN
VUYL

P ~
L ,l

Figura 3.10 Funcao harménica truncada

A transformada de Fourier da fungao definida em (3.40) fica entao:

a eimt + e—iu)t

_[? —iot 43 __ —iot q3 _
F(o) = IO Acos(ot)e dt = XIO —— e dt= .
A i cos(o, —w)a—1 N cos(o, + w)a—1 . sen(o, —o)a N sen(o, +®)a (3.41)
2 (0y —®)a (o + ®)a (0, —®)a (0, + 0)a

cujos graficos da componente real e imagindria estao ilustrados, respectivamente,
na Figura 3.11 a) e b), chamando-se a atengéo para o fato de que a funcao dada
em (3.37) é agora repetida a partir de m, com metade da magnitude (fenémeno da

modulacéo).

Im(F(w)) R(F(w))
Aa Aa
2 2
N1\ AN
")va }La 0-)0 wO &
T K 3n
a) Parte imagindria a) Parte real

Figura 3.11 Representacao transformada
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Vale também assinalar que a funcao ilustrada na Figura 3.10 com duracéo a
tendendo-se ao infinito implica em Transformada de Fourier indefinida.

Uma propriedade importante da transformada de Fourier consiste no fato de
que, uma vez conhecida a transformada de Fourier da funcdo, a transformada de
suas derivadas ndo envolve mais integragdes. Afinal:

F(o) = [ f(t)e™dt (3.42)

na qual o ponto superior na transforma nao significa derivacdo no tempo, mas
apenas que se trata da transformada da derivada primeira da funcao f(t). A

integracao por partes do expresso em (3.42) resulta:

0

Flo)=[f(t)e™ | - _[:f(t)e"“"(—ioa)dt = —f(t =0) +ioF (o) (3.43)

0

ou ainda a forma inversa, ou seja:

Fla) - 0 if (3.44)

indicando-se que no dominio da frequéncia, para condi¢cdo inicial nula, a
transformada da derivada consiste na simples multiplicacdo da transformada da
funcédo por i®, e na transformada da integral pela divisdo. Por recorréncia, o
expresso em (3.43) permite obter a transformada de Fourier para derivadas mais
altas da fun¢ao no tempo.

Outra propriedade importante resulta da transformada de Fourier da
convolugéo, ou seja:

x(0) = [ x(tle “'dt = j:[ [ P(h(t- r)dr}ei‘“‘dt (3.45)

resultando:
X(®) = P(ow)H(w) (3.46)

onde:

0 » (3.47)

ou seja:
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j j e gt (3.48)

sendo que o expresso em (3.48), procedendo-se a mudanca de varidvel t=t+t,
cujo jacobiano (de t e t para 1 e t) se expressa:

dr de
1
det| 97 9| _get| T 0|y (3.49)
dat dt 0 1
dt dt

resultando-se unitario, permitindo-se uma nova redagao para o expresso em (3.48),
ou seja:

j j h(t—t)e “'ddt = j e "“‘[ h(t—1 dr}dt
(3.50)
= X(w)
que consiste no classico teorema da convolugéo.
3.5-Aplicacao da transformada de Fourier na dinamica
Retomando-se a equagao de movimento, ou seja:
mXx(t) +cx(t) + kx(t) = P(t) (3.51)

e aplicando-se a transformada de Fourier em ambos 0os membros, tem-se:

j;o[mi(t) +cx(t) +kx(t) ™ dt = j;oP(t)e"‘”tdt (3.52)
resultando-se:
MX() + cX(®) + kx() = P(o) (3.53)
ou ainda:
m(—x(t = 0) —iox(t = 0) — () ) + ¢ (—X(t = 0) +icwxX(w) ) + kx(e) = P() (3.54)
ou seja:

P@) mx(t =0) +(c +iom)x(t = 0)

- 3.55
K +i®c —mm? K +imc —mm? ( )
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Cuja inversa se escreve:

x(t):lj*‘”x( e 'dt = Le on(t ”sen(mmh—yz(t—r))dw

271: - 1 'Y

. (3.56)
e‘”’ﬂ‘[%ﬁ?osen(cot 1—y2)+xocos(cot 1—y2)]

como era de se esperar. Vale registrar que a manipulacao algébrica para se obter
a inversa de (3.55), nos termos expressos em (3.56), envolve varias operagdes no
dominio complexo, a exemplo de (3.24), como também detalhado na segunda parte
do apéndice.

3.6- Espectro de Fourier

Explicitando-se a transformada de Fourier da funcao f(t)tem-se:
j f(t) (cos(wt) —isen(wt))dt = A(w) +iB(w) (3.57)

sendo o médulo e a fase da transformada definidos como:

EF=|Fm|—A2 +B2 (o)
B (3.58)

=arctg—

¢ 9%

cujos resultados da primeira de (3.58) sao ilustrados na Figura 3.12 para o caso do
som de 6rgao na Figura 3.12 a), violoncelo na Figura 3.12 b), de uma impressora
matricial na Figura 3.12 c) e de uma bomba centrifuga na Figura 3.12 d).

EF

[ 100300 5001000 g, f 300 1000 5000 f
400 C/Hz 2‘6”
a) Orgido b) Celo

EF

U]oo 1000 3000 Hz |]()[) 1000 3000 Hz

¢) Impressoras d) Bomba centrifuga

Figura 3.12
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3.7- Circulos de Nyquist

Um eficiente algoritmo de avaliagdo do amortecimento é provido pelo
conhecido circulo de Nyquist, também conhecido como técnica do circulo ajustado
(circle-fitted). O primeiro modo de se obter o circulo é alcangcado procedendo-se a
transformada de Fourier do sinal da vibracéo livre produzida por um impacto, ou
seja:

At .
| = jo P(t)dt = mx(0) (3.59)
cuja transformada se escreve:
mx(0) : k-mo® . ®C
X =—— =mx(0 -1 3.60
) = T me? +imc )((k—mmz)%m?c? (K—mao?)? +(0202j (3-60)

e a transformada da velocidade:

PR . o ®°C . (k—mo®)o
X(®) =—x(0) +iox(w) = mx(O)[(k ToPP + ol i (K- me?)? 1 o2c? ] (3.61)
cuja parte real se expressa:
T w’c
R[x(0)]= mx(O)[(k_m(Dz)2 +m202} (3.62)
e imaginaria:
. . (k —mo®)o
I(X()) _mx(O)[(k_mmz)z +(0202j (3.63)

as quais sdo as variaveis paramétricas R e |, respectivamente, do circulo ilustrado

na Figura 3.13 em funcao da frequéncia angular o, indicando-se que o didametro do
circulo é o inverso do coeficiente de amortecimento c. Essa técnica foi usada nos
anos 90 para medir o amortecimento do estadio do Maracana.
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N

m

1/c

N

>1
Figura 3.13 Circulo de Nyquist

A Figura 3.14 exibe em detalhe o circulo em questdo, destacando dois
pontos, um antes de se atingir o, (®,) e outro depois (®, ). As seguintes relagcdes

geométricas sao pertinentes:

6, _ [X(@)] _ o,(k-mof)
2 R[x(®)] = co
(3.64)

tg

tg% _ og(—k+maj)
2 co;
ou seja:

0 0 m(o? — ®?
watg?+mbtgzb=—( 0= %)

2 2
¢ = M(@s=,) (3.65)
® tge—a+co ’[ge—b
a¥ o P2
- C o] — 0

2mwm, 0 0
" 20, | 0,tg—2 +oytg—2
n|: a92+bg2:|

valendo-se adiantar que o circulo em questdo é obtido mediante ensaios com
analisador de sinais, e que, no caso de ensaios com equipamentos digitalizados, os
pontos obtidos do circulo em apreco sdo varios, e 0 amortecimento expresso na
terceira de (3.65) pode ser avaliado para muitos dos pontos disponiveis.
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(antes de W)

SV

(depois de Wp)

Figura 3.14 Circulo de Nyquist detalhado

No caso da vibragao livre provocada por deslocamento inicial dado, cuja
transformada de Fourier tem a escrita:

(c+imm)x(0)

X(w) = — (3.67)
K—mon® +inc
ou ainda:
x(0) = —x(0) + imx(w) = LZ(O)_
K—mo +|0)F: ) (3.67)
%(0) = —x(0) —iwx(0) — 0?x(w) = _"”—;‘(0,)
K—mo +inc
resultando-se:
5&(@)=—kx(0)( ";2‘23 S— (k_rzn?z)‘”z 2] (3.68)
(k—-mo°)+o°c (k—mo°) +o°c

cujo circulo € o mesmo apresentado na Figura 3.13, mas ocorrendo-se no semi-
espaco negativo (imagem especular do circulo anterior).

3.8- Resposta permanente harmoénica em notagao complexa

Em primeiro lugar, é oportuno chamar a atengcédo para o fato de que o
emprego de notacdo complexa facilita a manipulacao algébrica da integracdo da
equacao de movimento, especialmente na abordagem da solu¢cdo permanente,
resolvendo-se ao mesmo tempo o0 caso de solicitagdo variando senoidalmente e

cossenoidalmente. Ndo é & toa que a equacdo €™ +1=0 foi eleita uma das mais
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belas equacdes da histéria. Em notacdo complexa, a equagdo a equacao de
movimento na forma adimensional tem a seguinte redacao:

P+ 2yw,p+ 0ip = 0re = w: (cos ot +isenwt ) (3.69)

onde a solicitacdo harménica é expressa por Pe' e p(t) =kx(t)/P.
A solucéo particular, por inspecao, pode também expressar-se em notagao
complexa, resultando-se nas seguintes relacdes:

pp — Ceiwt
b, =inCe™ (3.70)
p' — _O)ZCeioat

cuja substituicao em (3.69) resulta:

2

®
C= . 3.71
o — 0° + 2iyo, ( )
ou seja:
I B e (3.72)
P 1- 0 + 2iya .

onde a=o/®,.
O expresso em (3.72) tem ainda a seguinte redagao:

1-o? , 2ya } ot g9
p, = —i et = (3.73)
i {(1 N R R (VS R A RN (C O e
onde:

0 =arc.tg 12_y22 (3.74)

e finalmente:

= 1-af cos mt + 2ya senot |+
P (1-02)* + 4y%a? (1-0®)? + 4y%a?

(3.75)

. 1-a? 2yo
I > >— Senot — = >— Cosmt
(1-a%)" +4y°a (1-a%) " +4y°a
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sendo a primeira parcela do segundo membro de (3.75), que consiste na parte real,
vem a ser a resposta permanente da funcdo cossenoidal e a segunda, a parte
complexa, a da fungédo senoidal. Em outras palavras, a notacdo complexa resolve
de uma vez s6 as duas funcbes harmdnicas, ficando-se também explicito que a
amplificacao de ambas as parcelas de (3.75), conforme expresso em (3.73), é dada
por:

1
\/(1 —02)? + 4y%a’

(3.76)

que vem a ser 0 modulo da resposta complexa (3.73).
3.9- Balanco de energia e amortecimento histerético

Examinando-se agora o trabalho realizado pelas forgas internas e externas,
ou seja:

j [mX(t) +cx(t) + kx(t)Jx = p(t)dx (3.77)

onde x, e X, sdo duas posi¢des genéricas ocupadas pelo sistema. A integragéo do
primeiro e Ultimo termo das forgas internas se escrevem, respectivamente:

. o X2
mx?

Xo .. X2 . X2 U
j mxdx = | “mxxdt = | "mxdx =
Xq

(3.78)

2X
_[ zkxdx:ki
Xq

X

constituindo-se, respectivamente, na energia cinética e de deformag¢ao mobilizada
no movimento. Todavia, a energia correspondente ao amortecimento explicita-se
apenas no caso de oscilagao harmonica, ou seja:

X(t) = Ae™ — x(t) = iox(t) (3.79)

resultando-se:

2
[ exdx =[ * ciwxdx :cim% (3.80)

Xq X4

e nesse caso a energia mobilizada fica dependente da frequéncia angular da
solicitagéo (P(t) = Pe"").
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O expresso em (3.80) é a base da formulagdo do amortecimento histerético,
cuja energia mobilizada ndo depende da frequéncia angular. Para tanto, no lugar do
amortecimento viscoelastico ¢ emprega-se o amortecimento histerético h/ o,
ficando-se a equagao de equilibrio dindmico com a seguinte escrita:

mx(t) +ﬂ>'<(t) +kx(t) =Pe"! (3.61)
0]

ou ainda, em forma adimensional:

1)

p+—p+np=ne (3.82)
()

sendo p=kx(t)/P e pn=h/k que € o denominado amortecimento histerético
adimensional. A solugdo particular de (3.82) se escreve:

2

;) 1-a

[0} IM ot
= t: — e =
Po = (14 iw)— o? {(1-&)%,& (1—a2)2+u2}

2

1 i(wt—0) { 1-a? 1) }

e =| ———>—>cosot+————senot [+  (3.83)
JA-o?)? + 2 (1-0)* +p° (1-0®)* +p
. 1-a? u
i| —————senwt——————cosot
{(1—0(2)2+u2 TP (D}

onde:
0 =arc.tg B 5 (3.84)

1-a

sendo o termo real do ultimo membro de (3.83) a resposta permanente da
solicitagdo cossenoidal e a complexa da solicitacao senoidal.

Vale assinalar que a maxima amplitude da solu¢cao permanente, no caso do
amortecimento histerético, ocorre exatamente na ressonancia, uma vez que:

i[ 1 J—>—4oc(1—oc) ~0- {“ -9 (3.85)
doc| \J(1-a?)? + p? a=1

resultando p.., =1/p.
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APENDICE

3.10-Transformadas analiticas de Fourier

Em primeiro lugar, o expresso em (3.24) ganha a seguinte redacgao:

® i0 (t-1) _ oo (t-1)
X(t) = —— (e‘V‘*’n“‘”)l[e 29 ]oh:

) I

=) 1_ e(im’ —yop, )t 1_ e—(iw’+ywn)t

2imo’ io* —yo io* +ym

onde o =m,/1-y*, ou ainda, tendo-se em conta que:

1 1 2io

- = 2

i —yon i® +yon - (oo)

+y2w?

e(im*—ymn)t N e—(im'—ymn)t B
o —yo, o +yo,

e—Y@nt . s e Lo o't
— > l:lm (elmt_{_e—lcot)_{_ymn(elmt_efm )}:
* 2 2
(Cl)) +Y (Dn

_(*)e;%ng[zw* cos o't + 2iym,seno't |
() Y ®,

resultando-se no expresso em (2.169) visto que:

(A3)

encerrando-se a primeira parte.
Inicia-se a segunda parte mostrando que:

h(o) = [ (Se”"f Lt ]e“”tdt N (A4)
0 mao

K +inc —me?

tarefa que decorre de:
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© e—ywnt 1 eiw*t _e—im*t . 1 e(—ymn+i(m*—w))t e—(ymn+i(m*+m))t ®
J‘ - 2 e—w)tdt — 2 ~ - " + - " =
o Mo | moi| —yo, +i(0*-0) Yo, +i(0*+0) .

1 e —YOn e(((,\) (,l)))t

2mo i

e—ymnte—(i(w*+m))t ]w
+
Yo, +i(0*-0) yo,+i(0*+0) .

2mo i

1 [e™(cos(o ~w)t+isen(o ~w)t) e (cos(o +w)t-isen(o’ +co)t)T
+
0

—yo, +i(0*-0) Yo, +i(0* +0)
(A4)
resultando-se:
1 1 1 R 20
= . + . = = . =
2mo'i| —yo, +i(0*-0) Yo, +i(o*+o) , 2moi —0° +0° — 2yiow, (A5)

1
K +ioc —mm?

confirmando-se o0 expresso em (A4).
A Transformada inversa de Fourier do expresso em (A4) envolve o Teorema

dos Residuos como segue:

0 iot © Imt
(D) = o [ ——do=—- | doo =
2n 7 k+ioc-mo’ 2n wm(—m - 270,01+ ® )
| (AB)
1 0 elu)t .
- do = 27i(R; +R,)
2mm ° (o —o;)(0—0,)
onde:
= yoi+/1-7?
=ycoi—\/1—y2
ioqt
- 1| ¢ (A7)
2mtm| o, — o,
_ ioot
sl
2nm| o, — o,

com (A6) ganhando-se a escrita:
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—yopt —iot Lot F A—Yont .
h(t) = 2ni| S| & =€ || _2me ™ (isenw't) (A8)
2TMo 2 2TMo

concluindo-se a questao formulada.
Como exercicio tedrico para o leitor fica ainda verificar as relagbes:

!ey“’”t {XOJF(:Y)—OJ“XO sen('t)+x,cos (m't)} e “dt =

mx(t = 0) +(c +iom)x(t = 0)
K +ioc —mo?

. . (A9)
1 7 mx(t=0)+(c+iom)x(t=0) .,
—j _ 5 e“dw =
2n *, K+inc —mo
e ! [M sen('t)+x,cos(w t)}
®

encerrando-se assim o apéndice em apreco.
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CAPITULO IV
INTEGRACAO NUMERICA

4.1-Introducao

A integragdo numérica da equagao de movimento na forma adimensional, ou
seja:

P(t) + 2ye,p(t) + oip(t) = wif() (4.1)

€ a seguir formulada, tendo-se em conta que as fungdes envolvidas sao agora
expressas na forma vetorial, como ilustrado na Figura 4.1. Além disso, a malha no
tempo é suposta, em geral, uniforme, ndo sendo pratico o emprego de malhas
irregulares, afinal o emprego de tecnologia digital toma por base uma resolugao
dada (quantidade de pontos na definicao das fungdes em jogo).

Mo My
pi+1 : ﬂ
M | | |pi+22
! ! > L A n >
0 i+l ie2 t 0 P n t
I N
At At At At At At
a) Solicitacao b) Resposta
Figura 4.1

Pois bem, a questdo que se coloca agora é a seguinte. A solicitacdo é agora
definida, pois, pelo vetor:

B ={f f .. f} (4.2)
e a resposta pelo vetor, segundo a mesma malha no tempo, ou seja:

P ={ps Py Pu) (4.3)

e a questao basica consiste, pois, em como relacionar o vetor da solicitagdo (4.2)
com o vetor da resposta do sistema (4.3).

No que se segue, varios métodos respondendo a essa questao vao ser objeto
de apresentacao, iniciando-se com o mais simples, e também o pioneiro, que se
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denomina método das diferengas finitas centrais de segunda ordem, de passo duplo
e formulacado dita explicita, seguido do método de Newmark, também de segunda
ordem, mas de passo uUnico, mas com formulacdo dita implicita. O método da
transformada rapida de Fourier, uma formulacdo numérica expedita de se proceder
a transformada de Fourier, bem como outros métodos consagrados na literatura,
completam a exposi¢ao.

4.2 - METODO DAS DIFERENGCAS FINITAS CENTRAIS

Antes de se abordar a formulacdo do método das diferencas finitas centrais,
€ oportuno novamente uma breve apresentacao da formulagdo da série de Taylor,
que foi sem duvida uma revolugdo na chamada matematica operacional, afinal ela
permitiu, pela primeira vez na historia da matematica, explicitar de maneira exata,
além das fungdes trigonométricas, muitas outras fungoes.

Em verdade a série de Taylor € uma expansao polinomial tendo por base o
valor da funcdo e de suas derivadas em um determinado valor da variavel, em
especial para o valor nulo da variavel, da mesma forma como ocorre com qualquer
polinémio.

Por exemplo, considere-se um polindbmio genérico do tipo:

P(t)=Cy +Cit+C,t% + Ct° + C,t* +... (4.4)

onde C, sdo as constantes do polindmio. Suas derivadas sucessivas so expressas

por:
d%p(t) =p'(t) =C, +2C,t +3C,t* +4C,t° +...
%p(t) =p"(t)=2C, +6C,t +12C,t* +...
p (4.5)
—wP(1)=p" (1) =6C; +24C,t+...
d
e (t)=p" (t)=24C, +...

onde o numeral romano como expoente indica o nivel de derivacdo. Assim sendo,
para valor nulo da variavel x tem-se de imediato:
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e com isso o polindmio (4.6) ganha a seguinte escrita:

1 2 " t t4

p(1)= p0+po1, po BT TR (4.7)

ou seja, conhecendo-se a fungéo polinomial e suas derivadas para o valor nulo da
variavel t, por exemplo, o polinbmio acha-se determinado, pois existe uma relagao
direta desses valores com as constantes do polindmio, e essa propriedade vale para
qualquer que seja o grau do polinémio.

A expressao (4.7) permite, por exemplo, escrever:

4
P(AY) =Py =Py +PIAL+P] = At ppt AL g A
3| 4]
t2 AP At4 (49
P(-At) =P, =P =PAt+p! = =Pl Zr+p
0 que permite redigir as seguintes expressoes
I
p'(t) = P ~Piy =2p +— 2p' 24
it :pi+1_ pi+pi1_ p. At?
pl(t) =P =pi + 5 A

permitindo-se, pois, formular os seguintes operadores de diferengas finitas
explicitando-se a ordem do erro:

i
p: p|+1 p|1 p| At +. —)O(At )

2At 8l (4.10)

pH— 2pi—i_pi— 2p|
p' = =i e 1 2l At? +... > o(At?)
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evidenciando-se que o operador central de primeira derivada:

! p|+1 p|1 4.11
pl =P (@.11)

e o operador central de segunda derivada:

P — 2P +P; (4.12)

P = At?

apresentam erro de segunda ordem, e, consequentemente, ao serem aplicados em
relacoes diferencias resultam, coerentemente, em conjunto, igualmente erros de
segunda ordem.

Os operadores de diferencas finitas (4.11) e (4.12) que expressam derivadas
em termos de valores da funcdo na vizinhanga sdo denominados lagrangeanos
centrais de passo duplo. Todavia existem também operadores de diferencas finitas
mais gerais denominados operadores de diferengas finitas hermitianos, como
mostrado a seguir, apenas a titulo de exemplificagao.

Considere-se para tanto os seguintes desenvolvimentos:

At? 4
Pis = p.+p.At+p. Al Ast, S =
(4.13)
4
Pi.i = |O.+|0”At+|O!”At —p!VA;, plﬂ—---

0s quais permitem obter um operador de diferengas finitas hermitianas de terceira
ordem como segue:

Y, +ap,., +bpj+ opl, = 0+ £ (Ar%) (4.14)

e tendo-se em conta (4.13):

1+a=0
1+CcAt+bAt=0 (4.15)

1+cAt:O
2

resultando a=-1, b=-1/2h, c¢=-1/2h, sendo pois o operador em questéo
expresso por:
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At
Pis — P _(p: +p:+1)E:O (4-16)

que consiste no classico operador trapezoidal, origem da formulacdo de Newmark,
cumprindo-se assinalar ainda que os operadores de diferencas finitas sdo obtidos
anulando-se os termos da combinacao do tipo (4.14) até a ordem desejada.

Tendo-se em conta os operadores expressos em (4.11) e (4.12) a equagao
de movimento (4.1) ganha no tempo i At a seguinte escrita:

Pi1 — 2[3, + Pi_ Piv1 — Pig 2 2
D ZH Pt 4 Dy T 4 920 = @°f 4.17
At? o oAt P On' @17

fornecendo-se a expressao de recorréncia:

_ e2fi +(v0-1)p, , +(2- 92)pi

418
1+70 ( )

i+1

que consiste numa equacgao de diferencga pelo fato de que se trata de uma relagao
entra valores da fungao p(t) e da funcdo f(t) para diferentes valores da variavel,

sendo O6=wm,At. As condicdes iniciais permitem expressar as primeiras
componentes do vetor de reposta, uma vez que:

P — P4 . (4.19)
— p_, = p; — 2pAt
oA P4=P1—<p

permitindo-se, pois, formular o primeiro passo:

0% +(v0—-1)p ., +(2-0° 1 .
_ 0+ (v 1)f_y19( )po=§(62f0+2(1—y9)pAt+(2—62)p0) (4.20)

1

e com isso encontrar, com a equacao de recorréncia (4.18), todas as demais
componentes da resposta procurada.

E bastante ilustrativo resolver primeiro o caso simples da vibragéo livre sem
amortecimento:

B(t) + p(t) =0 (4.21)
com condicdes iniciais:
t=0)=p,=0
PE=01=ry (4.22)
p(t=0)=p, =1

cuja solucao analitica é dada por:
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p(t) =coso,t (4.23)
e a solugdo numeérica para At=T, /3, ou seja, 06=w,T,/3=2r/3, resultando-se:

1
=—(2-06%)=-1.193
P+ 2( ) Po (4.24)

Py =(2— 0° )P — Py =—2.386p; —p;

obtendo-se os cinco primeiros resultados expostos na Tabela 4.1

Tabela 4.1
passo t. =IiAt o} Panalitico
1 0 1.0 1.0
2 T./3 -1.193 -0.5
3 2T./3 1.848 -0.5
4 T, -3.216 1.0
5 4T /3 5.828 -0.5

cujos resultados numéricos sdo explosivamente crescentes, caracterizando-se o
que se denomina instabilidade numérica; ndo sendo, pois, uma aproximac¢ao do
resultado analitico. Esse mesmo exemplo com At=T, /4, ouseja 6=2n/4=1.571

ja sao os arrolados na Tabela 4.2, e ndo apresentam aquela instabilidade numérica
entdo verificada.

Tabela 4.2
passo t =iAt o} Panalitico
1 0 1.0 1.0
2 T /4 -0.2337 0.0
3 T./2 -0.8908 -1.0.
4 3T /4 0.6500 0.0
5 T 0.5869 -1.0

A explicagcédo para esse fato decorre do exame da solugdo da equacéao de
diferenga (4.18) expressa, no caso em tela, na forma homogénea:

P~ (2-0%)p +p, =0 (4.25)

com as condicdes iniciais:
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po =1
. PP (4.26)
Po oAL P1 =P
cuja solucao analitica é expressa por:
p, =CA" (4.27)
que, substituida em (4.25), resulta:
C[A™ —(2-0*)n" +2"" | =0 (4.28)
ou seja:
A —(2-0°)A+1=0 (4.29)
cujas raizes sao:
by _n2 _n2
Oy (- (4.30)
A, 2 2
sendo, pois, complexas para 6 <2 (At<T /) e reais para o contrario.
Examinando-se o caso que interessa primeiro (6 <2 ), ou seja:
A —0? —0? .
1220 (20 =e*P (4.31)
Ay 2 2

uma vez que o0 modulo das raizes complexas (4.31) é unitario e a fase dada por:

2

[} =arc.cos

(4.32)

e, assim sendo, a solucao analitica da equacao de diferenca em apreco ganha a
seguinte redacao:

p,=Ce™+C,e™ (4.33)
n 1 2

cujas constantes de integracdo, ao atender as condi¢ces expressas em (4.26),
resultam:
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po=1=C,;+GC,
Po=p;—p4=Ce" +Ce™ - (C1e_[31 +C,e” ) = (4.34)
(e”+e™)(C,~C,)>C,-C, =0

resultando-se C, =C, =1/2, ou seja:
P, = %[e”“‘ + e‘“‘“] = cosh(npi) = cosnp (4.35)
enquanto a solug¢édo exata da vibragao livre em questao é dada por:

p(t) =cosm,t = cosm nAt =cosnd (4.36)

restando-se agora confrontar o resultado (4.35) com (4.36).
No caso At=T, /4 tem-se:

0=L-15708
2

p_2n (4.37)
B =arc.cos 24 — B =1.8067

e a solucdo da equacgéao de diferenca resulta:

p

p, =COSNP = cosgne = COS w,NAt = cosm,t (4.38)

cujo confronto com (3.36) permite avaliar o encurtamento do periodo da solucao
numeérica, ou seja:

g =1 ta_q ®_q 9 (4.39)
T [0 B

a

que consiste numa medida do erro, lembrando-se que a amplitude dada por (4.38)
coincide nesse caso com a amplitude da solucao exata (4.36). Vale registrar que a
solugdo numérica expressa em (4.38) apresenta os mesmos resultados da solugao
numeérica arrolados na Tabela 4.2.

Para a uma malha no tempo com 0 >2 tem-se:
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2 2
X1=2_e Al —1> -1 <1
2 2
(4.40)
Y Y
k2=2 Y —1<—15n,|>1
2 2
resultando na solugédo da equacao de diferenca:
P =J{x:+x{] (4.41)
"2

visto que as condic¢des iniciais implicam, a exemplo do expresso em (4.34) em
C,=C,=1/2, e levando aos valores explosivos arrolados na Tabela 4.1, pois o

modulo de X, é superior a unidade.

A ordem do erro do encurtamento do periodo da solugdo numérica pode ser
avaliada tendo-se em conta que:

4-0?
tgB=0,|——— 4.42
e também que a série de Taylor do arco tangente é expressa por:
2 4
wamhﬂ:nb—%nﬂ%—uq (4.43)

tem-se:

Be-i—ggﬁ—f-4fz+9%:4f2]—"} (4.44)
2-0°F| 3 (2-6°F 5|(2-0)

resultando-se:

|68 7.286" |
0_,__ |24 4@2-0°7 | ¢ (4.45)
B {1_4662__ 3.260 } 24 '

+...
48 4(2-0?)

que consiste na mesma ordem de erro dos operadores empregados, ou seja, o(At?)
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Exemplo de aplicacao

Sabendo-se que a aceleracédo da base do sistema de um grau de liberdade é dada
por:

%,(t)=0 t<0
X, (1) =A|sen(cont)| 0<t<T,
%, (t)=0 t2T,

pede-se a resposta do movimento relativo do sistema com amortecimento
adimensional valendo y =0.01. Pede-se também formular a resposta pelo método
das Diferencas Finitas Centrais At=T, /8.

0<t<T, /2

x(t)=x,(t)+x,(t) p+2y0,p+wip =w.sen(wt)
mX, +cX, +kx, =—mAsen(o,t) p() =x,()/(-mA/k) =y (y,0,t,a=1)

T, LT
sen| ®, j—= |[=|sen| j—
( 8j ( 4]|

Com esses dados, tem-se:

0=m,At=1/4=0.7854 6°=0.6168 y=001 f,=

P f,=0
Po =0 foozom 0707
Lre2 : 2 f, =1
Py =5[e £, +2(1-70)p,At+(2-0%)p, | =0 £ =1 ¢ oo
1 i f=07070 7
p,,, =0.612f, —0.9844p, , +1.37p,
exato diferengas
0.0 0.0
0.07576 0.0
0.4961 0.4327
1.173 1.205
1.546 1.657
1.177 1.085
0.5189 0.2871
0.1207 —-0.06238

0.04769 0.06469
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4.3 - METODO DE NEWMARK

Na busca de método de integracdo incondicionalmente estavel, ou seja,
numericamente estavel para qualquer que seja o incremento At, o método de
Newmark ganhou muito destaque por ser também um método de passo unico, e,
por essa razao, nao exigir um operador diferente para tratar as condi¢des iniciais,
de facil formulagédo, mas de natureza implicita por envolver a inversao da matriz de
rigidez, no caso de mais de dois graus de liberdade, como examinado no item 5.8
do proximo capitulo.

A Figura 4.2 exibe a evolugcdo da aceleragédo entre tempos sucessivos da
malha e algumas interpolagdes ao longo do intervalo At.

p/

~Y

[

At
Figura 4.2

Pois bem, o0 método de Newmark parte do principio de que, para qualquer
funcéo interpoladora adotada, as seguintes relagdes hermitianas resultam:

Pit =P+ [(1 —3)p; + Sﬁm]m

. 1 (4.46)
Pt = Pi T PAL+H[(1/2-B)p, + PP, At

sendo facil de se verificar, por exemplo, no caso de aceleracdo média constante
(método trapezoidal), ou seja:

50) = 25+ i) (4.47)

cuja integracao no intervalo em apreco resulta:
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. .1 .
p(t=At)=p, + E(pi + Py )At

(4.48)
. 1. .. (At
p(t=At) = p; +pAt + E(pi + piﬂ)?
corresponde a 6=1/2 e p=1/4.
No caso de interpolacéo linear, ou seja:
p(r)=p,+ 2P (4.49)

At

resulta 5 =1/2 e B =1/6, mas, como no método das diferencas finitas centrais, trata-
se de algoritmo também condicionalmente estavel.
Tendo-se em conta o equilibrio nos instantes i e i+1, ou seja:

pl + 2ymnpi .+ (’inl 2= (Difl , (450)
Pit +2Y0P g + 0Py = O

ni+1

e também o expresso em (4.46) tem-se em notagdo matricial:
80°  1+28v0 ([ Py | | (8-1)0° 1-2(1-8)y0 || p; .
1+B0%  2By0 | [paAt]  [1-(1/2-B)0% 1-2y6(1/2-B) | [Pt (4.51)
(1-8)02 802 |[ f '
(1/2-p)e* po*](f.,

exigindo-se, pois, a inversdo de uma maitriz de coeficientes para explicitar o
resultado do passo seguinte.

Exemplificando-se o emprego do método de Newmark trapezoidal (6 =1/2¢
B=1/4), com a vibracao livre ndo amortecida, como ja exposto anteriormente, o
expresso em (4.51) fica:

2 02
0 22 1 'p _ 62/2 1 'p (4.52)
1+6°/4 0]|pAt).., [1+6°/4 1]|pAt].
ou seja:
4 - 02 4
2 2
{P} _|4+06° 4+0 {P} (4.53)
pAt),, | —46° 4-0° | (pAt),

4+0° 4+6°
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cujos resultados para At=T_ /3 acham-se arrolados na Tabela 4.3, evidenciando-
se o carater estavel da presente solugdo numérica, embora com erros grosseiros.

Tabela 4.3
passo t, =iAt Pi Panatitico
1 0 1.0 1.0
2 T,/3 -0.096193 -0.5
3 2T./3 -0.996 -0.5
4 T -0.138 1.0
5 4T /3 0.983 -0.5

A estabilidade numérica do método de Newmark pode ser examinada
considerando-se que 0 enésimo passo resulta por aplicagdes sucessivas:

n

4 - 0° 4
{p} _|4+0® 4407 {p} (4.54)
PAt) | —40° 4-0°| [pAt],

4+0° 4+6°

e a estabilidade depende entédo dos autovalores da matriz envolvida. De acordo com
a decomposicao de Jordan a matriz presente em (4.54) pode ser fatorada como
segue:

4-0° 4 p

4+0° 4+0° :{YH Y12}[7‘1 0}{3/11 Y12} (4.55)
—402 4-0° Yor Yoo [[ 0 2o VYa2r VYoo

4+0° 4+06°

onde A, € A, sdo os autovalores da matriz em questao e as colunas da matriz y,
sdo os correspondentes autovetores, e, com isso:

n

4-0° 4 p

4+0° 4+0° _ |:Y11 %2}{7": 0 “:y” Wz} (4.56)
-40°  4-6° Yor Yoo || O A5 || Va1 VYoo

4+0° 4+6°

ficando-se claro que a magnitude dos autovalores controla os resultados da
recorréncia (4.53).
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Os autovalores da matriz de recorréncia (4.43) sdo as raizes da seguinte
equacao do segundo grau:

aY
I 92 A+1=0 (4.57)
4+0
ou seja:
A, =e”
A, =e" (4.58)
4-0°
COSs =—F
®) 4 + 02

uma vez que os autovalores sdo complexos de mddulo unitério.
Ap6s manipulagao algébrica de grande monta tem-se:

p, =cosnp (4.59)

cuja ordem de erro do alongamento do periodo, seguindo-se 0s passos expostos
no caso do método das diferencas finitas centrais, € dada por:

0 . 0.1750"
0 ,_1201-6°/4° (1-6°/4° ~ ©° (4.60)
B ;033307 0.20" 12 '

T /A (1—et /)

valendo registrar que, na regiao estavel, o método das diferencgas finitas centrais é
mais preciso (vide (4.45)).

Um outro parametro que também mede o erro da integragdo numérica é o
chamado amortecimento numérico expresso por:

__Lalp) 4.61
Yn B (4.61)

em analogia com o amortecimento do sistema, pois:
A" =ple™ = g Mg (4.62)
valendo-se adiantar que na integracdo numérica de sistemas com multiplos graus

de liberdade, autovalores com méddulo menor que a unidade € de interesse para a
eliminagédo da contribuicdo indesejada de modos de vibragdo de frequéncias mais
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elevadas. Esse assunto sera abordado mais adiante e em detalhes no préximo
capitulo.

Exemplo de aplicacao

Como primeiro exemplo, considere-se 0 caso de um sistema com massa
unitaria (m=1Kg), rigidez também unitaria (k=1.0N/m) e amortecimento
c=0.4N/(m/s). Pede-se a resposta do sistema para uma solicitagcdo
P(t) =0.5cos(0.5t), para t>0, e com condi¢des iniciais de repouso. Pede-se
também formular a solugdo pelo método de Newmark (d=1/2e B=1/4) com
At=27n/8.

Com os dados tem-se

wn:\/E:\ﬁ:Had./s. 0=05radss. a=> =22 _05 ,-_C _ 04 45
m ® 2mo,  2x1x1

. =0.98w, =0.98 yo, =0.2

n

com solucao analitica dada por (vide (2.119)):

p(t) = % =y(y=0.2,a=050t=t1)

e Integracao numérica pelo método de Newmark (4.51):

0.30843 1.1571[p,;| _[-0.30843 0.8429 [p| [0.30842 0.30842][P
1.1542 0.07854||p,..| | 0.84578 0.92146||p.| |0.15421 0.15421||P

i+1

ou ainda:
Pi1| | 0.76479 0.76261|p, . 0.11760 0.11760 || P,
p.| |-0.47041 0.52521||p, 0.23521 0.23521 | |P_,
concluindo-se, pois, a formula¢do procurada.

4.4- Método de Wilson

Tendo-se em conta que a aproximacao linear da aceleracdo resulta em
algoritmo de integracdo mais preciso, mas condicionalmente estavel, foi proposto
por Wilson (1968) uma solugcdo para tornar incondicionalmente estavel a
aproximacao linear, considerando-se o equilibrio numa posi¢cdo genérica @At
podendo-se ajustar o parametro ¢ de modo a se obter raio espectral menor ou igual
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a unidade. Assim sendo, no intervalo de tempo 0<1t<@At tém-se as seguintes
aproximacoes:

se(r)=szi+(sej—sei)Ait

(1) = X, +(5ej —xi);—; (4.63)

X(1) = %, + X1+ (%, - xi)ﬁ

resultando-se no passo At :

= %+ (% - %) >

A2 (4.64)
X; =X + xiAt+(xJ. —xi)?

Todavia, como mencionado, o equilibrio € considerado na posi¢ao genérica gAt , ou
seja:

X, +2y0,X, + 03X, = of, (4.65)
e ainda, em vista de (4.63), a equagéo (4.65) ganha a seguinte redagao:

2 2
[ XAt (1) + pXAL® |+ ZyG{)'(iAt + XAt [(p - %J + XAt %} +
(4.66)

2 3

3
02| x. + xAtg + X A% | =2 | g A2 2| = 0%
2 6 ) 6 ¢

onde
0 = At (4.67)

vem a ser o passo de arco.
A equacgéo de recorréncia do método de Wilson €, pois, obtida de (4.64) e
(4.66), ou seja:
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1 0 (%t 'j‘ Cl(xat) [of,
- 0|4 XAt p=| 2 03 xAt t+4 0 (4.68)
1 i | |1 X 0
—— 0 1 — 1 1
L 6 ] L3 J
onde
2 2 3
1-¢+2y0 k-2 |42 2P
2 2 6
A=- 3
(p+2y6¢2+92%
2
g 2r9+0%0 (4.69)
(p+2y6¢2+92%
2
D-—C- LA
(p+2y9¢2+92%
e, resolvendo-se (4.68) tem-se finalmente:
% AL A B C o rxare) |2
. 1 1 C . Df,
XAt b= E(A+1) E(B+2) > XAt ¢+ 5 (4.70)
X, xi
" N av2) Lere) lcre) of,
L 6 6 6 J 6

cumprindo assinalar, finalmente, que o fato de ser considerada a equagédo de
equilibrio em passo adicional implica no aumento de uma incognita na equacao de
recorréncia (4.70), e, com isso, criando-se um autovalor sempre real e espurio,
causando o chamado efeito overshoot, que consiste numa ampliagdo dos
movimentos nos primeiros passos da integragédo, decorrente da influéncia desse
autovalor espurio na resposta.

O trabalho original foi formulado com ¢ =2, mas estudos posteriores

mostraram que o algoritmo incondicionalmente estavel dessa familia mais preciso
é obtido comep=1.4.
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4.5-Método HHT-a (Hulbert-Hughes-Taylor)

No sentido de se contar com um parametro adicional ao classico método de
Newmark, de modo a se conferir maior amortecimento numérico (autovalor menor
que a unidade em mddulo), um sem nimero de métodos foi apresentado, e, dentre
eles, ganham destaque os chamados métodos denominados o, que tomam por
base uma equacao de equilibrio modificada convenientemente, originalmente na
forma:

X, +(1+ o) 03X — aw?x, = oif 4.71)

onde o amortecimento ndo esta sendo aqui considerado.
Em outra redagao equivalente:

X, + X, + aof (X - %) = off, (4.72)

ficando-se claro que a prépria equagdo de equilibrio € tomada em forma
aproximada, e s6 em situacao limite € atendida. Outras formas mais gerais sao do
tipo:

X, + 2y, (1+0) X, — 2y0, X, + of (1+ o) X, - 0jox; = o} (1+a)f, - oiaf (4.73)

onde o novo parametro aparece em varios termos da equacado de equilibrio
modificada.
Como exemplo de aplicacao, considerem-se os operadores de Newmark:

X; =X+ At(1-38)X, + AtdX,

4.74
xj=xi+At>'<i+At2(%—ﬁ}ii+m2[35&j 4.74)
mais a equacao (4.72), permitindo-se redigir:
1 (1-a)6? 0 ||t 0 0 ob®|[at?k] [0%,
) —1 0 At)'(l. ={6-1 -1 0 AtX; ¢ +4 0 (4.75)
§ 0 -1 X; B—% 1 X; 0

ou ainda:



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

AL, 1 (3-1)(1-2)6* (a-1)6° a6? |[At%%] |6,
At = —— 67 1-8 -1 3a0® |3 Atx, ++180%f+ (4.76)
1+5(1-4¢) A B o »
X, X, po°f
onde

* 2 1 2
A" =B(a-1)(1-8)6 +(E—Bj(1+8(1—a)6 )
B =p(a-1)0%+1+5(1-0)6? (4.77)
C =pab®+1+5(1-a)6?

que consiste na equacao de recorréncia desse método.

Cumpre finalmente assinalar que essa familia de algoritmo tri-parameétrico
(dois do Newmark -B e &, e mais 0 o) permite um maior numero de ajustes, mas
até agora tais algoritmos ficaram a desejar, especialmente no quesito precisdo. Os
parametros mais indicados sao: o =-0.1(maior precisdo) e o =-0.3(para
aniquilamento assintético) com B=0.3025 e 8=0.6. Além disso cabe também
ressaltar que embora exista uma raiz espuria, pode-se mostrar que, para tais
valores dos parametros, ndo ha praticamente o fenébmeno numérico do overshoot,
e o algoritmo apresenta segunda ordem de convergéncia.

4.6-Método de Houbolt

O método de Houbolt tem por base dois operadores de diferencas finitas
lagrangeanas descendentes de trés passos, quais sejam:

2y B B
At xj_2xj 5xj_1+4xj_2 X 3

o (4.78)
At :g(1 1~ 18, +9x; , ~2X; 5

que levados na equacgéao de equilibrio no tempo j resulta na seguinte equagao de
recorréncia:

1 4
Xj = m[(s + GYO)XJ_1 - (4 +3'Y9)XJ-_2 + (1 + gyejxj_3j| (479)
——Yy0+
3 Y

sendo que o inconveniente de se ter em conta as condig¢des iniciais fica evidente,
pelo fato de ser um método de passo triplo. Na verséo original sdo considerados
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para essa finalidade outros dois operadores de diferencas finitas lagrangeanas, de
segunda ordem, quais sejam:

X(t=0)=x, = é(Zx1 +3X, —6X_; +X_,)
1

Xg=—5
At?

(4.80)
(X, —2%, +X_4)

onde x(t =0) = x, . Tendo-se em conta agora que o equilibrio no tempo t =0 permite
explicitar a aceleragao inicial, ou seja:

X, = —2ym, X, — 02X, + o:f (4.81)
completando-se entdo as relagdes necessarias para a obtencdo de x_, e x_, junto
com Xx,, quais sejam, equagao (4.79) para j=1, e (4.80), tendo-se no conjunto a
seguinte redacao:

1 b/d —c/d][x, ax, /d
2 6 1 |Ix,t= BAX, (4.82)
1+2y0/3 1-2y0 y0/3||x,] [(2—y0—0%)x, +0%f,

onde:
a=5+6vy0
b=4+3v0

c=1+ %ye (4.83)

d=2- uy@ +6°
3
A equacgdao caracteristica decorrente da equacao de diferenca (4.82) tem a
seguinte redagéao:
b

22220 -C oo (4.84)
d” 4" d

que tem naturalmente trés raizes, uma vez que nesse caso tem-se solug¢éo geral de
(4.82) do tipo:

X; =CA} +C AL +Cy)h (4.85)
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sendo que as constantes de (4.85) sdo obtidas tendo-se em conta a solugdo de
(4.84). Além disso, vale assinalar que a pequena magnitude da raiz espuria de
(4.84) acaba por nao acarretar significativo fendbmeno de overshoot.

Todavia, o fato desse algoritmo apresentar comportamento de aniquilamento
assintético, ou seja, com autovalores que tendem para zero quando o passo de
tempo At tende para o infinito, acabou por torna-lo bastante popular nos anos 50.

4.7-Método de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin descontinuo no tempo tem por caracteristica o fato de
considerar a descontinuidade do deslocamento e da velocidade nos nés da malha
temporal como ilustrado na Figura 4.3, a exemplo das formulagdes nao conformes
do método dos elementos finitos.

uAp

+ f h
[sfllllt(]) Ty %\

o :f"*l‘\k/f

A |

I
]
| elemento

~Y

tn-1 tn tnyl
Figura 4.3

No sentido de facilitar a exposicéo, considere-se o caso da vibracao livre ndo
amortecida de um sistema com um grau de liberdade formulado da seguinte
maneira:

mv+kd=0 (4.86)
d-v=0
onde m é a massa do sistema, k a rigidez, d o deslocamento e v a velocidade,
sendo que o ponto superior indica o grau de derivacdo no tempo. O expresso em
(4.86) indica que se trabalha nesse método com duas funcdes incégnitas (d e v),
referenciado nesse caso em lingua inglesa como “two-field time finite element
formulation”.
No intervalo aberto t'a t_, pois no né i e no nd j ha descontinuidades em

jogo, as fungbes incdgnitas sdo aproximadas da maneira classica do método dos
elementos finitos, ou seja:
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d(t) = dy;(t) + dy, (1)

(4.87)
V(t) = V405(1) + Vo, (1)

onde as fungbes ¢, (t), com k=1,4 , sdo fungbes de forma, d, e d,sdo os
deslocamentos em t=t" e em t=t; respectivamente, e a mesma notagao sendo

adotada para a velocidade. No caso de aproximacao das duas funcdes incognitas
por meio de polinbmios de primeira ordem, referenciado como aproximagéo PP,,

tém-se:

At (4.88)

onde:

T=t-t

4.89
At=t -t ( )

cumprindo-se ressaltar que as funcdes de forma ¢,(t) e ¢,(t) podem ser
polinbmios de grau zero, por exemplo, como mostrado na Figura 4.3.

Assim sendo, caso o deslocamento seja aproximado por polindmio do
primeiro grau e a velocidade por polindmio de grau zero refere-se a esse algoritmo
como P,P, e assim por diante.

Por comodidade, a formulacdo do método de Galerkin descontinuo toma por
base uma ligeira modificacao de (4.86), ou seja:

mv +kd =0

K(d-v)-0 (490

passando-se entdo a formular as seguintes equacoes integrais:



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

Iw )[mV +kd]dt+w/mv* -w/mv™ =0

(4.91)
wa’k(d—v)dr+wf’kd* ~w'kd =0
0

com i=1,2, onde as funcbes ponderadoras séo as funcdes de forma indicadas em
(4.88), ou seja:

WY =g
e =0 (4.92)
Wi = o,
Wg =0,
tendo-se ent3o:
At
j O3 [ M(ViP5 +V,0,) +K(dio, + dyg, ) Jdr+mv, -mv =0
2
J. P4 [m (Vi + Vo0, ) +K(digy + 00, )} dr=0
N (4.93)
J. (P1k[d1¢’1 +dy0, - (V1(P1 + V50, )]d'f +kd, -kd=0
0
At
I (sz[d1¢1 + P, — (V4@ + Vo0, )]dT =0
0
onde se considera no tempo t;
vi=t=v (4.94)
dit=t")=d

e também o fato de:
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@4t :tiJr) = (gt =tf) = @yt :t;) =@, t=1)=1

i (4.95)
O4(t=17) = @a(t=1]) = @(t =t7) = o, (t =7) =0

Por outro lado, no caso das fungbes de forma dadas em (4.88), para as quais tém-
se 0s seguintes resultados:

At At At
P,p,dt =| @ dt=—
_(.). 1 _O[ 272 2

At

At
I P, dt =—
0

6
A N 1 (4.96)
s odteloondr =
.([@1([)1 T _([(Pz(Pz T AL
At At At At 1
. d _ . d —_ . d — . d -
_([(P1(P1 T !@2@1 T !@1@2 T .([(Pz(Pz T >
0 expresso em (4.93) resulta na seguinte equagao matricial:
ﬂk gk 1m 1m
6 2
d mv
A’[k Atk —%m %m d1 0
? ? At ot (v [ ko *.97)
Tk otk 2 A v
2 2 3 6 ||V, 0
—1k lk _ﬁtk _étk
L 2 2 6 3

e um exame da equacao de recorréncia (4.97) mostra que ela tem o dobro da ordem
das correspondentes dos métodos implicitos classicos apresentados na literatura,
como o de método de Newmark, por exemplo. A equacao (4.97) aceita ainda a
redacgao:



ou ainda:
ou mais ainda:
_O
0
Kk
0

e, finalmente:

Al

VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

—gk m 0
° d
mv
My o m |
2 d,| |mv
o A A fivip K
6 6 ||lv,| |kd
ko A Aty
2 2"
2 2
0 m_At, _At,
18 9 .
At? At? 1 mv
0 =k m+okilg,| |mv-kdat
v, [ kd
o - Ay |
6 6 v, kd
PO L 1)
2 2" |
2 ]
m+%k gm
AP A |[d] [ 2my - Zkdat
Sk om+—Kk|ly 3 3
6 2l - ) mv-kdat
_Atk Ek Vi kd
DY R B
A A
2 |

(4.98)

(4.99)

(4.100)
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2
0 0 1+% %

92 62 d1 §VAt - g eZd
00 — 1+—||4 3 3

3 6 ) ™2 VAt - 6%d (4.101)
10 1 1 v, At d

61; 61 V,At d
01 —— —=

onde:

0= At\/E (4.102)
m

sendo que a equacéo de recorréncia (4.101) permite redigir, resolvendo-se v,At
nas duas primeiras equagodes de (4.101), ou seja:

vat[(Hij (%J-‘rg] = d[3(1+§J—Ee2}+va——%[1+fﬂ (4.103)
6 )\6 3 6) 3 3 0 6

e, por outro lado, combinando-se a segunda de (4.101) com a ultima no sentido de
se eliminar o termo em v,At tem-se:

3 1 1 3
d2 +V2At(2—92—2]:d(—§]+V(2—92J (4104)

ja as equacgdes (4.103) e (4.104) permitem, pois, redigir finalmente a equacao de
recorréncia na forma similar as dos demais métodos de integracdo direta da
equacao da dinamica das estruturas:

d, 1 36 —146° 36-20° |( ¢
T AR LA L0t 2 4 2 (4.105)

VoAt 36+46° +6%| —(360° -20*) 36-140% ||vAt
cumprindo-se ressaltar em primeiro lugar que a obtencdo de d, e v,At nao tem

interesse pratico, e mais ainda que o fato de os autovalores da matriz de recorréncia
(4.105) tenderem para zero a medida que At tende para infinito, o algoritmo em
questao apresenta a desejavel propriedade do aniquilamento assintético; e essa
propriedade é a que motivou o desenvolvimento desse tipo de algoritmo. Todavia,
como os autores ja adiantavam, a convergéncia sé € garantida para polindbmios de
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grau zero e primeiro grau. Valendo-se lembrar que o processo iterativo se inicia com
as condigdes iniciais, ou seja: d=d(t =0) e vAt =v(t =0)At.

4.8-Método de Padé

O integrador de Padé toma por base a equagéao diferencial de primeira ordem
com a seguinte redagao:

y' — Ay =f(1) (4.106)

para a qual a solugéo geral pode ser expressa na forma:
t
y =yoe™ + [ (1)dr (4.107)
0

uma vez que, por derivacao de (4.107), tem-se:

y' = Aye™ + %W eIt (t)dt - _:[eA(”)f (1)dr (4.108)
ou seja:
y' = Ay,e* + j eA(”dt_T;t‘ ", (t)dr+ f e 9t () (4.109)
0 t
resultando:
y' = Ay e™ +Aj'eA(”)f(r)dr+f(t) (4.110)
0

ficando-se claro que essa é realmente a solucdo geral da equacao diferencial
canlnica do primeiro grau, pois, por subtragdo membro a membro o expresso em
(4.110) com o expresso em (4.107) multiplicado por A resulta na nulidade.
Como os algoritmos baseados na aproximacao direta do exponencial, ou
seja:
(A" (A1)’

eM =1+ At —L Ly (4.111)
2 6

€ sabidamente numericamente instavel, Padé procurou expressar o exponencial na
seguinte forma racional
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e - P (4.112)

Que, no caso de polindbmios P(t) e Q(t) do segundo grau (denominado P,,), tem-

se:
At)*
At
ef=—2=t 124 0(5) (4.113)
AL (AY
2 12
que, como indicado, apresenta convergéncia local de ordem 5.
Para se examinar isso de perto vale verificar a convergéncia da seguinte
igualdade:

2 3 2
e =qup L Uy IrourBu (4.114)
2 1+yu+ou
ou seja:
2 3 4 5 3 4 5 6
u- u’ u 2
T+U+ —+—+ —+—+ .+ YU+ YUy —+Y—+ Y —+ ) —+..
2 6 24 120 2 6 24 120 (4.115)
) . ut 5 u® u’ ) )
+0U° +0U° +80—+0—+0—+0——+...=1+au+pu
2 6 24 120
ou ainda:

1+(1+y)u+(%+y+8ju2+(%+%+8ju3+(21—4+%+%Ju4
(4.116)

+ L+l+§ U’ +....= 1+ au+pu’
120 24 6

e, assim sendo, para que a aproximagao de (4.114) venha a ser de quinta ordem,
basta fazer (vide (4.116)):

1+y=a
1+ +0=8
> Y

4117
1+1+8:O ( )
6 2

l+l+§:0
24 6 2
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resultando, pois:

a=-y=12

B=5-112 (4.118)

e cujo erro da igualdade (4.114) fica sendo, pois, o primeiro termo ndo nulo da série
a esquerda de (4.116), ou seja:

5
[i+l+§Ju5:“— (4.119)
120 24 6)° 240

que, com os valores de (4.118), resulta em convergéncia de quinta ordem como
explicitado inicialmente em (4.116).

Operacionalmente, a versdo numérica da solugao da equacao diferencial de
primeira ordem explicitada em (4.113) permite explicitar a equacao de recorréncia:

AAt  (AAL)
1+7+ 12 j‘t A(At*‘f)f( yj (4120)
Yi+ = yi+ € AT )
1 14 ﬂ-{— (AAt)2 0

12

ou ainda:

2 2
[1_M+MJ%H :£1+ﬂ+wai
2 12 2 12
(4.121)

2\ at
+{1 _Aat + w} .[ et g (t)dt

2 12 |3

ficando-se agora de se providenciar uma versdo numérica para o termo convolutivo
de (4.120).

Tendo-se em conta uma aproximacao cubica para a solicitacao tem-se:
2 3

7 T T T
f(tr)=f|1-3—+2— |+f | 3—-2—
(T) I ( At2 At3 ] i+1 ( At2 AtS ]

2 3 > 3
+f! r—2T—+T—2 + ! —T—+T—2
At At Al At

mas, por outro lado, a convolugao expressa em (4.120) pode ser escrita

(4.122)

At At
J‘eA(AH)f (t)de = e J‘ e f(t)dr (4.123)
0

0
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resultando-se para o caso f(t)=1:
At 1
[edr=—(1-e"") (4.124)
0 A
E, nocaso f(1)=1
“ 1 1
I e Mdt = ——{A’[e_AAt - —(1 —eM )} (4.125)
0 A A
ja para o caso f(t) =12

At
_[ e MiPdr = —l{AFeAA‘ 2 [Ate’*At i (1 —e M )}} (4.126)
) A A A

e finalmente para f(t) =°

At 3 4—AAt
J' e rdr = - 2 i + %{Atze’*At + %[Ate“‘ - %(1 —e M )}} (4.127)
0

e com base nas expressodes de (4.123) a (4.127), a equacgdo de recorréncia (4.121)
passa a ter a seguinte redacéao:

2 2
TN R PN L
> "N 12 S RET,

2 2 2 2
| B A g JAL_ A AU g AT pf AT
PRRT: > "2 12 12

ou escrevendo-se agora a equacao de movimento como equacao de primeira ordem

e em forma matricial, ou seja:
|
X 0 1 X 0
{x'} - ‘—M1K MC {x'} ’ {M‘f} (4.129)

ficando-se claro que nesse caso tem-se

(4.128)

(4.130)

|l o 1
|-MK -MT'C
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Todavia, antes ao se levar (4.130) em (4.128), é ainda oportuno providenciar
a multiplicacdo de ambos os membros do resultado pela matriz:

M
L= 0 (4.131)
C M
e tendo-se em vista:
LA ‘ 0 M
-K 0
K G (4.132)
LAA=|
0 K

a equacao de recorréncia finalmente ganha a seguinte redacéo:

2
M—Kﬁ _M_CA_t
12 2 12{X} ~
2 2 lAt. -
cat+KAL Mok AL |
2 12
2
At? At? {x'm} (4.133)
CAt-K2— M-K=2— |
2 12

+At2 fi =t +At3 0
12 |6(f +f,) 12 [f -1,

e, no caso de um grau de liberdade, tem-se:

P B M )
12 2 G{X} 12 2 G{X}
2 2 x'[ - 2 2 x'[
279+% —19—2 a 2y6—% 1—16—2 '
) (4.134)
40
k1ﬁ(fi fi+1) 0
0% At
2 -1 | |
k—1 %(fl + fi+1) k (fl + fi+1)

que é, finalmente, a equacao de recorréncia procurada.
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4.9-Métodos do Autor

O autor desenvolveu dois integradores de passo Unico, ja divulgados em
revistas especializadas, empregando-se diferencgas finitas hermitianas de ordem de
convergéncia mais elevada. O primeiro, com convergéncia de quarta ordem,
contempla a propriedade de aniquilamento assintético e assim se expressa:

BX, + 2AtX, — 6X,,, + 4Atx!, — At’x!', = 0+ 0(At?) (4.135)
2AtX — 2AtX. | + 2AX! — APX!" = 0+ o(At*) '

i+1

resultando-se na equacao de recorréncia:
| | |
A B ||Atx _ F Gljatx | (P L |JAt, (4.136)
D EJl x ], [H Jllx ] [S RJ| f

onde

2
A = AtC — 4M §C+Mj Als AU
2 6 ' 9

2 2
B=attk —6M| AUk |[ M 22t 24T ¢
2 3 18
2
D:—2M—(2M+AtC)AtM1C+AFK(%CJ(M+%C—%KJ

2 2

E=—(2M+AtC)aM K| M+ AUk |[ My Aoy FAU

4 37 18
F=H=-2M (4.137)
G=-6M
J=P=0
L=S=at[l]
R = -2At*[I]- At°CM™

ressaltando-se que a fatorizacdo da matriz do primeiro membro de (4.136), no caso
de matriz de massa diagonal e amortecimento proporcional a matriz de massa, nao
envolve a inversao de uma matriz de ordem dobrada. Ja o outro algoritmo toma por
base operadores de diferencas finitas hermitianas de quinta ordem expressos por:
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12x; —12Atx; + BAtX] + BALX , + At?X] — At®x}, = 0+ 0(At°) (4.138)
12x! —12AtX.,, + 6AX!' + BALX!,, + APX" — A", = 0+ 0(At?) '

i+1

resultando-se em equagéo de recorréncia € similar a (4.137), e cuja fatorizagéo
igualmente n&o envolve a inversao de matriz de ordem dobrada.

4.10-Transformada rapida de Fourier

Uma eficiente versdo numérica da transformada de Fourier foi desenvolvida
nos anos 60, ganhando o nome de Transformada Rapida de Fourier, empregando-
se a quadratura de Newton de segunda ordem. Uma rapida apresentacédo da
quadratura de Newton € apresentada, seguindo-se de uma expedita descricdo do
algoritmo em apreco.

A Figura 4.4 a) destaca a area desenvolvida no intervalo de a até b por uma
funcéo genérica que se expressa:

S= j:f(t)dt —F(b)—F(a) (4.139)

onde F(t) é a funcéo primitiva e f(t) a funcao derivada. J4 a Figura 4.4 b) exibe um

diferencial de area correspondente a um passo genérico na malha de tempo. A série
de Taylor da funcéo primitiva, de sua derivada, o diferencial de area, bem como um
operador de passo Unico assim se expressam:

2 t3

t* t°

F(t):E+tE'+t—E"+—E"'+—E'V+—EV+...
o s 24 T120
B P oy Py
f(t)y=f +tf + —f" + —F" + —F" + —1F" +...
=hrlir g gt " (4.140)
2 3 4 5
AS=F, —F =ath+ o A AL g AL 4
2 6 24" 120

AS, = oAtf, + BAtf,
sendo que o erro de aproximacao do operador em aprec¢o resulta entdo:

£=AS—AS, = (1—a—P)Atf, + (1/2—B)ALH + (1/6 — B/ 2)At%" +

(4.141)
(1/24 -0/ 6)A" +...

obtendo-se, pois, o operador retangular assumindo-se o =1 e B nulo, e a area total,
como ilustrado na Figura 4.5, fica entdo expressa por:
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N (t)
%S
a b >f
a) Area
M (1)
/‘
f:
fi % 1+1
As
O—>@
At |
b) Diferencial de drea
Figura 4.4
2 3
S, = At(f, +f, +...+1, ;) +%(f(', + 4+ f ) +%(f(')' +..)=
(4.142)

2 - *
At(f, +1, +...+fn_1)+%Nf'(t*) = At(F, +1, +...+fn_1)+b—zaAtf'(t )

ficando-se claro que a area é avaliada por esse operador com erro de primeira
ordem.

M (X)

=V

Figura 4.5

Considerando-se agora o operador trapezoidal, que corresponde a assumir
a=B=1/2, verifica-se que:
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f —f

n_0 4.143
5 ( )

S S + At

trapezoidal = retangular

esclarecendo-se que o operador retangular é entdo equivalente ao trapezoidal, que
tem segunda ordem de convergéncia para f, =f =0, algo de ocorréncia frequente,

especialmente na versao numérica da transformada de Fourier.

A Figura 4.6 a) ilustra a versdo discretizada no tempo de uma fungéo
genérica e a Figura 4.6 b) esquematicamente uma das componentes da funcdo da
transformada discretizada na frequéncia.

f(t 4 Real
© f(e) { Imagindrio
|
[ !

/ \:'\:'\

S A T I B

| o [ l |

5 R N S R R 5
x_ 2
AW=W'= T

a) Varidvel tempo b) Variavel frequéncia

FIGURA 4.6

Empregando-se o0 operador retangular, o equivalente numérico da
transformada de Fourier expressa em (3.34), pode ser assim escrito:

=z

F(kAw) = f(jAt)e"ikA"’jAtAt (4.144)
i=0
onde:
At=T
N (4.145)
2t 2%
Aw=28-58
T At

sendo No numero de pontos da malha no tempo. As variaveis agora passam a ser
j no tempo e k na frequéncia (t = jAt e ® =kAw).

Inicialmente, & facil verificar que o operador (4.144) goza da seguinte
propriedade:



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

] -2Z(k) - TNk
F(-kao) = AtY f(jat)e N°  =F((N-k)Aw) = At) f(jat)e N (4.146)
-0 =0
pois:
efi%j(fk) = efi%j(ka) = e“z""efiz*'“njk = ei%jk (4.147)
uma vez que:
e ?¥ = cos(2nj) —isen(2mj) =1 (4.148)

permitindo-se assim formular a versao numérica da transformada inversa de Fourier
com a seguinte escrita:

1 N2 27
f(jat)=— > FlkAo)e N Ao (4.149)

2T N72-1

verificando-se que a maxima frequéncia em jogo é dada por:

O =gA@=$ (4.150)
e também que:
1\ 27k
f(jAt) :N—MZF(kAm)e N (4.151)
k=0

em razao do exposto em (4.146).
Finalmente, uma versao numérica para a transformada de Fourier pode entao
ser assim redigida:

(4.152)

onde o fator comum At foi cancelado, e cuja consisténcia verifica-se facilmente,
pois:

k=N-1("(=N-1 L2 ) iR A N kNt 27y
F((At)e N |eN =N f(cAt) » eN (4.153)
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uma vez que, conforme ilustra a Figura 4.7, o seguinte resultado verifica-se:

k=N-1 27 i—
ko {N_” ¢ (4.154)

ICCRAS
k=0

0> j=(

valendo-se, pois, na versao numérica, também uma relacdo ciclica como na
definicdo analitica (expressdes (3.33) e (3.35)).

A Imag

Poligono fechado

Figura 4.7

A titulo de exemplificacdo, considere-se o caso N=4=2° cuja
transformacao em forma matricial assim se expressa:

F(0A) 1 1 1 1 [[f(0Al)
Flao) | |1 w  w? w®|]f(At) (4.155)
Feam)[ |1 w2 w* wo|[|f(2At) '
F(3Am)| |1 w® w® w?®||f(3At)
onde:
2n
w=e 4 =i (4.156)
resultando-se, como ilustrado na Figura 4.8:
wl =w?* =1
W= =Wt = (4.157)
w? =w® =1 .
w? =i

verificando-se a relagao:
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Figura 4.8

1
w
2

(4.158)

3

— ok

1 1

w2 wl

w? ow* wt
w? owé w®

ou seja, nas colunas impares os elementos da primeira metade repetem-se na outra
metade; j4 as colunas pares sdo obtidas multiplicando-se membro a membro os
elementos das colunas impares pelos elementos segundo as poténcias de 0 a 3, ou
seja:

1 1 1
w 1 w
w2 [~ [ w?
w? 1] |w®
(4.159)
1 1 1 1
w? w? w w?
w2 [T [(Mwe [T w?
w® w2 |we w
e, em outras palavras, um vetor genérico pode ser representado pela soma:
{a b c di={a 0 ¢ 0}+{0 b 0 d} (4.160)

portanto, as seguintes transformagdes se verificam
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>
W w
> >
o

{a 0 ¢ 0}—{
fo 0 d 0}—{A
{0 b 0 d—>{A Bw Aw* Bw®|

99)
——

(4.161)

ganhando-se (4.155) a seguinte escrita:
{a b c d={A B A Bj+{A Bw Aw® Bw’| (4.162)

resultando-se finalmente:

Al [T 0o 1 o071 1 0 0]fa

B| |01 0 wi1 w0 0]|c|_
cl |1 0w o0 o 1 1||b[
D] |01 0 wi/lo 0 1 w?|l|d

(4.163)

10 1 071 1 0 071 0 0 0]fa
01 0 wi/f1t w20 0/l00 10]|lb
1 0w?2 00 0 1 10 10 0llc
01 0 w0 0 1 w?|lo 0 O 1||d

mostrando-se que a matriz original presente em (4.155) pode ser fatorada em duas
matrizes, pois a ultima de (4.163) consiste simplesmente em um rearranjo de
indices.

Repetindo-se esse estudo para o caso N =8 = 2%, a matriz de transformagéo
correspondente pode ser fatorada em trés matrizes, nas quais em nenhuma delas
h& mais que dois elementos ou nas linhas ou nas colunas, e, assim sendo, tem-se:

{F(kAw)} = |W|1 |W|2 ...|W|rn {f(jat)} (4.164)
com numero de operacdes reduzidas para:

2NC,N (4.165)
uma vez que:

N=2" >m=/(,N (4.166)
com o resultado dos montantes de operagéoarrolado na Tabela 4.4.

Como se pode perceber, a economia no montante de operagdes
proporcionada pela Transformada Rapida de Fourier (FFT) é notavel. Aléem disso,

uma série de outras economias sdo também possiveis, pois, para vetor {f(jAt)} real,
o vetor transformado {F(kAm)} apresenta simetrias, e, por essa razdo nao ha a
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necessidade de se usar 2N posicoes de memdria para armazenar 0s complexos.
Além disso, a simetria da matriz de transformagao [w] pode ser obtida com senos

€ C0Ssenos para apenas angulos menores que n/8 (metade de quadrante).

Tabela 4.4
N Operacoes 4 8 16 32 1024
m 2 3 4 5 10
Normal NxN 16 64 256 1024 | 1048576
FFT Nxm 16 48 128 320 20480
Economia N/2m 1 1,33 2 3.2 51.2
Exemplificando-se, 0 emprego na integracao da equacao de movimento, ou
seja:
mX +cx +kx = P(t) (4.167)
a solucao se expressa:
X(®) = H{o)P(®) (4.168)
onde:
H(kA®) =|w |{h(jAt
(ko) =[w]{h(jat) (4.169)
P(kAo) = [w]{P(jAt)}
resultando:
{x(jat)} =[W]{x(kAw)} (4.170)
onde:
27,
W=eV =cos2F +isenr (4.171)
N N

que vem a ser o conjugado complexo de w, e com isso a matriz da transformada
numeérica inversa consiste na inversa da matriz da transformada numérica de
Fourier, ou seja:

[W]=[w]" (4.172)

e, com isso, o0 mesmo algoritmo que faz a transformada numérica de Fourier, faz
também a menos de pequenas trocas de indice, a transformada inversa.
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Como bem sabido, na pratica, o tempo nao precisa tender para o infinito
como matematicamente se coloca, mas apenas que o periodo seja grande em
relacdo a escala de tempo a ser considerada na integracéo (a exemplo do que diz
o poeta, o amor ¢ infinito enquanto dura!). Como depois do final do carregamento o
sistema entra em vibracao livre e desparece pelo efeito do amortecimento, uma
grosseira avaliacao pode ser:

Y(tt :’[9) = eywnt* ~10 > yoont* =23

y(t=t) (4.173)
t—zE—H*(yzo.D ~ 4T

T Y

em outras palavras, se uma solicitacdo unitaria constante durar até dois periodos,
o vetor f(jAt), para N=4, passa a ser dado por:

f(jat) > {1.0 1.0 1.0 0.0} (4.174)
e o vetor F(kAw) seréa fornecido como:
F(kAw) > {0A0 Ao 2A0 -Ao} (4.175)

onde indica-se a correspondente frequéncia de cada elemento, ficando-se a
transformada numérica de Fourier:

(4.176)

—_

—_

|

—_

—

| .
- -
QO 4 —4a

reforcando-se que cada elemento de F(kAw) em (4.171) em realidade corresponde

as frequéncias reais indicadas em (4.170).
Para simplificar a exposicao, adotam-se massa e rigidez unitérios,
amortecimento 0.1, e com isso:

0.1t

e
h(t) =
) 0.995

h(jat) > {0. -0.01684 —0.01796 -0.01436}"

sen0.995t

(4.177)

cuja transformada de Fourier se expressa:
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0.0496 11 1 A 0
0.01796+0.002481 |1 - -1 i |]-0.01684 4.478)
~0.01324 1 -1 1 -1[]-0.01796
0.01796-0.00248i| |1 i -1 —-i||(-0.01436
e, com isso (x(kAw) = F(kAw)H(kA®) ):
0.14748 3 0.0496
~0.00248 +0.01796i| _|-i| |0.01796 +0.00248; 4.479)
-0.1324 BB -0.01324 ’
~0.00248 +0.01796i i ] |0.01796 —0.00248i
e, finalmente:
x(0At) [1 1 1 1 0.14748 0.13424 +0.03592i
x(A) | |1 i -1 -i||-0.00248+0.01796i| |0.16072-0.00496i (4.180)
xAt)[ |1 -1 1 - ~0.1324 10.12424-0.03592i
x(3At)] |1 - -1 i ||-0.00248+0.01796i] |0.16072+0.00496i

sendo que os valores exatos para comparagdo sao:

x(0At) 0.

X(At) | ] 0.4684
x(2at)[  10.71776
x(3At)] 0.08503

(4.181)

ficando-se evidente que o erro € de grande magnitude para essa simulacao.

Todavia, a parte real dos componentes da solugao € positiva, como deveria
ser, e a parte complexa, que deveria ser nula acabou ficando com magnitude
pequena, o que indica haver alguma aproximacao.

Uma eficiente técnica de integracdo da equacdo de movimento,
empregando-se o algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT), foi
desenvolvida por John F. Hall em 1982 (“An FFT Algorithm for Structural Dynamics”
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, V.10, 797-811). Todavia, mesmo
reduzindo-se enormemente o esforco computacional, as técnicas de integracao
direta ainda se mostravam bem mais eficientes. Por essa razao, essa alternativa de
integracdo da equacao de movimento ndo foi mais objeto de atengéo.
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4.11 — Exemplos de aplicacao

1-Sabendo-se que a solicitacdo do sistema de um grau de liberdade é dada por
Pf(t) com:

f(t)=0 t<0
f(t)=(1-cos(m,t))  0<t<T /4
f(t):1 t>T /4

pede-se a resposta do movimento do sistema com amortecimento adimensional
valendo 0.01 (1%) pelo método das diferengas finitas centrais com At=T /8.

Resposta:

0=wT, /4=07854 >0>=0.6168  p(t)=x(t)/(P/k)

f =1—cos[mnjlj=1—003[j£j
8 4
po =0 f,=0
po =0
1 f, =0.29289

Py = 5[ 6% + 2(1-10)poAt+(2-6%)po ]=0  f,=1.

o 2 f,=1.
“HZT?E{9ﬁ+W9—Um4+@—9)ﬁ} fy=1.

p.. =0.612f —0.9844p, , +1.37p,

Resultados (0<t<T. /4)

Tempo (jAt) Exato Diferencas Finitas
0 0.0 0.0
1 0.01522 0.0
2 0.2133 0.1793
3 0.8130 0.8581
4 1.512 1.613
2- Sabendo-se que a aceleracado da base do sistema de um grau de liberdade é
dada por:
X, (t)=0 t<0
X, (t)=A(1-sen(ot))  0<t<T,/4
%, (t)=0 t>T,/4
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Pede-se formular a resposta pelo método de Newmark (B=vy/2=1/4) para
At=T_ /8 e amortecimento y=0.01.
Resposta:

0=n/4=0.7854— 0% =0.618 — p(t) = x(t) / (A / )
0.3084 1.0078 f p| _[-0.3084 0.9921][ p | [0.3084 0.3084]("
1.1542 0.00393 | |pAtf . | 0.8458 0.9961|pAtf |0.1542 0.1542]f,

fo =1

f, =0.2929
f,=0
f,=0
p | 0.734589 0.860536 || p . 0.132705 0.132705 || f,
pAL]. | -0.530822 0.721072 || pAt . 10.265411 0.265411 | |f,,
Resultados
Tempo (jAt) Exato Newmark
0 0.0 0.0
1 -0.2228 -0.1716
2 -0.5037 -0.4602
3 -0.7134 -0.5395
4 -0.3023 -0.3314

4.12 Exercicio proposto

1-Para um sistema de um grau de liberdade, pede-se a resposta para o
carregamento:

OstsTn/4—>P(t):PL2(t_LJ
7'

n

Tn/4stsTn/2—>P(t)=Pt—2(t*—Lj
T 4

t=t-T,/4
pelo método das diferencas finitas centrais no intervalo 0<t<T, /2, supondo-se
amortecimento nulo e com At=T_ /8.

Resposta:
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f,=0
N Z%[O.G‘ISI‘O] f, =-0.015265
1 f,=0
Py ={0-618f —p, +1.383p,]  f, =-0.015265
f,=0
Resultados
Tempo (jAt) Exato Diferencas finitas
0 0.0 0.0
1 -0.002328 0.0
2 -0.01087 -0.009415
3 -0.01148 -0.01300
4 0.03455 -0.01796

2- Sabendo-se que a solicitagdo da estrutura com m=1Kg, K=1N/m e C=0.4Ns/m &
dada por um carregamento expresso por p(t) =0.5cos(0.5t) N para t >0, pede-se

a resposta da estrutura pelo método de Newmark (6=1/2e B=1/4) com

At=2n/8.

Resposta:

1.1571

0.30843 p.i| [-0.30843 0.8429
1.1542  0.07854|p,,| | 0.84578 0.92146

P

concluindo-se assim o tema em aprego.

0.23521

p| [0.30842 0.30842
p ) |0.15421 0.15421
P.i| _[ 076479 0.76261)[p| [0.11760 0.11760]( P
pui] | -0.47041 0.52521

P

i+1

0.23521
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APENDICE

4.13- Introducao ao tratamento digital

A medida da vibragdo em um ponto da estrutura é feita, em geral, por meio
de um sensor de aceleracao, acelerémetro piezoelétrico, como esquematizado na
Figura A1. O fato de o sinal gerado no sensor ser da ordem de milivolts, ele é entdo
trabalhado inicialmente num condicionador de sinal (amplificador de sinal), gerando-
se um sinal padronizado equivalente, apropriado para ser digitalizado, e manipulado
posteriormente em algoritmos de computador. A digitalizacao é feita com o emprego
de placa do tipo analégico/digital (placa A/D), obtendo-se assim um arquivo binario.
Ha também placa do tipo digital/analdégico (placa D/A), que converte sinal
digitalizado em sinal analégico, de modo a acionar, por exemplo, atuadores de
vibragao.

E importante enfatizar que a grandeza elétrica produzida no sensor &, em
geral, proporcional a magnitude da grandeza fisica sendo medida; por exemplo, a
sensibilidade de um acelerébmetro, denominada constante do sensor, € dada por
24.9 mV/ms?, ou seja, para cada metro por segundo ao quadrado de aceleragéo o
sensor converte para 24.9 milivolts, j& para uma capsula microfone a sensibilidade
€ indicada como 4,28 mV/Pa, significando-se que, cada 4,28 milésimo de volts
captado pelo microfone corresponde a pressao de um Pascal, e assim por diante.

. Apresenta-se no que se segue um detalhamento da medicao digitalizada,
que é a maneira moderna de se abordar a questdo de medigdo de vibragédo e
acustica com mais propriedade.

4.14 Medicao digitalizada

A figura A.2 exibe o registro de um sinal de voltagem, que, a menos da
constante do sensor, vem a ser o registro do sinal de presséo sonora, sendo o sinal
continuo o analégico e os indicados pelos pontos sendo o correspondente sinal
digitalizado. Em ordenadas tem-se a faixa de entrada padrao escolhida, que pode
ser +2 volts, £5 volts ou £10 volts, que correspondem a maxima voltagem medida,
ou seja, a voltagem que corresponde a maxima pressao sonora a ser medida no
caso acustico. Caso a voltagem supere a faixa de entrada vai haver uma saturacao
do sinal, pondo em risco haver danificagdo da placa digitalizadora.
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microcomputador
com placa A/D

condicionador
sinal analdgico de sinal

sinal analégico
amplificado

Fig. A.1 — Medicao digitalizada

A resolucao digital no eixo de ordenadas depende da configuracéo da placa
digitalizadora, que se apresenta nos padrées 6 bits, 8 bits, e a mais comum 12 bits.
Assim, no caso da placa digitalizadora de 12 bits e faixa de entrada t5volts, tem-
se a resolucao:

Faixa 5volts
12 = 12

r =resolugéo = =1,22mv (4.182)

Em outras palavras no caso de 5 volts corresponder a 5 Pascais a minima fracao
de precisao sera de 1.22 milésimo de Pascal. A resolucao no eixo das abcissas
depende da taxa de amostragem adotada, ou seja, a quantidade de medidas por
unidade de tempo, e essa taxa é definida pelo usuario em fungcdo de um prévio
conhecimento da faixa de frequéncia de interesse na medicdo. A maxima taxa de
amostragem depende da placa digitalizadora. No caso de medic&o acustica o mais
comum é uma placa com taxa de amostragem maxima de 100 kHz, o que permitiria
medicao em trés canais com amostragem maxima de 30 kHz em cada um. Assim
sendo, a resolug¢ado no eixo do tempo (abcissa) sera:

resolucao = 1 (4.183)
taxa

que, no caso de uma taxa de 100 medidas por segundo resulta numa resolugéao
temporal de 0,01 segundos.
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| —> o digitalizado
—> — sinal analdgico

faixa de
entrada

5V

Fig. A.2 — Sinal digitalizado

4.15- Anomalias na amostragem digitalizada

A digitalizagdo de sinal acarreta algumas anomalias que devem ser
entendidas e corretamente tratadas. A primeira delas consiste no falseamento do
sinal como mostrado na Figura A.3, no caso de um sinal harménico de frequéncia
de 100 Hz. Para uma taxa de amostragem de 100 Hz o sinal digitalizado indica que
ndo ha oscilagédo, afinal a coincidéncia em 100 Hz faz com que a medida ocorra
sempre na mesma posi¢ao do ciclo. Ja com taxa de amostragem de 83,3 Hz o sinal
aparentemente tera 16,7 Hz, quando digitalizado; afinal os pontos captados na
digitalizagdo nesse caso serdo os correspondentes aos tempos:

cos 2nij =Cos Znﬂjjzcos(zmrj) (4.184)
t 83.33

a

onde f é a frequéncia do sinal e t,a taxa de amostragem, que resulta em um ciclo
quando 0,4j=2, ou seja, frequéncia digitalizada dada por 83,33/5=16,7Hz .

. Essa anomalia, conhecida como aliasing, s6 é evitada quando a taxa de
amostragem for maior que o dobro da frequéncia, nesse caso uma taxa de
amostragem superior a 200 Hz; conhecida como regra de Nyquist. Nesse caso o
angulo elementar 2xf/t, € menor que n coincidindo a oscilagdo digitalizada com a
do sinal. De qualquer modo, os aparelhos de medida dispéem de um filtro anti-

aliasing, que consiste num filtro eletrénico do tipo passa baixa, interno ao aparelho.
No caso de uma medi¢ao com interesse numa faixa de frequéncia, uma vez definida
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a) Sinal de 100 Hz
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b) Taxa de amostragem 100 Hz
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c¢) Taxa de amostragem 83,3 Hz

Fig. A.3 — Falseamento (aliasing)

a maior frequéncia de interesse, adota-se essa frequéncia como referéncia para a
filtragem, e com isso, a taxa de amostragem deve ser no minimo o dobro dela. Caso
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contrario, a digitalizagdo das frequéncias acima da metade da taxa de amostragem
vai estar contaminada com o efeito do falseamento do sinal (efeito aliasing).

Outra anomalia produzida pela digitalizacdo consiste na descontinuidade do
sinal amostrado, conhecido como leakage, como mostrado na figura A.4, resultante
da consideragdo de uma janela retangular para obtencdo do sinal. Afinal, a
consideracao da janela retangular € o mesmo que a considerag¢dao de um trecho do
sinal.

Essa descontinuidade no caso de sinal harménico esta ilustrada na Figura
A.5, indicando-se que para tempo amostral T ndo coincidindo com o periodo do
sinal, o registro amostrado vai resultar num sinal harménico com salto nas
extremidades. Essa anomalia é em parte atenuada pelo emprego de outras janelas
que nao a retangular. Um estudo mais detalhado das janelas disponiveis na
literatura foge um tanto ao escopo do presente texto, e ndo vai aqui merecer uma
discusséo aprofundada.

4.16- Analise da frequéncia
Tendo-se em conta um sinal harménico senoidal, ou seja:

u(t) = Asen(ot) (4.185)

onde A € amplitude e o a frequéncia angular do sinal, a velocidade e a aceleragao
s80 expressas respectivamente por:

du(t) = Aocos(ot) = Awsen(ot +1/2)
d2dt t (4.186)
:tg )_ —Aon’sen(ot) = Aw’sen (ot + )

indicando-se que a derivagcao do sinal tem a sua amplitude multiplicando-se a
amplitude do sinal pela frequéncia angular; no caso inverso, a integracao do sinal
resulta, por via de consequéncia, com amplitude do sinal sendo integrado dividida
pela frequéncia angular.
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Fig. A.4 — Efeito salto (Leakage)
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Fig. A.5 — Efeito salto em sinal harménico

Em escala logaritmica as amplitudes em dB ficam expressas como:

L, =10log,, (A)
Ly =10l0g,, (@A) =10log,, (A) +10log,, () (4.187)
L =10log,, (mzA) =10log,, (A)+20log,, ()

Ru/dt’

gue sao as retas indicadas na Figura A.6 em grafico log-log.

E importante registrar nesse ponto que esse é tipo de grafico em escala
logaritmica € muito empregado para a descricdo de grandezas de natureza
dinamica.
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0.1 1.0 10 100 1000
Hz

Fig. A.6 — Escala logaritmica
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CAPITULO V
SISTEMAS COM DOIS OU MAIS GRAUS DE LIBERDADE

5.1- Introducao

A integracdo da equagao de movimento para varios graus de liberdade vai
ser desenvolvida empregando-se como exemplo o caso do sistema com dois graus
de liberdade. Todavia, a maioria das expressdes sao estendidas para sistema com
qualquer numero de graus de liberdade; e a notacdo empregada nesse caso passa
a ser simbdlica, ndo detalhando-se as matrizes envolvidas.

A Figura 5.1a) exibe um sistema de dois graus de liberdade,
esquematicamente um portico de dois andares, supondo-se que as massas estao
localizadas nos andares, a Figura 5.1b) esquematiza o0 movimento livre do sistema
(sem agéo de forcas externas) e a Figura 5.1¢) o movimento decomposto em dois
movimentos elementares.

Q"
= — @
X5 i P X2 s I
ﬂml [} ,/ \\
| \
1 %
Xl g - l Xl ; Xl % +
1 ]
ﬁ L
I
] ol T
o—>X
a) Pértico b) Deslocamento ¢) Superposicdo de deslocamento
Figura 5.1

A Figura 5.2a) exibe a configuracédo de forgas internas para a configuragéo
de deslocamento denominado 1, e a Figura 5.2b) para o deslocamento 2. A Figura
5.2c) ilustra as aceleragcbes experimentadas pelas massas sob a acado das forgcas
em jogo.
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1.0 5
% Xy
Ky, ! 4 @_)
I 1.0 : ;kzz I
| £,

(| ) 4% e )= =
| Ky Ky, |
I I
\ b
a) Forcas eldsticas ~ b) Forgas eldsticas c¢) Inércia
Figura 5.2

Assumindo-se o0 modelo linear (pequenos deslocamentos), que € valido na
pratica corrente da engenharia, para o qual assume-se uma relagéo linear entre a
acao e o deslocamento, o equilibrio dinamico das massas (segunda Lei de Newton)
implica em:

X1k11 + X2k12 =myX, (5 1)
XKay + XoKqp =MyX,

onde o primeiro indice dos termos de rigidez indica a posi¢cdo onde ocorre o efeito

e 0 segundo indice a posicao onde se localiza a causa. Em notagdo matricial o
expresso em (5.1) ganha a seguinte redacao:

o e o
k21 k22 X2 0 m2 X2

lembrando-se que, pelo teorema de Maxwell (sistema conservativo), a matriz de
rigidez é simétrica k,, =k,,, € a matriz de massa por ser diagonal & também

simétrica, ou ainda (D’Alembert):

Ky k1% [m, 07(%] [0 3
L‘m kzszz}_[o mszz}_{o} (63

cuja solugcao homogénea, a exemplo do caso de um grau de liberdade, se expressa:

X A senwt + B, cosomt (5.4)
X2 A2 BQ
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ou seja:

{X1 } =-° [{A1 }senmt + {81 }coswtj = -’ {X1} (5.5)
X, A, B, X,

ganhando-se o equilibrio expresso em (5.3) a escrita:

b -
Kiz Ko 0 m, )X, 0

que consiste num problema de autovalores, cujos autovalores sdo as raizes do

determinante:
k., k
det[{ i 12}—03{"“ 0 D:o (5.7)
k12 k22 O m2

ou seja:

_ . .
0)2:1 ﬁ+kﬁ_ ﬁ_kﬁ + 4k122
b2 m, m, m, m, m,m,

- Z (5.8)

2
ORI LT LTI P L
2 2lm, m, m, m,) mm,

sendo oportuno ressaltar que as raizes dadas em (5.8) sdo sempre reais em razao
da natureza positiva da matriz de rigidez, pois todos os seus determinantes menores
sdo positivos (decorréncia principio da conservagdo da energia). Afinal, k,, é

positivo por natureza (conservagao da energia) e k, k,, —k%, >0, resultando:

2 2
(&—kﬁ] LT >0 (5.9)
m, m,) mm,

como facilmente, ap6s manipulagao algébrica, se verifica.
Os autovetores de (5.6) sao obtidos com base na correspondente relacéo
matricial:
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- 2 1
Kyy —Myo; Kz , _ 0 (5.10)
Ky, Koo =m0 | By 0
ou seja:
2
Bi — rn10)i k11 (51 1)
Ky

e com isso, 0s autovetores ou modos de vibrar passam a ser expressos potr:

(,01
B‘]

1 (5.12)
0, >
s
e 0 expresso em (5.4) passa a escrever-se:
X, 1 1
= (Asenm,t +Bcoso,t) +(Cseno,t +Dcosm,t) (5.13)
X, Py P2

ou ainda

{:((tt))}{; L:Hcc:g))}* {x} =[Al{a) (5.14)

onde as colunas da matriz [A] sdo os autovetores (modos de vibrar), e q,(t)e g,(t)

sdo as fungbes harmoénicas com frequéncia angular o, e ®,, respectivamente,
presentes em (5.13). A Figura 5.3 ilustra modos tipicos de vibragéo.

5.2- Ortogonalidade dos modos e superposicao modal

A integracdo da equacao de movimento é bastante facilitada tendo-se em
conta a ortogonalidade dos modos de vibracdo, o que permite o desacoplamento da
equacao, obtendo-se a solugdo mediante a soma de solugbes elementares de um
grau de liberdade, que consiste na técnica da superposicdo modal. Tal
ortogonalidade € facilmente verificada em raz&o da simetria da matriz de rigidez,
porquanto:
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By

a) 1° Modo b) 2° Modo
Figura 5.3
(K] - o [m]){A}, =0 — {A} [K]{A}, = of {A}] [m]{A},
([9-oflml)ia) =0 (AT IiA) =t AT ),
{A} [kI{A} = {A} [K[{A}
(A} [m]{A}, = {A}] [m]{A},
sendo que a primeira de (5.15) menos a segunda acaba resultando
0= (o} —}) {A} [m]{A}, (5.16)

indicando-se a ortogonalidade dos modos em relagdo a matriz de massa, uma vez
que as frequéncias naturais séo distintas, ou seja :

(AYY [m]{A} =0= (A} [m]{A} 5.17)

bem como, tendo-se em conta as duas primeiras de (5.15), a ortogonalidade em
relagdo também a matriz de rigidez:

(5.18)

registrando-se que, no caso de raiz dupla, a ortogonalidade continua valida,
examinando-se o limite com as raizes coincidindo. Além disso, a notacdo matricial
simbdlica deixa claro que tais propriedades valem para qualquer numero de graus
de liberdade.
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Tendo-se em conta a ortogonalidade dos modos de vibracao, a equacgéo de
movimento:

[m]{x} +[k]{x} = {0} (5.19)

tem por solucdo, no caso de dois graus de liberdade, por exemplo, a seguinte
superposi¢cao modal:

X)) =q, () {A}, +a,(D){A], (5.20)
onde qg,(t) e qg,(t) s&o as contribuicées temporais correspondentes a cada um dos

modos de vibracédo. Tendo-se em conta (5.20), o expresso em (5.19) permite que
se escreva:

(A} [[m](c]1 (A}, +8,{A},) +[K](ar {A}, + 0 {A}z)] =0 (5.21)
ou ainda, em razao da ortogonalidade dos modos de vibragéo:
G, (A} [ (A, +q, {A]] [m]{A}, =0 (522)
resultando-se, face a segunda de (5.19):
(A} [m]{A}, (& —wq,) =0 (5.23)
ou ainda:
G — ;g =0 (5.24)
cuja solucao, como sabido, € do tipo:
o, = A;seno,t +B, coso,t (5.25)
onde A, e B, sdo as constantes de integracdo, e sendo Obvio que esse

desenvolvimento é também valido para o segundo modo de vibragédo, ganhando-se
(5.25) a escrita geral:

q = Asennt +B, cos ot (5.26)

que é valida por extensao para qualquer numero de grau de liberdade.
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A titulo de exemplo, considere-se o duplo péndulo exibido na Figura 5.4 com
as seguintes condigdes iniciais x,=d, x, =0 e x, =x, =0. Assim, expresso em
(5.14) implica em:

Figura 5.4

d=B,+B,
0=p8,+B,B,
0=A0,+A0,
0=Apo;+AB,0,

resultando:

X4

(B,cos ot —B,cosm,t)

. d

_Bz_B1
_ PiBd
BBy

X, (cos ot —cosw,t)
verificando-se tratar-se do classico problema do batimento para k,, =k,, =kK,
Ky, <<k (k=0),0, = ®,, ou seja B, =1=—f, resultando-se:

X, = g(cos ot +Cos w,t)

X, = g(cos ot —cos m,t)

cuja representagéao grafica acha-se na Figura 5.5a) e a defasagem 6 = w,t—o,t na
Figura 5.5b), com periodo de batimento T  =2nr/(w, —o,). Cumpre assinalar que

esse fenbmeno € de utilidade no afinamento de instrumentos musicais. O que a
Figura 5.5b) indica é que, enquanto a massa m, esta oscilando com grande

amplitude, a massa m, oscila com pequena amplitude, e vice-e-versa.
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x,(0)

v

X,(t)

b) Defasagem

a) Resposta

Figura 5.5
5.3- Vibracao forcada

A Figura 5.6 indica um sistema de dois graus de liberdade sob a acédo de
forca externa, ficando o equilibrio dindmico com a seguinte redacgao:

[m]{} + [k]{x} ={P}
P,(t) (5.27)
i2h {Pz(t)}

cuja solucao é também alcancada pela superposicdo modal, expressa em (5.20),
permitindo-se escrever:

1 1
XM} =a({A}, +a,(D){A}, = q1(t){B }Hﬂlg(t){B }

()] ([ ) (TS ) |- (8] P

(5.28)

sendo que a segunda de (5.28), face a ortogonalidade dos modos de vibragao
resulta na seguinte relagao:

) (A} 1P}

§ +02q = —— (5.29)

indicando-se que o termo de carregamento é, em termos modais, dado pela
projecao do vetor de carregamento na direcdo do modo correspondente (produto
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escalar dos vetores); e escalonado pelo modo correspondente nos termos do
produto com a matriz de massa. As condigdes iniciais implicam em:

WENNINEENENNEN
RN RN RN

evidenciando-se que, no caso de condic¢oes iniciais de repouso (condigdes iniciais
nulas), as condigdes iniciais nas componentes g também o s&o.

@—>

Pz(t)

<>
P, ()

(5.30)

777 70770

Figura 5.6
A titulo de exemplificagcdo, considere-se 0 caso em que:

m,=m,=m
Ky, =2k = 2K,,
Ky, =—K
P,(t) = Psenot
Pz(t) =0

com condi¢des iniciais de repouso. Assim sendo, tem-se:

®, =0.618 /5
m
0, =1.618 /5
m

B, =1.618
B, =-0.618
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e com isso as equagdes modais, considerando-se carregamento harmonico
senoidal de frequéncia angular o aplicado apenas no primeiro grau de liberdade 1
(P, =Psenwt, como ilustrado 14 na Figura 5.6), ficam:

§ +alq, = Psenmt
T 3.618m

&, + wlq :Psencot
27 72" {.382m

ou ainda:

G, + w’q, = 0.72365mf3enwt

G, + w0, = 0.2764Em§sencot
de sorte a empregar a funcao y(a,,y, =0,mt) expressa em (2.119), ou seja:

g, = 0.7236E{ﬁ((a3 —a)seno,t+(1- o@)senoat)}

Qq, = 0.27645{ﬁ((a3 —a)sena,t + (1- az)senmt)}

onde o =ow/w, € o =w/w,, ou ainda:

P 0.2764 .

G, = KW[_1 6180 senat + senot |
P 0.7236 .

Q, = KW[—O.& 8a senwm,t + senmt]

onde o =aovm/k .

Examinando-se, por exemplo, a resposta do sistema tendo-se em conta
apenas o termo do carregamento que, neste caso, consiste na resposta permanente
com amortecimento desprezivel, ou seja, termos que multiplicam senwt, tem-se:

X _q g _P_02764 P 07236
P/k ' 7 k0.382-(a')? k2.618—(a)?
X, P 0.44472 P 0.44472

=0 +0; =~ 2 "\2
P/k k0.382—(a')? k2.618—(a’)
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resultando-se nos graficos da Figura 5.7

>

|XLP /
PIK

0.618 1.0 1.618 o

a) Resposta 1° grau b) Resposta 2° grau
Figura 5.7.

A leitura especialmente do grafico da Figura 5.7 a) constitui um paradoxo,
pois a carga esta aplicada no grau de liberdade 1 e esse grau de liberdade ndo se
move! De onde vem entdo a energia que movimenta o grau de liberdade 2?7 A
resposta € simples, pois ai ndo estd sendo considerada a parte homogénea da
resposta, que contém os termos contemplando senm,t e senw,t, que, no caso de

haver amortecimento, vdo desaparecer com tempo crescente, como visto no
Capitulo II. Esse fenbmeno é conhecido como isolagdo por absorvedor dindmico
(mass tuned vibration absorber — TVA), que consiste em reduzir drasticamente a
movimentacao (isolar) de um dos graus de liberdade do sistema. Trata-se de
fendmeno similar ao que ocorre com o eletrodo sacrificio, que, ao ser corroido
(oxidacao), faz com que a estrutura metalica seja poupada de corrosdo em
ambientes agressivos. Valendo-se ressaltar ainda que a consideracdo de
amortecimento desprezivel deixa o fenébmeno da absor¢do dinamica mais visivel,
sem a complexidade de se trabalhar com a expressdo completa.

A Figura 5.8 ilustra um absorvedor dindmico empregado na conhecida Ponte
Rio-Niterdi, tendo-se as seguintes caracteristicas: massa total da ponte 13000t,
massa modal (primeiro modo) 6000t, massa dos absorvedores 60t (1%). A
frequéncia do primeiro modo era originalmente 0.32 Hz, passando-se a 0.34 Hz
depois da reforma, correspondendo a frequéncia induzida por um vento critico de
55km/h.

5.4- Vibracao forcada amortecida

A Figura 5.9 exibe um sistema de dois graus de liberdade, com
amortecimento, cuja equagao de movimento se escreve:
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a) Vao central

b) Primeiro modo de vibrador

Figura 5.8

{rm 0 } {§1<t>}+[c11 } {mHkﬂ km} {xm} _ {am} 531
O m2 X2(t) C12 C22 Xz(t) k12 k22 X2(t) P2(t)
sendo de ressaltar ser a matriz de amortecimento [C] também simétrica em razao

do principio da conservacao da energia, uma vez que o teorema de Maxwell pode
ser estendido para as forgcas que dependem da velocidade.

1
|
|
P,(t)
—| Z»

P,(1)

7. 7 7077

b—>X
Figura 5.9

Pois bem, 0 modelo mais simples de amortecimento consiste em se assumir
que a matriz de amortecimento venha a ser proporcional a matriz de rigidez, ou seja:

|:C11 C12:| — )bk |:k11 k12j| (5-32)
C12 022 k12 k22
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que decorre do modelo reoldgico da viscoelasticidade, no qual a tensao é
proporcional tanto a deformacédo como a velocidade da deformag¢do. Um modelo
proporcional mais completo consiste em se levar em conta também a matriz de

massa, ou seja:
|:C11 C12:| — }\‘ |:k11 k12:|+}\‘ |:m1 O :| (5 33)
C12 C22 " k12 k22 " O m2

tendo-se em conta que também toda a massa contribui para o amortecimento, afinal
todo os objetos na construgcdo ao se movimentarem mobilizam atrito. A popularidade
do método proporcional exposto em (5.33) decorre do fato de que a solugédo pode
continuar sendo obtida pela técnica da superposi¢cao modal, pois a ortogonalidade
vale também para a matriz de amortecimento assim formulada, visto que:

(A [ [K]+ 2 [ (A}, =0

. . (5.34)
AL [ ] 2 [m] A}, = (2 + ) (A [m] (A}
resultando-se
) o e o AAL{P
q + (Ao + A )G + 070 = —- (5.35)
{A} [m]{A}
ou ainda na forma canénica:
g +2y,m0 + 0’q = of (5.36)
onde:
AP
o {A}; [m]{A} (5.37)
}‘k Xm
Vi= 5Ot
2 20

mostrando-se que o amortecimento modal cresce linearmente com a frequéncia
modal para o modelo viscoelastico e acrescido de um termo que cresce
inversamente a frequéncia modal no modelo proporcional.
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R esultados experimentais de um edificio apresentados por Chopra em 1980
(Dynamics of Structures — A Primer, Earthquake Engineering Research Institute)
estdo arrolados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1
® 2.21 2.27 7.06 714 13.32
Y 0.038 0.036 0.081 0.056 0.047

Esses amortecimentos medidos estdo a indicar o quanto é irregular a
evolugdo do amortecimento modal com a frequéncia angular natural. Em outras
palavras, a natureza dos ‘ladrées de energia’ € um tanto cadtica e de dificil
modelagem.

De qualquer modo, assumindo-se, por exemplo, o modelo viscoelastico, e
tendo-se em conta 0 amortecimento do primeiro modo, tem-se:

v, =0.038 = %221 53 —0.0344
2

Y = %mi =0.01720,

e com os dados dos dois primeiros modos, 0 modelo proporcional resulta:

A A
~0.038 = —m__ 4 Mo oy
Y4 2x2.21 2 N {xk -0.168
v, 0036 = —n_tipoy|  (n=0-250
2x2.27 2
Yi = 0.125 —0.00840,
.

podendo-se no caso geral ser adotada a aproximagao do tipo:

a a
Y, =g1+a2mi+—g+a4oai2+... (5.38)

i i

de modo a se ajustar a resultados conhecidos. Vale registrar que noticias dao conta
de que, no projeto de uma usina nuclear brasileira, foi adotado um modelo com nove
termos.



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

5.5- Movimento de base

A Figura 5.10 a) ilustra o caso de um pértico de trés andares submetido a
movimento de base x,(t), e a Figura 5.10 b) os movimentos relativos dos andares

x;(t) . O movimento absoluto fica entdo expresso por:

{D(t)} = {D(1)}, +{D(V)}, (5.39)

onde:
X, (1)
{D('[)}1 =%, (1) (5.40)
X, (1)

com X, representando-se o deslocamento absoluto dos andares, ficando-se a
equacao de movimento com a seguinte redacéo:

[m]{{b} +{Dz}} +[c]{D,} +[K]{D,} = {0} (5.41)

pois as forcas de amortecimento e de rigidez sdo proporcionais ao movimento
relativo, mas as de inércia, pela segunda Lei de Newton, sdo proporcionais ao
movimento absoluto. O expresso em (5.41) permite ainda a redacgéo classica:

[m}{{B},} +[c]{D}, +[K](D}, = (B} (5.42)

cuja integracao resulta no deslocamento relativo.

A Figura 5.11 a) ilustra o caso de movimentagao angular 6(t) na base de
uma coluna, e a Figura 5.11 b) a deformada elastica estatica para um movimento
unitario. O deslocamento horizontal dos andares fica entdo vetorialmente expressos
por:
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f Xi
|
|
7 | V7
L—)»Xb
a) Movimento de base b) Movimento Relativo
Figura 5.10

(D}, = 9(’[){81} (5.43)

e, dessa forma outros movimentos de base podem ser formulados, com o
movimento relativo resultante obtido segundo (5.42).

A

Zz

]

0w

\)6(0
7., 0070,

a) Movimento na base b) Deformada elastica estatica
Figura 5.11

Como exemplo de aplicacdo, considere-se o caso do pértico ilustrado na
Figura 5.12 a) submetido a um movimento de base dado por:

x,(1) = (0.1)sen ™ > 0 <t <t,
0
X () =0>t>t,
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partindo-se do repouso, tendo-se em conta dois casos de movimento de base, ou
seja:

t, =0.2s
t, =0.075s
bem como:
m, =m, =10%kg
K,, =2x10’N/m

Koy = —K,, = Ky =10’N/m

e sem amortecimento. Trata-se do exemplo exposto na pagina 72 do livro do
Warburton ja referenciado.

m, X X
> 2
F—%’V/H/AIV 7,
| 1 X2 |
| | |
1 1 X 1
m; 1 —> 1
—3 W%ﬁ%ﬁ%’%ﬁ/
L |
I I I
I I I
X |
7 o—> v X
0
a) Movimento de base b) Movimentos absoluto e relativo
Figura 5.12

A Figura 5.12 b) ilustra os deslocamentos absolutos (letras mailsculas) e
relativos (letras mindsculas). A equacdo de movimento fica entdo expressa em
termos do movimento relativo por:

10 x1 10? 2 —1|[x _10? X,

0 1|[X, -1 1%, 0
cujas frequéncias naturais e modos de vibrar normalizados (fazendo-se
(A [m]{A} =[1]) ficam:
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1
o, =19.345r/s > {A,} 1
190.2 |1.618

1
o, :51.167r/s—>{A2}:L
117.5 |-0.618

e as equacgdes modais:

g, + ®,q, = 525.7sen£t

0

Q, + ®,0, = 850.63en:[—t

0

cujas integragdes resultam para 0 <t <t,:

{ —02 q, = 3.8877[sen5nt — 0.8037sen19,54t]
° g, = 0.3249[sen5xt - 0.3070sen51.17t]

40mt

q, = —0.383[sen —2.1433sen1 9,54t}

t, =0.075s —»
40mt

d, =0.3249[sen —0.8186sen51 .17t}

e para t>t;:
Cos g, =-0.8755sen(19.54(t - 1,)) +2.8691cos (19.54(t - 1,))
=0.2s >
° g, =-0.0341sen(51.17(t —t,)) +0.0796 cos (51.17(t - t,) )
g, =0.9069sen(19.54(t —t,)) +0.8164cos(19.54(t —t
t, =0.075s — ?‘ ( (t-1;)) ( (t-t,))
g, =-0.1877sen(51.17(t—t,))+0.5172cos (51.17(t - t,))

sendo o resultado final exposto nos graficos das Figuras 5.13 a) e b). Devendo-se
chamar a atengao para o fato de que a aplicagao de movimento de base com menor
duragdo mobiliza mais o0 modo de vibrar mais alto, como deveria de se esperar,
indicando-se que, no caso, por exemplo, de um tiro no vidro apresentar ruptura
apenas na regiao do impacto, visto que a solicitacdo nesse caso tem duracao
extremamente curta, excitando-se modos muito altos, rompendo-se o vidro nessa
regiao. Essa é uma brilhante licdo subliminar do professor Warburton nesse
exemplo.
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\ m

0,02+ X2

to=0,2seg.

-0,005 +

-0,02 +

a) Resposta com componentes de baixa frequéncia

\ m

0,015 +

0,01+

to=0,075seg.

20,01 ¢

-0,015 +

b) Resposta com mobilizacdo de alta frequéncia

Figura 5.13.
5.6- Sistematizacao da solucao para amortecimento proporcional

A Figura 5.14 exibe novamente um sistema de dois graus de liberdade cuja
equacao de movimento se escreve:

[m]{%} +[c]{x} +[k]{x} = {P} (5.44)

cuja solucédo via método da superposicdo modal expresso em (5.14) no caso de
amortecimento proporcional se escreve:

{xj=[A]{a} (5.45)
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sendo:

g+ ZYi(Diqi + (Dizqi =
Moy | A
T + 2_03,
(A} (P} (5.45)

AT M

q = j; f(0)h(t - t)dt

P,(t)
—_—

D™

m, P(0)
—

&z

077, 077
o—3>X

Figura 5.14

onde {A}IT € a coluna i da matriz [A] (autovetor i). Por outro lado, os seguintes
vetores e matrizes, podem ser definidos:

t i=j—>h(t-1), =h(t—1)
{q‘} - Io[h(t_T)]{P(T)}dT _){ i#j—>h(t-1);=0

= T (5.47)
{1 ~[MJ[AT (P} - { 1M =AY nlA)
i#j—>M,=0
resultando:
{x} =[Al{a} = | ; [A][h(t-0]M][A] {P(x)} dr = I;[H(t —9](P(x) dr - -

[H(t—=)] = [A][h(t o) ][M][A]

onde [H(t—1)] é denominada matriz de flexibilidade dinamica. Cumpre esclarecer
que, no caso de carregamento segundo a funcéo de Dirac no tempo t=0, ou seja,
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P(t=0)dt =1 aplicado no grau de liberdade i, a resposta do sistema dada pela
primeira de (5.48) é exatamente a coluna i da matriz H(t — 1), uma vez que:

X, 0 H,(t—1)
X2 0 H,(t-1)
X = [H(’[ - r)] 1 = H (t-1) (5.49)
X, 0 H.(t—1)

que corresponde a aplicar um impulso unitario apenas no grau de liberdade i, ou
seja, x; =1/m..

5.7- Resposta no dominio da frequéncia

Voltando-se novamente a equagao de equilibrio dindmico, ou seja:
[m]{X(t)} +[c]{x(®)} +[k]{x(t)} = {P(t)} (5.50)

e procedendo-se a transformada de Fourier de ambos os membros de (5.50), tem-
se:

—o?[m]{x()} +io[c]{x(@)} + [K]{x(@)} = {P(o)} (5.51)

assumindo-se condi¢gdes iniciais de repouso ({x(t=0)}e {x(t=0)}nulos),
resultando-se:

{x(@)} =[~e2[m] +io[c] + k] {P()} = H() {P(w)} (5.52)
sendo a matriz complexa:
[ - [m]+io[c]+[K]] (5.53)

denominada matriz de rigidez dindmica.
Como curiosidade, é facil ao leitor, apés manipulacdes algébricas, constatar,
no caso de dois graus de liberdade, que

[He] = [0 [m] +iofe] +[K]] "= [ Hive ot (554
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ou seja, a transformada de Fourier da matriz de flexibilidade dinamica [H(t)] resulta

na inversa da matriz de rigidez dinamica [H(o)] .

Para completar a andlise, resta ainda proceder a transformada inversa da
resposta no dominio da frequéncia, ou seja:

_ zln ” {x(0)}e"'do (5.55)

{x(t)}
deixando-se claro que se trata de uma técnica envolvendo um grande volume de
célculos. Primeiro, que nao existe forma fechada de se realizar a inversa analitica
da matriz de rigidez, e em segundo lugar, como ja mencionado no capitulo anterior,
o fato de se trabalhar com abordagem mediante notacdo complexa, dobra-se o
nuamero de operagdes, tanto na transformag&o, como na transformagéo inversa.

Todavia, essa formulagdo é de grande utilidade operacional no
desenvolvimento tedrico da dindmica das estruturas, especialmente na abordagem
de solicitagdes aleatdrias (analise estocastica).

5.8- Métodos diretos de integracao numérica
A formulagéo da integragdo numeérica para dois ou mais graus de liberdade
nao oferece novidades, uma vez que que se trata apenas de se considerar um

namero maior de vetores com componentes funcao do tempo. No caso do método
das diferencas centrais os operadores (4.11) e (4.12) em forma vetorial ficam:

{X}m _{X}i—1 _2At{).(}i - {O}
{X}m N 2{X}i + {X}H — At {X}| - {O}

e, com isso, mais a seguinte redacéo apropriada da equacéao de equilibrio dinadmico:

(5.56)

[M]At? {X}. = —[c]At{Atx} —[k]At* {x} +At* {P} (5.57)

resulta na expressao vetorial de recorréncia:

(Im+ 31 ), = (2l s ) =[] 3 o1 o) =P}, (559
com o primeiro passo dados por:

2m]{x}, = (2[m] A€ [<]) {x}, ~(2[m] - Atfe]) {Atx}, +AC (P}, (5.59)
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uma vez que a condicao inicial de velocidade se escreve:
{x}_, ={x}, —2{aAtx}, (5.60)

cabendo-se enfatizar que a solugdo da equacao de recorréncia (5.58) envolve a
inversao de uma combinac¢ao da matriz de massa com a matriz de amortecimento,
algo expedito no caso em que a matriz de amortecimento venha a ser proporcional
a matriz de massa, que por sua vez, é diagonal; 0 mesmo ocorrendo com a equacao
(5.59) do primeiro passo. Por essa razao, o algoritmo de integracao das diferencas
finitas centrais é denominado explicito.

A formulagédo da integracdo via método de Newmark envolve em forma
vetorial os operadores expressos em (4.46), ou seja:

{Atx}. | —{Atx}, - (1-8)At? {X}. — 5At? {x} = ={0}

i+1

o1 . . (5.61)
{X}m B {X}i B {A'[X}i B (E_B)Atz {X}i —pat® {X}m - {0}

mais a consideracao de apropriadas equagdes de equilibrio nos passos i e i+1, ou
seja:

[t (5] = ~[e]at{at, ~[kJat* x) - P} .
[m]at? {3}, = ~[c]at{atiq,  ~[<]a¢ {x},, + AT P}

i+1 i+1

resultando na equacgao de recorréncia:
[[m]+satfc]  sat?[K] H{Ab‘(}} _
patfe]  [m]+pat’[]]| {x} ],
[m]-(1-38)At[c] ~(1-8)At? [K] (A1) 1-5 & {Atgp}i (5.63)
_[m]_(%_B)At[C] [m]_(%‘ﬁ)mz[k] {{X} }.+ %—B Bl|{atP)

i+1

valendo-se notar que essa expressao de recorréncia nao envolve a inversao de uma
matriz de ordem dobrada em relagdo ao grau de liberdade, uma vez que a
decomposicdo de Choleski do sistema:

[m]+8at[c]  8At?[K] }:{A; o}{s; B;‘Q} (5.64)

patic]  [m]+pat[k]] [A; A;J O B
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resolve-se facilmente, pois:

ALBY = [m] + SAt[C]

A B}, = 3At?[K]

A;1B:J1 = BAt[C]

A;1B:J2 + A£2BZ2 = [m] + BAt2 [k]

(5.65)

e que, por outro lado, assumindo-se como identidade a matriz A, , 0 expresso em
(5.65) permite escrever-se:

Bi, =8At?[k]

By, =[m]+8At[c]

AL, = (pat[c])([m]+3at[c])”

ALBY, =[m]+Bat?[k]+ (Bat[c])([m]+ sat[c]) " (3412 K])

(5.66)

exigindo-se, pois, para a obtengdo da matriz A;,Bj,, apenas a decomposigédo de

uma matriz, como mostra a quarta equagao de (5.66), cuja ordem € exatamente
dada pelo numero de graus de liberdade. Além disso, por envolver a inversao de
uma matriz que contempla a matriz de rigidez, o método de Newmark € entéo dito
implicito.

Uma versao de passo duplo do método de Newmark foi desenvolvida por
Warburton (The Dynamic Behaviour of Structures, Pergamon Press, 22 Ed.,1976),
com a seguinte escrita:

([m]+—c]+[3At2[kj (= AE[B{PL, +(1-20)pIP) +B{P], ]+
(2lm]- a¢(1-2)[K]) ], - [m]- 3 o]+t ] ),
(5.67)
([m]+— o]+ BAY [kj
] 1

Atz([}{ 3 {(1 28)[1]+ (; —B)At[c][m ]"J{P}oj

sendo que a matriz a ser invertida € a mesma na recorréncia e na determinacao do
primeiro passo.
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5.9- Estabilidade dos métodos diretos de integracao numeérica

A equacao de equilibrio dindmico sendo escrita na forma:

AT ([m][ANGE} + (i [m]+ 2 [KD[AL + [KI[Ala) = [AT {P} (5.68)

resulta, face a ortogonalidade dos modos de vibracdo, nas equacdes modais
desacopladas, ou seja:

(e+ (- [+ [ 206} +[2F 1o} = ([AT [m][A)) (AT P} (5.69)

onde:
0)12 0 0
2
[02]: 0 (1)2 0 (570)
0 O ®°

ficando-se evidente que, no caso de estabilidade condicional, a exemplo do método
das diferencas finitas centrais exposto em (4.30), cuja estabilidade € expressa pela
condigao (0, <2):

a2 (5.71)

acaba sendo um tremendo inconveniente, pois a malha no tempo fica extremamente
refinada em razdo das mais alta frequéncias em jogo, quando na pratica apenas
algumas poucas frequéncias sao de interesse. Por essa razao torna-se necessario
contar com integradores incondicionalmente estaveis. Em verdade, algoritmos
providos de aniquilamento assinto6tico, nos quais 0 médulo dos autovalores no limite
tende para zero com At tendendo para o infinito, sdo ainda preferidos; afinal, nessas
condicbes as contribuicbes das componentes de frequéncia mais alta sao
aniquiladas na integracao.

5.10- Método do autovalor complexo

O método de integracao da equacao de movimento conhecido como método
do autovalor complexo tem a vantagem de contemplar amortecimento nao
proporcional, mas a desvantagem de se trabalhar com notacdo complexa
resultando-se no aumentando-se em dobro a ordem das matrizes envolvidas.
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O método em questdo toma por base uma nova escrita da equacao de
movimento, qual seja:

[ A e T
que consiste numa formulagao matricial com ordem dobrada, escrevendo-se ainda

[CI{V} +[K]iy} ={P| (5.73)

{x}
| {{0}}
{P}
que consiste numa equacéao diferencial de primeira ordem, cuja solucao pode ser
formulada em termos de superposicdo modal, mas com modos complexos.

A solucdo homogénea, que consiste na solucao da equacao equilibrio sem a
solicitagédo, ou seja:

onde

(5.74)

y
{P

[Cly}+[K]{y} =10} (5.75)

tem solucao, por inspecéo, do tipo:

{y}={A"}e™ (5.76)

([K]-2[C]){A"} = {0} (5.77)

cujos autovalores, em numero dobrado, sdo complexos, d’ai o nome do método,
bem como igualmente os autovetores, ou seja:
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A =a;+bj
{A }j ={a}, +{b}ji (5.78)
j=1273,...,2n
sendo n o numero de graus de liberdade.
Os autovetores de (5.77) sao ortogonais em relagdo as matrizes envolvidas

em decorréncia do fato de serem ambas simétrica (vide (5.72)), facultando-se a
redacao da superposicao modal:

y}= jZ;q[ (A}, (5.79)

bem como da equagao de equilibrio modal:

q, +rQ= {; }( P (5.80)

(A} [e)AT),

cuja solugéo € dada pela convolugéo (vide (4.107)):

he(t=) A} { (T)} dr (5.81)

TES)

lembrando-se que os autovalores e autovetores sdo complexos, o que implica em
grande numero de operacdes, inviabilizando-se o emprego pratico deste algoritmo.
Todavia, ha uma formulagdo em notacao complexa, a ser apresentada adiante no
item 5.12, onde a consideragdo de uma matriz de rigidez complexa torna-se viavel
0 emprego pratico na solugao problemas com dois graus de liberdade.

y =Yy,e" +J'e

5.11- Estudo da solucao harménica permanente em notacao complexa
Em notagc&do complexa, a equacdo de movimento pode ser escrita na forma:
[m]{x} +[c]{x} +[k]{x} = {P} " =P(coswt+isenwt) (5.82)

e, supondo-se amortecimento proporcional, a solucdo permanente formulada em
termos da superposicdo modal se escreve:
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q L=
"o (A} [m]{A}, J(1-a?) —4yial
()
o, =—
0;
i%
0, =arc.tg —oc]?

(5.83)

devendo-se ressaltar a parte real de q, € a solugao da solicitagao cossenoidal e a
parte complexa a solugéo da solicitacao senoidal, como ja mencionado no item 5.6.

Assim, no caso de solicitacdo senoidal tem-se:
g, = A;sen(ot —0,)

onde:

resultando, no caso de dois graus de liberdade, por exemplo:

x, = A;sen(ot - 0,) + Asen(ot —0,) = Asen(ot —y,)
X, = A B,sen(ot—0,)+ A,B,sen(ot —0,) = Ajsen(mt —y,)

onde

A = \/Kf +A2 +2A A, cos(6,—6,)
A, = JA%BZ + A2 + 2AA,B B cos(0, —0,)
_ §1sene)1 +_Azsen62
A.cos0, + A, cos0,
AB;send; + A,B,seno,
A Bcosb, + A B, coso,

arc.tgy,

arc.tgy, =

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

podendo-se, pois, concluir que no caso de n graus de liberdade a resposta

permanente pode ser expressa na forma:
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x; = Assen(ot - ) (5.88)

onde a amplitude do movimento se expressa genericamente:

A= JA:+ A2+ ..+ A2 +5,A A, coS(y, —0))+ ... (5.89)

que consiste na relagdo que da origem ao critério chamado da raiz quadrada da
combinagdo quadratica (SRSS) para avaliar a resposta permanente de sistemas
com varios graus de liberdade ao se desprezar os termos cruzados ou seja:

A = A2 1A A (5.90)
ou ainda o critério da combinagao quadratica completa (CQC):

A= piAA, (5.91)

sendo o fator de combinacao expresso, por exemplo, no caso de terremotos com
espectro suave, por:

8y*(1+ a)o’?
- 5.92
P = 1 a2P + 4r2a(1+ o) (5.92)

onde a =, / m, e assumindo-se amortecimento constante com a frequéncia.

Um exemplo interessante de dois graus de liberdade foi apresentado na
pagina 83 do livro ja citado do Warburton, cujos dados sao:

m, =2m, =2m
Ky =3K,, = -3k, =3k
c,; =1.5c,, =-15¢,, =3c

(Pl = {E‘ }senmt

2

sendo que a solugao particular em notagdo complexa pode ser assumida como:

e sendo que a solugao particular procurada é a parte complexa do resultado final.
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A equacao de movimento para essa solucao particular fica entao:
3k —k ,/2m 0| . | 3c —2c|)|Xx Pl
—® +io = e
-k Kk 0 m -2c 2¢ |)|X, P,

ou ainda:

[Us [_iazv?]aﬂ [u[_l;)iaggyiﬂ{i;}‘{ﬁ;ii}

onde:

a=0/w,

y=Cc/Mmo,

o, =+k/m

cuja solucéo, fazendo-se a inversdo formulada pela técnica da transposta da
cofator, se expressa:

{X1}_ 1 |[(1-0®)+20i] [1+20i] {p1/k}
X,) detl)]|  [1+209]  [(38-20%)+3ayi] [P /K

onde:
det[J]=2-50° +2a* - 2ya® +y(5a — 70.%)i
ou seja:

n(1-0?)+1+2ya(1+n)i
2-5a% +20* - 2ya® + (50 — 70.°)i

N+3—2a? +yo(3 + 2n)i
2-5a%+20.* - 2ya® + (50 — 70.°)i

bl

onde se considera P, =nP,. Tomando-se agora em modulo essa solu¢do complexa,
tem-se:

x|m
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x,| = (n(1=a®)+1)* + (2ya(1+n))?
T\ (2-502 +20* - 2ya®)? + (y(5o. — 70.°))?

)2
x,| = (n+3-2a%)% + (ya(3 + 2n))?
2L\ (2502 +20* —2y02)? + (y(5o — 7a®))?

bem como as correspondentes fases:

91 = arc_tgw
AC+BD
92 = arc_th
A,C+B,D
onde:
A, =n(1-a?)+1
A, =n+3-2ad°
B, =2ya(1+n)

B, =va(3+2n)
C=2-5a%+2a" - 2ya?
D =y(5a - 7a°)

ficando-se claro que a igualdade das fases, ou seja:

B,(C—DA,/B,) B,(C-DA,/B,)

A,(C+DB,/A;) A,(C+DB,/A,)
implicando-se:

B,

> |_UU

1 2
ou seja:

20°° +(3-a’M+2—4a” =0
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indicando-se que, para um dado valor de n, existem duas frequéncias nas quais 0s
movimentos x, e X, estdo em fase; o mesmo ocorrendo para uma dada frequéncia
implicando duas proporgdes n nas quais o movimento dos dois graus de liberdade

também estardo em fase. Essas propriedades, que continuam validas para qualquer
numero de graus de liberdade, sdo exploradas em analise modal.

5.12- Estudo da solucao harmoénica permanente com amortecimento
histerético.

Um outro exemplo de aplicacao apresentado no livro de Warburton ja citado,
consiste numa variante do método do autovalor complexo, considerando-se

amortecimento histerético proporcional a rigidez. A equag¢do de movimento nesse
caso € expressa por

ol R T 2R

e, tendo-se em conta que:

e a equacgao de movimento ganhando a redacéo:

L R X e T

na qual a matriz de rigidez agora é complexa, e cuja solucao pode ser formulada
em termos de superposicao modal. Os autovalores sao dados por:

o KB +03)-2ma?  —k(1+0.2)
k(1+0.2)  k(1+0.2) —-ma?

ou ainda:

3+0.3)-2ma®  —(1+0.2)
~(1+0.2)  (1+0.2)—mo?

det‘(

onde a=w/0, € 0, = Jvk/m , resultando na equacéo caracteristica:
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20 —(5+0.7)02 + (3+0.30)(1+0.2i) — (1+0.2i)2

cujas raizes e correspondentes autovetores sao:

1.955-0.19i
o, =1.997 +0.3005i —>{ 1 '}

-1.013 —0.09845i}

a, =0.5032 + 0.04946i — { ’

A titulo de exemplificagdo, considere-se o caso de solicitacdo em
ressonancia com a primeira frequéncia natural, ou seja cozco1=(oo/\/§ e
P, =-0.5P, tem-se:

-0.5P,]
{1.955-0.19i 1}{ 0P5 Z}e'm‘

— 2
% ®5(a® —0.5)[m(3.017 +0.1995)]

~0.5P,]
{-1.013-0.09845i 1}{ b Z}e"*’t
2

w5 (0® —0.5)[m(5.788 — 0.7431i)]

Q=
resultando-se na solugéo:

X, =0, +0, = —Si%eicot = —5%[i(cos ot +isenot]|

X, =(1.955-0.19i)q, +(~1.013 - 0.09845i)q, =

—5=1 Oi%eimt =1 O%[i(cos ot +isenot]

ou ainda, considerando-se solicitagdo senoidal:

X, = 5§sen(mt -n/2)
k

X, =1oisen(wt—n/2)
k

uma vez que a parte complexa da solugédo € —coswt =sen(ot—n/2).

Vale finalmente assinalar que alguns autores introduzem o amortecimento
complexando o médulo de elasticidade, ou seja:
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E =E(1+iwy)

trabalhando-se assim com matriz de rigidez complexa. Trata-se, pois, apenas de
uma elegancia analitica, uma vez que a abordagem com notacdo complexa
aumenta desnecessariamente o volume de operacoes.

5.13-Exemplo de aplicacao

Um sistema de dois graus de liberdade submetido a uma aceleracdo de base

X, = X,00e ™" tem as seguintes caracteristicas:
(o= o)
My = 2My, =m
k, = 3k,, = 3k
Kip =kp =k
[C]=2n[M]
0, =vk/m

sendo o, a primeira frequéncia natural, e a matriz de amortecimento é proporcional

a matriz de massa, pede-se a resposta sabendo-se que as condigdes iniciais sao
as de repouso.
Solucgao:

2m 0 ||X, 2m 0| x, 3k Kk |]|x, 2| o gt
.ot ot =—1 . rMayx,e

0 mj|x, 0 mj|x,] |-k k]|Xx, 1

3k —k o 2m 0| _ 0

L 0 m

0, =0,/

4 2 2 4 2 1 1
o —2.50,0° +m; =0—> — autovetores — -
W, = \/E(DO 2 1 -1 2

bl e et darale Sl

det
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2
P, =-{1 2}{1}mco(2)xoe‘“’°t = —4dmajx,e "

2
P, =—{1 —1}{1}mm§x0e"’°t = -M;X,e "

(1 2}{25" r?]H;}=6m (1 —1}[2(;" r?]Hj1}=3m

=2 4 =001=2m 5 20,020, 7y, =" =0.05
20, 20, o,

Q =o1-7° 20, > Q, ~ 0,

(Q)
G, +0.020,G, + 0°q, = _%mfemot 0 =2_/2

@,
. : X, 2 o
0, +0.010,0, + 03g, = ——2 w5e %:&:Q
6 ®, 2

0o 3
;4
_o A2
o, 2
4x
Qi :_TO[E(‘DJ:O%%)]

Q; = _X_G()[E(mztsam% ):'

1 —yo, a—v -0
E(mnt,a,v)—m[e ! ”t[ - sen(Qt)—cos(Qt)}re ‘]

e 0 movimento absoluto dado por:
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Xy = J-iidt = xomgj_%%e‘%‘ (—o, )it = X005 [C - mloe_“’otJ
X,(t=0)=0

Xo = J.)'(dt

X,(t=0)=0

v 2 o —opt
X, = X 008

—opt
xO:xo(—1+oaOt+e 0)
X, =X, +X,

X, =X, + X,

onde X, e X, sdo os movimentos absolutos.

5.14- Exercicios propostos

1- Para o sistema de dois graus de liberdade do exemplo de aplicacao pede-se a
resposta sabendo-se que a solicitacdo € dada por:

0<t<T,/4 —>f(t)=1-cosm,t

{R(t)}:{P}f(t)—) t>T, /4 —>f(t)=1
T, =21/ w,

Resposta.

0<t<T,/4

X, _1 I ||q
x,| |2 -1]|lq,
q =§_11: (F(mlt’Y1)_¢(°)1t’a1aY1):|

P
q, = _&[(F((th’ i) ) - (I)((th’ Ay,7Y, )]

t>T, /4
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q1(t*)zg_Fk’[(F(m1t*,Y1)}+q1h(t*)

G (1) =~ gl (Floxt )+ G (1)

t=t-T,/4

q(t=Ty/4)=q(t =0)

G(t=T,/4)=q(t =0)

2-Sabendo-se que a solicitagdo da estrutura (m, =2m=2m, k,, =2k,, =—2K,, =2K) e

amortecimento proporcional a matriz de massa, com amortecimento do primeiro modo
valendo 0.02 é dada por um carregamento expresso por P,(t)=Pf(t)e P,(t)=0, com

f(t)=0 para t<0, f(t)=|senw,t| para 0<t<T,, com o, =vk/m) e f(t)=0 para
t>T,, pede-se a resposta da estrutura xi(t) e xz(t). As condigbes iniciais sdo de repouso.
Pede-se também formular a solugéo pelo método das diferencas centrais com At=T,/8.

Resposta
o, =0.5420, - v, =0.02
o, =0.1307w, - v, =0.000818
JI-7 215 0,=0, >0, =0,
B, =-P,=1.414
0<t<T,/4
A

ai(t) = Ao, v, ot) = I
(1 —o? )2 + 4y’

- (2yi2 +oci2 —1)0ci
ot sen(Qt)+2y0,c08(t) [+ (1-a?)sen(wgt) - 2y0,c08 (o)

J1-77

A, =0.8535P /k
A, =0.146P /k
T,/2<t<T,

Qi(t*) = AiW(t*) +qih(t*)
t=t-T,/4
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a(f)=e™ [q(t =To/2) tr0G(t=To/2) (@ ) +q (=T, /2)c0 (Qit*)}

Qi
t>T,
a, (t**) _ e‘Y‘*’nT“ [q, (t = To) +;;i03iqi (t = TO) sen (Qit**) iq (t _ TO/Z)COS(Qi’[** )]
t =t-T

Diferencas centrais

{1.983 0 Hx1}1{o.5o42 0 H(O.6168P/k)f(t=0)}:

0 0.9150](x, 0 05042 0
{(0.31 10P/k)|sen(0 n/4)‘}
0

1983 0 |[x| _[2766 061687](x,| [1.983 0 7[x
0 0.9150]|x,/, |0.6168 1.3832]|x,/. | 0 0.9150]|x,].,
+{(0.6168P/k)\s,en(in/4)\}
0 |

3- Para um sistema estrutural de dois graus de liberdade com as seguintes
caracteristicas:

m,, = 2m,, =2m
k, =3k,, =3k
P, (t P
K, =Ky =K (1) = f(t)
P, (t) 2P
[C]=2n[M]
y=0.01(para:o=w,)

sendo

f(t)=t- N
0<t<T/4 '|'12 4 t=t-T/4
T/4<t<T/2 (. -
1/ 1/ f(t)Zt—z t _L (DIT1 2r
T 4
e f(t)=0 para t>T,/2 com t =t—T,/4 sendo T, o primeiro periodo natural,
pede-se a resposta da estrutura para t>0 sabendo-se que as condi¢des iniciais
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sao de repouso. Resolver esse mesmo problema com o Método das Diferencas
Finitas com At=T,/8.

Resposta:
0>t<T,/2
X, | 1 11|q
x,] |2 —1]|q,
5P
q, = 3—k[P((D1t,Y1)]
P
dz T Bk P((th,yz)]
Lot| (17272 67,82 2-8y7 2y
P(oty)=e™ L+ —— |senQit+ ~+—— |cosQt
4Q.T, Qo,T, (miT1 ) 40T,
2 f—
n 2y, +8Yi f_(i_i_ 4Yi2jt+i2t2
40T, (0T, 4T, o) T

onde Q, = w\J1-y’ 2o, y,=0.01 e y, =0.005.

T,/42t<T,/2

d (t) :53_E[P((’31t*171)] +Qyp, (t)

qu)z—giﬁw%fﬁg]+q%ﬁj

t =t-T,/4

it qi (t - T1/4) +7i®,G; (t = T1/4)
Q

qn(t')=¢

sen(Qt')+q(t= T1/4)cos(Qit* )}

t>T,/2
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q; (t) =G (t)

4. (t) =0z (t)

t=t-T,/2

o (t) _ gt {q (t B T1/2) +g;’)iqi (t B T1/2) Sen(Qit**)+qi (t* _ T1/2)COS(Qit** )}

Diferencas finitas:

2m 0] 2r, 2m 07|[x| [o
0 16" 0 mj||x,], |0

0
m m
2m 0 2n 2m 0 ]|[x, _22m 0] 4=%[3k —k||[x,
L0 m] 16" 0 ml|lx,),, | LO m| 64|k k]|[[x,]
0 0
m m

2m 0] 2n, [2m Tl % | 4n® [2P _jT1/8+(jT1/8)2
0 m] 16" 0 mj||x,) , 64 P 4T, T?

onde A, =0.02c,.
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CAPITULO VI
INTRODUCAO A VIBRACOES ALEATORIAS

6.1- Introducao

Como bem sabido, a natureza € caprichosa nas suas manifestacoes,
especialmente em se tratando de acontecimentos aleatorios, ou seja,
acontecimentos imprevisiveis. A Tabela 6.1 exibe algumas probabilidades
ilustrativas que nos dizem respeito.

Tabela 6.1 — Probabilidade de uma pessoa morrer das causas abaixo

Cancer | Acidente | Incéndio | Acidente | Enchente | Furacao Raio Terremoto | Tsunami Queda
De Aéreo Asteroide
Carro
1em?7 1em 1em 1em 1em 1em 1em 1em 1em 1em
100 1000 20000 30000 60000 80000 130000 50000 500000

As probabilidades arroladas na Tabela 6.1 indicam as frequéncias
relativas (estatistica) observadas de cada acontecimento, tratando-se, pois, de
uma expectativa, e ndo de uma certeza. Uma probabilidade importante do ponto
de vista da engenharia diz respeito a nogéo das pessoas sobre a propria morte
até o fim do dia presente, entendida com algo insignificante em termos
probabilisticos, algo como 1 em 10000 (10*) a 1 em 100000 (107°).

A Figura 6.1 exibe uma colecao de registros tipicos da medida ao logo do
tempo de um fenémeno aleatério, que pode ser, por exemplo, a posicao de uma
particula, uma velocidade da particula, a pressdo do vento num determinado
ponto, aceleragéo de terremotos, altura das ondas do mar etc. Em comum, o que
se verifica € que nenhum registro do mesmo fenbmeno é igual ao outro, e
também que um trecho de um dos registros ndo se repete ao longo do mesmo
registro. Tais fatos caracterizam a natureza aleatéria do fenébmeno em aprego
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(imprevisibilidade). Se todos os registros fossem iguais, mesmo que se
mostrando erratico, 0 que se tem € uma certeza, pois em qualquer tempo a
magnitude é determinada. Nesse caso, face a certeza faz-se apenas uma
escolha, ou seja, qual dos registros considerar. Por outro lado, no caso de
registros aleatdrios o que se tem a fazer é a tomada de decisao (uma aposta) de
qual magnitude do fenébmeno ter-se em conta com segurancga. Ou seja, face a
incerteza sé resta mesmo tomar uma decisdo. Vale registrar que a variavel
independente poderia ser também o espaco, como no caso da pressao do vento
em pontos diferentes de uma estrutura.

\ X (1)

W/ Wt

\ X, (t)

Figura 6.1

Na abordagem de fendmenos aleatérios, o modelo matematico
empregado € o denominado teoria da probabilidade, e os juizos formulados séo
igualmente probabilisticos. De um modo geral, as pessoas tém uma certa
aversao contra a probabilidade, por se associar de imediato com os jogos de
azar, mas isso deve ser superado, visto que a natureza escolheu esse caminho
em muitas de suas manifestacoes.
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No que se segue, as nogdes basicas da teoria da probabilidade sao objeto
de apresentacdo, seguido de uma discussao sobre os chamados processos
aleatorios, ou processos estocasticos. Afinal, a natureza pode ser vista com uma
fabrica de vento, chuva, terremoto etc. e o processo natural de producao desses
fendbmenos caracterizam-se eminentemente como aleatérios. Uma chuva nunca
é igual a outra, por exemplo.

6.2 - Nocoes basicas da teoria da probabilidade

Antes de explicitar os axiomas da teoria da probabilidade, e em atengéo
a orientacdo de se abordar o assunto num ritmo crescente de dificuldades,
partindo-se de nocdes mais simples a exemplo do jogo de dados que € bastante
ilustrativo e de facil entendimento. Como bem sabido, a cada arremesso do dado
um numero de 1 a 6 € produzido, ou seja, a mobilizagdo do processo de produgao
de numero do dado, produz um nimero de 1 a 6.

O conjunto {x} dado pelos nimeros {1,2,3,4,5,6} é chamado nesse caso

de espago amostral, ou universo dos eventos observaveis, entendido que a cada
mobilizac&o do processo um desses numeros ocorre, € Nao outros, e nesse caso
ocorre um evento elementar como, por exemplo, o nimero x=3. Todavia,
eventos compostos podem também ser formulados, como, por exemplo, a
ocorréncia de um nimero par, ou seja, x=2,0u x=4, ou X=6; ou entdo um
numero entre 1 e 4, ou seja 1< x <4, ou ainda, a ocorrénciade x=2 ou X =3,
e assim por diante.

Importante é destacar que sempre serd observado que o numero gerado
é menor ou igual a 6, ou seja 0 evento x <6, portanto esse evento é chamado
de evento certo, cuja probabilidade é definida pela unidade (P(x <6)=1.0); jaa
geracao de um numero menor que 1, ou seja x <1, é impossivel, e definida pela
nulidade (P(x<1)=0.0). Assim, qualquer evento realizavel tem sua

probabilidade entre 0 e 1 (0.0 <P(x) <1.0).

Assumindo-se que o dado nao ¢ viciado, a probabilidade de se observar
qualquer um dos eventos ao mobilizar o processo, arremesso do dado, é igual,
e naturalmente igual a 1/6, ou seja:

Px=1)=P(x=2)=P(x=3)=P(x=4)=P(x=5)=P(x=6)=1/6 (6.1)

uma vez que se admite n&o haver nenhum evento com probabilidade diferente.
Chamando-se de E, o evento 1< x <4, ou seja, as realizagdes x=2 ou

X =3, sua probabilidade é dada, pois, por:
(6.2)

e considerando-se o0 E, o evento 2<x <5, ou seja, a realizagdo x =3 ou x =4
, tem-se igualmente:
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(6.3)

ja a uniédo desses dois eventos denotada por E, UE,, ou seja, a realizagdo x =2
ou Xx=3,0u x=4, tem, pois, probabilidade de ocorréncia dada por:

P(E, UE,) = (6.4)

o=
+
o=
o=
N | —

tendo-se o evento interse¢cdo denotado por E, NE,, que consiste na ocorréncia
simultanea do evento E, e E,, ou seja, X =3, naturalmente probabilidade dada
por:

P(E,nE,) = % (6.5)
verificando-se entao:

P(E, UE,) =P(E,) + P(E,) ~P(E, NE,) = (6.6)

W=
_I_
W=
o=
=

uma vez que o evento intersecdo foi computado duas vezes ao se somar as
probabilidades individuais de cada um dos eventos originais em conta.

Dois eventos s&do ditos excludentes quando ndo podem ocorrer
simultaneamente. Assim sendo, tem-se que a probabilidade da intersecédo deles
é nula, ou seja;

P(E, NE,) =P(¢) =0 (6.7)

sendo ¢ o conjunto vazio, significando-se a ndo existéncia desse evento ao se

mobilizar o processo, ou seja, evento impossivel.
Outro conceito importante consiste na chamada probabilidade condicional
denominada E,/E;, indicando-se tratar-se da ocorréncia do evento FE

condicionada a ocorréncia do evento E,. Em outras palavras, esse evento esta
sendo formulado tendo-se por universo os elementos do evento E;. Assim
sendo, define-se:

P(E, NE))

PE) (6.8)

P(E,/E,) =

admitindo-se naturalmente P(E;)=0. A expressao (6.8) representa a relagao
entre os elementos comuns dos dois eventos com o0s elementos do evento
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condicionante. Em sendo a probabilidade condicionada uma probabilidade, a
condicao:

0<P(E, /E,) <1 (6.9)

esta sendo satisfeita, pois num extremo, E, ndo tem elemento comum com E,,
e no outro todos os elementos de E; coincidem com os elementos de E;.
Exemplificando-se com os eventos E, e E, ja trabalhados tem-se:

P(E,nE,) 1/6 1

P(E,/E.) = PE,) 2/6 2
P(E 2E 1/6 1 (6:10)
PE, /E)=PENE) 176 1
P(E,) 2/6 2
havendo coincidéncia dessas probabilidades condicionadas nesse caso.
Considere-se agora os seguintes eventos:
E, >1<x<3->P(E;)=1/2 (6.41)
E, >3<x<4->PE,)=1/3 '
resultando-se:
EsmE4—>x:3—>P(E3mE4):% (6.12)
sendo, pois:
P(E, /E,) :lez P(E,)
P(E,) 2
P(E,NE,) 1 (6.13)
P(E, /E,)=—2=4) _ 1 _pE
( 4 3) P(ES) 3 ( 4)

em outras palavras, o condicionamento ndo alterou as probabilidades dos
eventos em questao, indicando-se, em verdade, independéncia em relacao ao
condicionamento. Diz-se entdo que esses eventos, sdo independentes,
resultandO-se:

P(E; nE,) =P(E;)P(E,) (6.14)

sendo esta propriedade facilmente verificada na ocorréncia de um mesmo
evento elementar ao se arremessar dois dados; por exemplo a ocorréncia do
namero 3 nos dois dados, pois, dos 36 resultados possiveis, apenas 1 € o que
interessa, ou seja:
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E, >x=3->PE,)=1/6
E, >x=3>P(E,)=1/6 (6.15)
P(E, ~E,)=(1/6)(1/6)=1/36

uma vez que se tratam de eventos presumidamente independentes.

6.3 - Axiomas da teoria da probabilidade

O primeiro axioma da teoria da probabilidade, e o mais importante,
consiste no fato de que a probabilidade de um evento € um namero entre zero e
um, ou seja:

0<P(E)<1 (6.16)
nao fazendo sentido falar-se em probabilidade de segunda ordem, algo como:
P(P(E))=" (6.17)

uma vez que P(E;) € um numero bem definido entre zero e um, ndo sendo, pois,

aleatorio, embora na maioria vezes seu valor é desconhecido.
O segundo axioma consiste em se assumir que a ocorréncia de um evento
do universo ao ser mobilizado o processo tem probabilidade unitaria, ou seja:

P(Q) =1 (6.18)

sendo Q o espago amostral, uma vez que a mobilizagdo do processo sempre
vai gerar um evento do universo; ndao sendo admitido que a mobilizacdo do
processo n&o venha a gerar nada.

A exemplo das leis de Newton em numero de trés, o terceiro axioma
estabelece que a probabilidade da unido de eventos mutuamente exclusivos,
que séo desprovidos de intersecao, € a soma das probabilidades individuais, ou
seja:

P(E, UE, U...UE,) =P(E,) +P(E,) +..P(E,) (6.19)

algo visualizado em (6.4).
Varios teoremas podem ser demonstrados facilmente com esses
axiomas, sendo o primeiro:

P(E) =1-P(E) (6.20)

sendo E o evento complementar de E, ou seja:
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E+E=Q (6.21)
resultando-se de (6.19):

P(EUE) =P(Q) =1=P(E) + P(E) (6.22)

afinal, os eventos E e E sdo naturalmente independentes.
O segundo teorema consiste no fato de ser nula a probabilidade do
conjunto vazio:

P(¢)=0 (6.23)
pois:
:;d:b)gz 1=P(2)+P(9) (624
conforme prescrevem (6.18) e (6.19).
O terceiro teorema consiste na relagéo:
P(E, UE,) =P(E)) +P(E,) - P(E, nE,) (6.25)
que decorre do fato de que, definindo-se o evento:
E =E,-E NE, (6.26)

ou seja, o evento E, e o evento E sdo independentes (ndo tem elementos em
comum), e com isso:

P(E,UE')=P(E)+P(E’)
E,=E +E NE,

P(E,)=P(E)+P(E NE)

P(E')=P(E,)-P(E, NE))

(6.27)

pois os eventos E e E.nE, sdo independentes, pois também ndo tém
elementos em comum, resultando-se:

P(E, UE') =P(E)+P(E') =P(E) +P(E,)-P(E, nE,) =P(E, UE,)  (6.28)
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uma vez que E UE; e E,UE contemplam os mesmos elementos. A relagéo

expressa em (6.25) pode ser facilmente estendida para a unido de um numero
maior de eventos.
A probabilidade condicional, definida por:

_P(E NE))
PE/E) = P(E;) (6.29)

P(E,) #0

€, sem duvida, a questdo mais delicada da teoria da probabilidade, pois
caracterizar a dependéncia de duas variaveis aleatérias nao é, na pratica, tarefa
das mais faceis. Por outro lado, caracterizar a independéncia ja é tarefa menos
complicada, pois nesse caso tem-se;

P(E, ~E))
— ()

P(E;) (6.30)
P(E, ~E,;) =P(E,)P(E)

J

P(E, /E,) =

ou seja, a probabilidade de ocorréncia simultanea dos dois eventos € dada pelo
produto das probabilidades individuais. A segunda de (6.30) é fundamental na
formulagcédo de muitos modelos de probabilidades, e pode de maneira mais ampla
ser expressa por:

P(E,nE, n...NE,) =P(E,)P(E,)..P(E,) (6.31)

assumindo-se tratar-se de eventos mutuamente excludentes.
A nocao de probabilidade esta muito atrelada a frequéncia relativa
verificada ao se mobilizar o processo. No caso de N mobilizacbes tem-se entao:

N
fo=-7F 6.32
—_— (6:32

onde N: é o nimero de ocorréncias do evento E ao se mobilizar N vezes o

processo, e f. a frequéncia relativa correspondente. A frequéncia relativa €

objeto da chamada Lei do Grandes Numeros, de autoria do matematico suico
Jakob Bernouilli, que assim se expressa:

P(|fe -P(E)|2¢€)=0 (6.33)

lim N—w

em outras palavras, em havendo-se regularidade estatistica, ou seja estabilidade
dos parametros probabilisticos, a probabilidade da frequéncia relativa se afastar
da probabilidade do evento € desprezivel, quando o numero de mobilizagdo do
processo tende para o infinito. Vale enfatizar que o limite formulado na expressao
(6.33) é expresso também em termos probabilistico.
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A representacao grafica € sabidamente a maneira mais comunicativa de
se tratar qualquer tema, uma vez que, como também bem sabido, o cérebro esta
mais preparado para lidar com imagens. Nesse sentido, a fungdo de
probabilidade, definida por P(x), acha-se representada na Figura 6.2 a) para um

jogo de dado viciado, entendido que a variavel é o evento e a magnitude da
probabilidade do evento denotado por P(x). J& a funcdo de distribuicao de

probabilidade desse jogo de dado é expressa por:

F(x) =P(x; < x) = > P(x;) (6.34)

e acha-se representada na Figura 6.2 b).

AP (%) 0,3 AF () 095 ¢1-0
075
0,2 0,2
0,15 0,45

0,1 03[

m 0,05 o1

J | J I ! - ﬁ >

1 2 3 4 5 6 X 1 2 3 4 5 6 X
a) Funcao de probabilidade b) Funcao de distribui¢do de probabilidade

Figura 6.2

De inicio é possivel vislumbrar que a representacdo da funcédo de
probabilidade s6 tem sentido pratico para universo de poucos eventos, pois as
probabilidades vao ficando cada vez menores com o aumento do numero de
eventos, tendendo para zero no caso de variaveis continuas (uma infinidade); e,
por essa razdo, ndo tem muita utilidade. Todavia, a funcao de distribuicdo de
probabilidade nao apresenta esse inconveniente e € de grande utilidade,
particularmente, no caso de variavel continua, como € o caso da resisténcia do
concreto, que pode assumir, em principio, qualquer valor positivo. Em outras
palavras, o expresso em (6.34) para variavel continua assume a forma:

F(x) =P(x; <x) = [ p(x)dx (6.35)

onde o simbolo integral indica uma soma infinita até o valor especificado. Por
outro lado, a derivada da funcao de distribuicdo, no caso de variaveis continuas,
resulta na funcao de densidade de probabilidade, ou seja:
- <X <SX
o(x) = dF(x) _lim. F(x +dx) —F(x) _lim. P(x, < x < x; +dx)
ax dx—0 dx dx—0 dx

(6.36)

ou ainda:
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P(x; <x <x;) = [ ' p(x)dx (6.37)
como ilustrados na Figura 6.3.
AP(x) \F(x)
1.0f-——=———==———==-
S -
%—\ | JF&)-F(x)=S
! L
— 77 —T
X1 X X X, X x
a) Densidade b) Distribui¢do

Figura 6.3

Tendo-se em vista que, para caracterizar uma fungcdo é necessario o
conhecimento de sua magnitude para todos os valores da variavel, essa tarefa
néo é, em geral, apropriada, visto haver uma infinidade de pontos. Assim sendo,
no sentido de se caracterizar com poucos parametros a fungdo de densidade de
probabilidade, alguns parametros sao definidos, como os estatisticos dado pela
média, ou seja:

+00 1 o0
p=| xp(x)dx=———| xp(x)dx (6.38)

—00

uma vez que a integral no denominador € unitaria, por definicdo. O expresso em
(6.38) é uma média ponderada, que define a posi¢cao do centro de gravidade da
superficie definida pela funcdo de densidade de probabilidade, como ilustra a
Figura 6.4.

AP (X)

VTR

|

5|

[T
Figura 6.4

—

O outro parametro importante é a variancia, expressa por:

o® = [ (x—p)’p(x)dx (6.39)
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sendo o parametro o denominado desvio padréo, podendo-se também ser
entendido como o raio de giracdo da superficie definida pela densidade de

probabilidade, pois:
[
o ,/S J (6.40)

sendo | o momento de inércia da area em questao em relacao ao centro de
gravidade, e r o raio de giracdo. A relacdo o/p € denominada coeficiente de
variagao.

Do ponto de vista analitico, sdo interessantes os chamados momentos,
expressos por:

E(f(x) = [ f(x)p(x)dx (6.41)
em especial para fungdo f(x) expressa por poténcias da variavel, ou seja:

E(x°) =] x°p(x)dx =1

+00

E(x) = j_w xp(X)dx = p
E(x?) = j: x2p(x)dx = 62 + P (6.42)

uma vez que:

o? = [ (x—?p(x)dx =[ " (x? - 2ux + pu?)?p(x)lx = E(x?) 2 (6.43)

ou ainda, a funcdo caracteristica que consiste na transformada de Fourier da
funcéo de densidade de probabilidade, ou seja:

M(0) = f: e p(x)dx =J‘_+:cos(6x)p(x)dx Hjj:sen(ex)p(x)dx (6.44)

com a seguinte propriedade:

E(X") = 1(an(9)j (6.45)

pois:
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d_|\e/| = [ixe™p(x)ax =i[  xe™p(x)dx =i[  xp(x)dx (6.46)

para 0 nulo, e suas derivadas sucessivas resultam no expresso em (6.45). Por
outro lado, a expansdo em série de Taylor da funcao caracteristica se exprime:

62

M(6) = M(0) + OM(0) + = M"(0) +... (6.47)

ou ainda:
M(6) =1+ 2 (imn E(x") (6.48)

visto que:
M(0) = [ e *p(x)dx =1 (6.49)

mostrando-se que o conhecimento dos momentos define a funcdo de densidade
de probabilidade procedendo-se a transformada inversa de Fourier de (6.48).

E importante ressaltar que a maioria das fungées de densidade
probabilidade de interesse na pratica sdo definidas pelos momentos até ordem
4, ou seja média, variancia, momento de terceira ordem, distor¢cao (skewness) e
momento de quarta ordem, denominado curtosekurtosis.

A Figura 6.5 a) exibe a funcao de probabilidade do jogo de dois dados ndo
viciados e a Figura 6.5 b) a correspondente funcdo de distribuicdo de
probabilidade, que tem a seguinte redacéo:

F(x;,%,) =P ({X; < x,;} n{X, <x,}) (6.50)

ou ainda, para variaveis aleatorias continuas, a exemplo de uma versao
bidimensional de (6.37):

F(xx;) = [ [ p(xi.x;)dx,dx, (6.51)

com a seguintes propriedades:



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

IN

F(—o0,x,) =P ({X, < =0} n{X,¥}) =0 — evento :impossivel
X

F(xp0) =P({X, < x,} A {X, <o0}) = j_x;(f:p(x1,x2)dx2)dx1 = [ Bx,)x, =
G(x;)

Foe,x,) = P({X, <0} A {X, < %, ) = f:(f:p(x1,x2)dx1)dx2 = ["p'(xp)dx, =
H(x,)
(6.52)

sendo G(x,) e H(x,) as funcdes de distribuigdo individual de probabilidades,
p(x,) e p'(x,) as fungdes de densidade individual de probabilidades, uma vez

que para a outra variavel a probabilidade constitui evento certo. Decorrendo de
(6.51):

_ 82F(x1,X2)

X,) = 6.53
P(Xy,X;) X0, (6.53)

lembrando-se que a derivada segunda numa mesma variavel ndo tem significado
algum, e que as duas ultimas de (6.52) sdao denominadas equagbes de
compatibilidade.

AP (X1 X,)

X2 AF (X1:X))
1/36
6/1, L 11 )
5 2 e e A V% 2
I Vol Vol ol Vel Vel J15/36
3 S A
N V2 Vol Vol V2l V- Vel >
N i Vv e
T -
1 2 3 4 5 6 Xy 5 X,
(3x5) 1/36 a) Distribui¢do b) Pontual
Figura 6.5

A probabilidade condicional expressa em (2.69) permite escrever-se:

P(X45Xp)dX, X, P(Xy,X,)dX,
Plix, < X<x,+dx,}H/ix, <Y <X, +dx,}) = ; = -
({ 1 1 1} { 2 2 2}) P (X;)dx, P (X,)
P({X1SXSX1+dX1}/{X2SYSX2+dX2})=p(x1/x2)=p(z(1’x2)

dx, p (x;)

(6.54)
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sendo que a funcdo de densidade condicional p(x, / x,) varia naturalmente com
X, € X, . No caso de as variaveis serem independentes, tem-se da segunda de
(6.54):

P(X; /X;) =p(X;) =
b TP (%) (6.55)
p(X1,X2) = F_)(X1)p*(X2)
ou seja, a distribuicao de densidade conjunta consiste no produto das
densidades de probabilidade individuais. Vale assinalar que o expresso na

segunda de (6.55) € ponto de partida de varios modelos probabilisticos.
A transformagéao de varidveis aleatérias expressa por:

Y :gk(x1,x2,..xn) (656)
Implica em:
P(Y1Yae-Yn) = P(X, Xy, X, ) det]d, | (6.57)

sendo |Jn| 0 jacobiano da transformacao, ou seja:

dx, dx, dxy
dy, dy, = dy,
dx, dx,  dx,
dy, dy, ~ dy,.. (6.58)
dx, dx, dx,
dy, dy, = dy,

valendo também (6.57) para o caso de m variaveis y e nvariaveis x,com m<n
, Via integracdo parcial nas variaveis excedentes (de m+1 a n), ou seja:

P(Y1,YoseYor) = J.m+1 Im+2...jn P(X 1, Xz X ) [ X 1K - OX (6.59)

que consiste numa expressao também ponto de partida de muitos modelos
probabilisticos.

De modo similar as expressdes desenvolvidas para uma variavel, no caso
de n variaveis os momentos sao definidos como:

E(F (X0 Xae-X,) = [ F(X0s X000, I0(Xg, XX, )R (6.60)
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sendo R a regido de integragao, interessando-se de perto o caso de duas
variaveis:

(0 =10 =) = [ [ (% =1, )X, = 1y, JP(X, X, )X 0X, =
E(X1’ X2) - “x1ux2 = kx1x2

(6.61)

que consiste na covariancia das varidveis em jogo.
Considere-se 0 caso da densidade de probabilidade uniforme mostrada
na Figura 6.6 e a seguinte transformacéo de variaveis:

AP )
1,0
1.0 -
Figura 6.6
X, = sen(2nx)
(6.62)
X, = C0S(27X)
ou seja, X, e X, sd0 ndo linearmente dependentes, pois:
xZ+x5 =1 (6.63)
com:
E(x,) = n,, [ sen(2mx)dx = 0
1
E(x,) =u,, jo cos(2nx)dx =0 664

E(x

X{Xp

X,) = j cos(2nx)sen(2nx)dx = 0
=0
todavia, se a correlacdo é nula verifica-se facilmente que as variaveis sao

linearmente independentes.
Por fim, define-se o coeficiente de correlagdo:
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k
px1x2 =— (665)

c$><1 ze

e a fungao caracteristica da densidade de probabilidade de varias variaveis como
uma extensao de (6.44), ou seja:

MX1X2...,XH (91,62,...,9n) = J.R p(X1,X2,.__,Xn)e—i(91X1+92X2+...+9an)dR (666)
cujas propriedades sao similares a (6.48), ou seja:

M (0,,0,,...,0

X9X2...,Xp

)=1+(i9j)E(xj)+...+%(iej)(iek)E(xjxk)Jr... (6.67)

n

que consiste no polindmio nas variaveis 6,, cuja transformada inversa de Fourier

resulta na densidade de probabilidade para n variaveis aleatorias.

A importancia do conhecimento dos parametros média e o desvio padrao
fica ressaltada no teorema de Chebyshev (matematico russo Pafnuty
Chebyshev), que se expressa:

P(x —p,| > ho,) <1 (6.68)

h2

ou seja, a probabilidade da varavel aleatéria se afastar da média h vezes o

desvio padrdo é menor que 1/h® qualquer que seja a fungdo de densidade de
probabilidade. Em outras palavras conhecida a média e o desvio padrao ja é
possivel formular juizo probabilistico, mesmo sem conhecer a distribuicdo de
probabilidade.

A demonstracao € bastante expedita, pois:

uy —hoy

o2 = [ (x =, )Pp(x)ax = [ (x =, )P p(x)dx + :“m (x—p, )?p(x)dx  (6.69)
mas:
Xx<u, —h
- GX} - (x—p,)* 2h’c? (6.70)
X>p, +ho,

que permite reescrever (6.69) como:

o2 > h’c? (P(X <p, —ho,)+P(x=p, + hcx))

1 (6.71)
P(x<u, —ho,)+P(x>p, Jrhcsx)Sh—2
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sendo que a segunda de (6.71) indica ser a razdo 1/h? o limite superior da
probabilidade em questao.

Embora muitas sédo as distribuicbes de probabilidade, a atencao aqui vai
ser voltada para a distribuicdo de Gauss (matematico alemao Johann Carl
Friedrich Gauss), por se tratar da mais empregada na pratica da engenharia. A
redagédo da funcdo de densidade de probabilidade, doravante referida apenas
como distribuicdo de Gauss, é a seguinte:

1 (x-p)?

e (6.72)

p(x) =

o\ 2T

valida no dominio —o < X < 0, e cuja fungéo caracteristica se expressa:

(ipo—

M@)=e 2 (6.73)

mostrando que apenas 0s momentos de primeira e segunda ordem estao
envolvidos, pois, como a demonstragdo do teorema do limite central prova, os
demais momentos sao negligenciaveis.

Procedendo-se agora a seguinte transformacgéo de variavel (vide (6.56)):

n=2"E S=c>dn=dx/o (6.74)

(¢

a média e a variancia nessa nova variavel ficam:

+00 1 +00
py =] mp(m)dn=—| (x—p)p(x)dx =0
° 1 (6.75)
oh =], (=p)p(n)dn=— [ (x=p)p(x)dx =1
resultando-se:
;o
p(n)=——=e ? (6.76)

J2n

que vem a ser a distribuicdo de probabilidade reduzida de Gauss. A Tabela 6.1
reproduz os resultados da probabilidade:

P@) = [ p(m)dn (6.77)

para uma gama de interesse pratico de 1, envolvendo, devido a simetria da
distribuicdo, apenas a metade do dominio.
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Tabela 6.1

(x-un)/c | 0.00 | 0.01 | 0.02|0.03|0.04 | 0.05|0.06  0.07|0.08 | 0.09
0.0 0.0000 0.0010 0.0080 | 0.0120 | 0.0159 | 0.0193 | 0.0239 | 0.0279 | 0.0319 | 0.0359
0.1 0.0398 0.0438 0.0478 | 0.0517 | 0.0557 | 0.0596 | 0.0636 | 0.0675 | 0.0714 | 0.0753
0.2 0.0793 0.0832 0.0871 | 0.0910 | 0.0948 | 0.0987 | 0.1026 | 0.1064 | 0.1103 | 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 | 0.1293 | 0.1331 | 0.1368 | 0.1406 | 0.1443 | 0.1480 | 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 | 0.1664 | 0.1700 | 0.1736 | 0.1772 | 0.1808 | 0.1844 | 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1985 | 0.2019 | 0.2054 | 0.2088 | 0.2123 | 0.2157 | 0.2190 | 0.2224
0.6 0.2257 0.2291 0.2324 | 0.2357 | 0.2389 | 0.2422 | 0.2454 | 0.2486 | 0.2518 | 0.2549
0.7 0.2580 0.2612 0.2642 | 0.2673 | 0.2704 | 0,2734 | 0.2764 | 0.2794 | 0.2823 | 0.2852
0.8 0.2881 0.2910 0.2939 | 0.2967 | 0.2995 | 0.3023 | 0.3951 | 0.3078 | 0.3106 | 0.3133
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 | 0.3238 | 0.3264 | 0.3289 | 0.3315 | 0.3340 | 0.3365 | 0.3389
1.0 0.3413 0.3461 0.3485 | 0.3508 | 0.3531 | 0.3554 | 0.3557 | 0.3577 | 0.3599 | 0.3621
1.1 0.3643 0.3665 0.3686 | 0.3718 | 0.3729 | 0.3749 | 0.3770 | 0.3790 | 0.3810 | 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 | 0.3907 | 0.3925 | 0.3944 | 0.3962 | 0.3980 | 0.3997 | 0.4015
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 | 0.4083 | 0.4099 | 0.4115 | 0.4131 | 0.4147 | 0.4162 | 0.4177
1.4 0.4192 0.4207 0.4222 | 0.4236 | 0.4251 | 0.4265 | 0.4279 | 0.4292 | 0.4306 | 0.4319
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 | 0.4370 | 0.4382 | 0.4394 | 0.4406 | 0.4418 | 0.4430 | 0.4441
1.6 0.4452 0.4463 0.4474 | 0.4485 | 0.4495 | 0.4505 | 0.4515 | 0.4525 | 0,4535 | 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 | 0.4582 | 0.4591 | 0.4599 | 0.4608 | 0.4616 | 0.4625 | 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 | 0.4664 | 0.4671 | 0.4678 | 0.4686 | 0.4693 | 0.4699 | 0.4706
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 | 0.4732 | 0.4738 | 0.4744 | 0.4750 | 0.4758 | 0.4762 | 0.4767
2.0 0.4773 0.4778 0.4783 | 0.4788 | 0.4793 | 0.4798 | 0.4803 | 0.4808 | 0.4812 | 0.4817
2.1 0.4821 0.4826 0.4830 | 0.4834 | 0.4838 | 0.4842 | 0.4846 | 0.4850 | 0.4854 | 0.4857
2.2 0.4861 0.4865 0.4868 | 0.4871 | 0.4875 | 0.4878 | 0.4881 | 0.4884 | 0.4887 | 0.4890
2.3 0.4893 | 0.0.4896 | 0.4898 | 0.4901 | 0.4904 | 0.4906 | 0.4909 | 0.4911 | 0.4913 | 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 | 0.4925 | 0.4927 | 0.4929 | 0.4931 | 0.4932 | 0.4934 | 0.4936
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 | 0.4943 | 0.4945 | 0.4946 | 0.4948 | 0.4949 | 0.4951 | 0.4952
2.6 0.4938 0.4940 0.4941 | 0.4943 | 0.4945 | 0.4946 | 0.4948 | 0.9449 | 0.4951 | 0.4952
2.7 0.4953 0.4955 0.4956 | 0.4957 | 0.4959 | 0.4960 | 0.4961 | 0.4962 | 0.4963 | 0.4964
2.8 0.4065 0.4966 0.4967 | 0.4968 | 0.4969 | 0.4070 | 0.4971 | 0.4072 | 0.4973 | 0.4074
2.9 0.4074 0.4975 0.4076 | 0.4077 | 0.4977 | 0.4078 | 0.4079 | 0.4980 | 0.4980 | 0.4981
3.0 0.4986 0.4987 0.4987 | 0.4988 | 0.4988 | 0.4088 | 0.4989 | 0.4989 | 0.4089 | 0.4990
3.1 0.4990 0.4991 0.4991 14991 0.4992 | 0.4992 | 0.4992 | 0.4992 | 0.4993 | 0.4993
3.2 0.4993
3.3 0.4995
3.4 0.4996
3.5 0.4997
3.6 0.4998
3.7 0.4998
3.8 0.4999
3.9 0.4999

Em decorréncia da simetria da funcdo de densidade em aprego, 0s
valores langados na Tabela 6.1 sdo dados por: P(x)—P(u) =P(x)-0.5. Ou seja,

para:
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X~H _0.43 - P(x)— 0.5 = 0.1664 — P(x) = 0.6664

(@)

0 que permite tabelar apenas a metade
A distribuicdo de Gauss com mais de uma variavel € dada por:

1 FRCRUIORERL)
(2Tc)n/2 (det [u])1/2

P(X, Xp5eeey Xy) = (6.78)

onde:

X4 X{Xo e X1Xp

- K, 02, - Ky

L X1Xn XoXp T Xn

{x} = (6.79)

sendo que é possivel encontrar uma mudanga de varidvel tornando a matriz [p]

diagonal, e para essas novas variaveis as probabilidades sdo independentes
(eixos centrais do tensor de segunda ordem [p]).

6.4- Processo aleatério binario (arremesso de moeda)

Para maior clareza na abordagem dos processos aleatérios, a construgao
de um processo aleatorio binario simples, que consiste no jogo de uma moeda,
€ agora objeto de atencéo. A Figura 6.7 exibe em grafico o resultado de um jogo
de moeda ao longo do tempo, assumindo-se o valor numérico unitario positivo
para resultado cara e valor numérico unitario negativo para resultado coroa;
assumindo-se também que a probabilidade do evento cara e do evento coroa
sejam iguais, valendo-se 0.5 (moeda nao viciada). Além disso, considera-se que
0 registro dessas jogadas € iniciado com uma defasagem denotada por ¢, , e

que uma nova jogada da moeda ocorre a cada At.
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\ X (1)

@

@0 ®
{0 A A S A A
O At At At At At At ..

Registro de um jogador
\ X (1)

D

-\

Registro de outro jogador

Figura 6.7
A Figura 6.8 mostra os registros de outros jogos de moeda, supondo-se
uma infinidade deles.
Assim sendo, a chamada estrutura probabilistica do processo de jogo de
moedas fica definida quando se tem resposta para qualquer probabilidade do

jogo, comecando-se pelo conhecimento da probabilidade dos eventos cara e
coroa em qualquer tempo t;, no caso:

P(x, =cara)=0.5

(6.80)
P(x, =coroa)=0.5

onde x, é a variavel aleatéria no tempo t,. A Figura 6.9 ilustra as fungbes de
]
probabilidade nas variaveis aleatérias x, e x .
J& a funcao de probabilidade conjunta X, € X, vai depender da fungao

de defasagem ¢, assumida aqui uniforme como exibe a Figura 6.10, e da
distédncia temporal © das variaveis em questao, ou seja:
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Figura 6.8
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a) Probabilidade de Xy b) Probabilidade de Xt
Figura 6.9
P($)
L
At

%)

T At [
Figura 6.10

T=t —t, (6.81)
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entendendo-se que, para t nulo, X, € X, coincidem, pois ndo houve

mobilizacédo do processo, ficando a distribuicdo de probabilidade conjunta como
mostra a Figura 6.11, ou seja metade das moedas estdo em cara e metade em
coroa.

AP(X,X;)

Figura 6.11

A distribuicdo conjunta de probabilidade para 0 < t < At est4 mostrada na
Figura 6.12, e a explicacédo é a seguinte: a fracao de registros em nova jogada é
dado por t/At, e, portanto, para essa fragdo, a variavel que era cara agora pode
ter virado coroa com probabilidade 0.5 ou permanecido cara com probabilidade
0.5, mas tais probabilidades dizem respeito a variavel que ja assumia valor 0.5
(assim 0.5x0.5=1/4). Em outras palavras, metade dos jogos para t=0 tinham
como resultado cara e outra metade coroa. Todavia, a fragcdo t/ At da metade
que estava cara pode ter mudado para coroa com probabilidade 0.5, ou
permanecido cara com probabilidade 0.5.

AP (X,%))
Xa
T
T 0.5 7At
VNS |
7 7
7 7
T // //
05Gac| =7 l 7 X,
7 7
R T
4At
Figura 6.12

A figura 6.13 mostra a distribuicao de probabilidade conjunta para t > At
uma vez que para essa situacdo todos os registros dizem respeito a registros de
resultados em nova jogada.
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AP (X,%))
Xy
0,251 @ Jo,zs
T T
7 7
7 7
7 7
O’ZSL R 0.25,~ X,
7 7
7 L 7
Figura 6.13

Em resumo, para 1=0 as variaveis x, e Xy, sao totalmente dependentes,
]

ou seja, coincidentes; para 0 <t <At as varidveis sdo dependentes, e, para
T 2 At independentes. A covariancia para das variaveis em questdo é dada por:

iy, = 20 22X X, POx X, ) = (D(1)(0.5 - /441 + (-1)(-1)(0.5 —t/ 44t) +

(1)(=1)(c/ 4At) + (=1)(A)(t/ 4At) =11/ At
(6.82)

com covariancia nula para t = At. Em verdade, a covariancia mede o grau de
dependéncia entre as variaveis aleatérias.

Cabe registrar que as distribuicdes conjuntas tendo em conta um namero
maior de variaveis pode ser obtido de maneira similar, e com isso, a estrutura
probabilistica do processo fica conhecida, uma vez que o conhecimento de todas
as distribuicdes de probabilidade conjuntas, ou seja:

T

th)

(
(X¢, Xy, )
(

o

6.83
. (6.83)

etc.

th s Ky Xy, )

permite formular qualquer juizo probabilistico sobre o processo aleatério em
questao.

Quando as moedas de todos 0s jogos sao iguais, os histéricos séo
também probabilisticamente equivalentes, ou seja, o processo pode ser definido
examinando-se apenas um registro. Por exemplo:

At(cara
P(x =cara=1)=Ilim Z(—At) ~0.5
n—oo n
(6.84)
At(coroa
P(x =coroa=-1) =Ilim L ~0.5

n—oo nAt
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uma vez que ao longo do registro vai verificar-se que na metade do tempo o
registro acusa cara e na outra metade coroa; ou ainda:

.1 & T
Kyxiten) = Lm%znx(&n )X(At, +1) =k(t) =1- N (6.85)

como expresso em (6.82).

Quando a estrutura probabilistica do processo aleatério pode ser obtida a
partir do exame de um unico registro, como aqui realizado, diz-se que 0 processo
€ ergodico, ou seja, 0 universo de eventos € o mesmo para todos os registros,
como se todas as moedas fossem iguais.

6.5 — Processo Aleatorio

A Figura 6.14 exibe um conjunto de registros de um fenémeno aleatorio,
que pode ser, por exemplo, medidas de uma aceleragcédo do solo em terremotos,
de uma pressao do vento num dado ponto de uma estrutura, altura das ondas
do mar etc. Como ja mencionado, um registro ndo € igual ao outro. Além disso,
para se formular qualquer juizo probabilistico sobre o processo aleatério, por
exemplo:

P(X, <X, X, <Xy, X, £X,) 7 (6.86)

onde x, =x(t=t) € a variavel aleatoria no tempo t, e X, =x(t=t,) sé@o valores

de referéncia, € necessario, como ja mencionado, 0 conhecimento da estrutura
probabilistica do processo, ou seja, do conhecimento de todas as distribuicoes
conjuntas:

(6.87)

P(xi,xj,xk,...,xn)

podendo-se, em geral, a variavel aleatéria ser funcdo das variaveis
independentes tempo e espago, ou seja Xx; =Xx(t,x,y,z). O processo é dito
homogéneo quando a estrutura probabilistica do processo nédo se altera com
uma translacao, ou seja:

‘ (6.88)

X 5eees X

n
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Ax;i(t)

Figura 6.14

sendo denominado estacionario quando a variavel independente for o tempo.
Na pratica, como ilustrado na Figura 6.15, a avaliagdo do valor médio das
variaveis aleatérias € dada, mediante amostragem, por:
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<
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) |

A X (1)
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I H

1 T >

| H
Figura 6.15

u(t) = - (6.89)

caracterizando-se estacionariedade do processo em relagdo a média, quando as
médias calculadas em todos os tempos forem iguais, ou seja:

u(t) =p(t) =p (6.90)

e ergoédico quando:
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w=lim 2 [T, (t)dt (6.91)

T—)ooT 0

sendo claro que todo processo ergddico é estacionario, mas o contrario pode
ndo ser verdadeiro, pois cada registro pode ter média estacionaria, mas
diferente.

A funcao de auto-correlacédo para processo ergodico, como ilustrado na
Figura 6.16, assim se expressa:

R. (1) = lim — [ x(t)x(t + )t (6.92)

T—>ooT 0

sendo que, no caso de média nula, tem-se:

R(t=0)=lim 1 " x(t)x(t)dt = 2

6.93

Too T 70 X ( )
valendo-se ressaltar que, para processo gaussiano (bi-paramétrico), so interessa
0 conhecimento da média e variancia., sem contar o fato de que, pelo teorema
de Chebyshev, esses parametros sao o suficiente para formular juizos
probabilisticos quaisquer que sejam as funcdes de distribuicao.

Axi(t)

>,
P

T

al
W {

Figura 6.16

|
|
|
|
:
t

A Figura 6.17 exibe graficamente uma técnica de amostragem para a
obtencéo da funcdo de densidade de probabilidade com base num registro do
processo aleatério, ou seja:

LA (6.94)

PO =T

e também a média e a variancia, ou seja:
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Xmmin Xmin Tdx (695)

:j (X —p, )2p(x)dx :%IOT(x—px)zdt

min

devendo-se assinalar que o expresso em (6.94) e (6.95) representam apenas
uma amostragem desses parametros, cuja precisdo remete-se ao estudo da
teoria da amostragem.

xj(t) AX

t+At |

77777 as=p

“"P(x)

p)

a) Registro b) Densidade de probabilidade
Figura 6.17

6.6 — Relacoes espectrais

Como visto, em se tratando de um processo aleatério ergddico, a seguinte
relacdo se verifica para a fungéo de auto correlagéo:

1,7
=— j X(t+7)dt=— jo x(t —1)x(t)dt (6.96)
cuja transformada de Fourier se escreve:
R(w) = .[:r(r)e“““dr = %X(co)x(—co) (6.97)

admitindo-se que a integral (6.96) seja limitada, uma vez que:

X(—0) = j:x(t*)eimfdt* (6.98)

(o)x(-0) = [} [ x(x(t)e =t =[] [ x(tx(t)t” e
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onde t=t-t .
E importante registrar que o espetro expresso em (6.97) é real, pois a
parte complexa se anula, ou seja:

X(0) = [ x(t)(cos ot —isenwt )t = A(w) -iB(w)

X(©) = j: x(t) (cos ot +isenot it = A(w) +iB(w) (6.99)
R(w) = %X(m)x(—co) = %[A?(m) +B%(0) |

constatando-se também a simetria, ou seja:
R(®) =R(-) (6.100)

e, assim, a transformada inversa de (6.97) fica entao:

R(1) = 1 R(w)e“ do (6.101)
21—
resultando-se, no caso de média nula:
I 1 oo
R,(0)=02=—[ R(w)do=— j R(w)do (6.102)
21— 90

em razao da simetria. Além disso, em razao da simetria exposta em (6.100) é
também comum empregar-se a representacao do espectro s6 no semi-espaco
positivo indicada por S(®), ou seja S(») =2R(®).

6.7 — Solicitacoes aleatorias

A equagao de movimento de um grau de liberdade, considerando-se
carregamento aleatério, tem a seguinte redacéao:

mX(t) + cx(t) + kx(t) =p’(t) = p +p(t) (6.103)

onde p é o valor médio da solicitagéo p'(t), ou seja:
p==| p (t)dt (6.104)

e a parcela p(t), com média nula, contempla a parte aleatéria da solicitacao,

atendendo-se a condicao para a existéncia de sua transformada de Fourier.
A solucéo da equacéo de movimento (6.103) é expressa por:
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x(t) =E+ J:p(r)h(t—r)dr (6.105)

uma vez que a solucao permanente da funcao F(t) é o deslocamento estéatico
(vide (2.150)). Trabalhando-se no dominio da frequéncia a parte aleatéria de
(6.103), ou seja, a segunda parcela de (6.105), tem-se:

(6.106)
e 0 espectro da resposta por:

R, (@) = T x(0)x(~0) = h()h(-o) [%(m)p(—o»)} .

Ih(w)|R, ()

(6.107)

que consiste na relagao entre o espectro da resposta e o espectro da solicitacao.
No caso em que o processo aleatério do carregamento tem média nula
(6.107) ganha a redacao:

o2 =1 [ ()R, (@)do (6.108)

obtendo-se assim a variancia do processo aleatdrio da resposta, como permite
(6.102). No caso de média ndo nula, a resposta € dada pela resposta aleatéria
acrescida do deslocamento estatico como em (6.105).

E oportuno assinalar que a resposta € um processo aleatério gaussiano
no caso em que a solicitacdo também o for, uma vez que a equacao de
movimento € linear, e em sendo a solicitacdo uma soma infinita de processos
aleatorios, caracterizando-se ser o processo gaussiano, a resposta também vai
ser, uma vez que a equacao de movimento (6.103) é linear.

A Figura 6.18 exibe varios casos de espectro da solicitacdo. A Figura 6.18
a) ilustra o chamado ruido branco, ficando-se a integral (6.107) dada por:

o0 R
R, Ih(o) doo = 4;:("; (6.109)

> 1
c, =—
T

e a Figura 6.18 b) exibe o ruido com variacao linear suave resultando-se:

R
o2 ~ Dol0n)n (6.110)
4vk

bem como a Figura 6.18 c) exibe o ruido com variagdo parabdlica, resultando-
se, nesse caso novamente uma integracao exata:
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R
L (6.111)
4vk

e finalmente Figura 6.18 d) exibe o ruido com frequéncia de corte w, :

(@)

R _ 2
2 Tenly Ay &z2y]) (6.112)
4vk 3n(w, /®,)° 5Sn(w,/o,)

sendo que a demonstracdo de (6.109) vai ser objeto de apresentacdo em
apéndice (uma aplicacao do chamado teorema dos residuos).

Uma vez conhecidos o valor médio e a variancia da resposta, € possivel,
pois, formular juizos probabilisticos da resposta do sistema no caso da funcao
de distribuicdo de probabilidades de Gauss, e em caso contrario, pelo menos um
juizo conservador empregando-se o teorema de Chebyshev. A titulo de
ilustracéo, a Tabela 6.2 compara a probabilidade do médulo da resposta se
afastar h vezes do valor médio, ou seja:

P(x<p, —ho,)+P(x>p, +ho,) (6.113)
Tabela 6.2
h Gauss Chebyshev
% Y%

1 31,7 100

2 4.6 25

3 0.3 11

4 0.006 6.2

verificando-se que a previsdo dada pelo teorema de Chebyshev é
exageradamente conservadora, aumentando-se a diferenca com o aumento do
afastamento.

Um exemplo de aplicacdo bastante ilustrativo, que consiste no décimo
primeiro exemplo proposto, pagina 36, do livro do Warburton ja mencionado,
acha-se ilustrado na Figura 6.19 a), na qual exibe-se um pértico modelado por
um sistema de um grau de liberdade, com a rigidez de cada coluna valendo
k=10°N/m, amortecimento y=0.02 e massa 2000kg. O espectro da

aceleracao da base acha-se ilustrado na Figura 6.19 b) com frequéncia de corte
em 50rd/s, e tem média nula. Pedem-se o valor médio quadratico da forca
cortante na coluna, bem como sua raiz quadrada, e também no caso de ruido
branco. Pede-se também a probabilidade de a magnitude dessa forga exceder

40kN. Além disso, se a aceleragéo da base for harmoénica, ou seja, X = Xsenot,

qual o valor de X para que a raiz do valor médio quadratico seja igual ao do
espectro. Nesse caso encontrar o valor da amplitude da for¢a cortante na coluna.
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AR p (w)
Rp(w)
| AN
cte=R R
i ’ W o |Re w
a) Ruido brando b) Ruido brando suave
Rp(w)
ARp (W)

;:\
€

Z
€

- wC wn wC -
¢) Ruido parabélico suave d) Ruido brando interrompido
Figura 6.18
Com esses dados, tem-se:
6
o= 200°) =31.62rd/s
2000

mX + X + kx = -mXx,,
X(@) = ~h(0)m, (o)

R(w) = |h(w)| m?R;_ ()

AP (w)
77772 m=2000kg
0,5m?s/rd

-+ — —_

F X F

W
k =002 ke 1,10 Nim 30rdis
s s b) Espectro da solicitagdo
.ﬁi
0

a) Portico
Figura 6.19

ficando-se o valor médio quadratico da resposta para ruido branco:
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2
o2 = O2000) 4 g76,104m2
4(2.10°)%0.02

e com frequéncia de corte:

4x0.2  8(1- 2x0.02%)0.02 B

3 5
3n 0 5n 50
31.62 31.62
com diferencga irriséria.

Como o processo aleatério da forga cortante na coluna igualmente tem
média nula, tem-se:

o2 =1.976x107*|1- .|=1.970x10™*

F =kx
cﬁ =k? f =(10°)%1.976x10™* =1.976x10°N?
or =14.06kN

(X _ “j N 40-0 =2.845 > (F(X) -F(0.5) = 0.4978)
c 14.06

P(F < 40Kn) =2(0.5-0.4978) =0.0044(0.44%)

e 0 movimento harménico tem por valor médio quadratico:
. <, 1 T D "2
%(1) = X,senot > — [ %5 (t)dt =0.5X;

e o valor médio quadratico pelo espectro vale:

5, =" Ry(0)do = (0.4x50) =7.957 = 0.5
T T

) _ 3.9894

X2 =15.91— X, =3.9894 —» X__ =99.73m
2x0.02

encerrando-se, pois, as respostas as questdes formuladas. Valendo-se assinalar
gue no caso harménico a amplitude maxima € limitada, enquanto que no caso
aleatério ilimitada.

6.8 — Sistemas com varios graus de liberdade

A Figura 6.20 exibe um portico de varios andares, sendo modelado por
um sistema estrutural, cujos graus de liberdade sao constituidos pelo movimento
horizontal dos andares. A equacao de movimento, em notacao matricial, é
expressa por:
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[m]{X(t)} +[c]{x(®)} +[K]{x(t)} = {P} + {p(})} (6.114)

onde, a exemplo de (6.103), o vetor de carregamento é expresso separando-se
o valor médio do carregamento, segundo cada grau de liberdade, e, com isso, 0
valor médio da resposta se expressa:

() =[k]" P} (6.115)
e a solucao de (6.114) ganha entao seguinte redacgéao:

{x*(t)} = {X(1)} +{x(t)} (6.116)

ou seja, 0 processo aleatério {x(t)} tem média nula, satisfazendo-se a condi¢éo

para a existéncia de sua transformada de Fourier, e, mais que isso, no caso em
que o carregamento apresenta distribuicdo de Gauss (soma de uma infinidade
de carregamentos aleatérios), este processo aleatdrio € também gaussiano, pois
resposta € também a soma de uma infinidade de processos, dado que a equacao
de movimento, no caso, € linear.

7 —>n

7

27 | —>1

%

7> | —>2

2 | —>1
7 777

Figura 6.20

Em notacdo matricial, a semelhanca de (6.106), tem-se:
{x(®)} =[h(e)]{p(w)} (6.117)

resultando-se:
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sendo oportuno lembrar que trabalhar a probabilidade conjunta nao é tarefa facil,
a nao ser em alguns casos, como no de terremoto, cuja variavel aleatéria é a
aceleracdo da base da estrutura, como ilustra-se na Figura 6.21 a), bem como
no caso de solicitagdo pelo movimento ondulatério do mar em plataformas
maritimas como ilustrado na Figura 6.21 b), cuja solicitagdo se expressa:

pi(t) =f(z)g(t) (6.119)

onde f(z) € uma fungdo conhecida com a variagdo com a profundidade (Teoria

linear de Airy, ou entdo de segunda e de quinta ordem de Stokes), e 0 espectro
expresso por:

Ry(0) = {p(e)} pl-o)f” = {f@)} 2} To(olg(-o) (6.120)
bem como o espectro da resposta:
[R,(@)] = [n@)]] {f(z)}{f(z)}" |[(-0)]" Ry(e) (6.121)
onde:
Ry() = ~g(0)g(-o) (6.122)

vem a ser o espectro da variavel aleatéria g(t). No caso de movimentacao de
base (terremoto) f(z) é constante e igual a valor unitario ao longo da altura da
construgao, e no caso das ondas de mar a funcao f(z)varia com a profundidade

de maneira conhecida segundo o modelo de onda adotado (teoria linear de Airy
ou entdo de segunda e quinta ordens de Stokes).

X b) Ondas do mar
a) Terremoto

Figura 6.21
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Como exemplo de aplicagdo adota-se o caso do pértico ilustrado na
Figura 6.22, apresentado por Warburton em livro ja citado, submetido ao
movimento aleatério de base com o seguinte espectro:

~100rd/s < <100rd/s - R, (@) =2.10°(1-0.00010* )m?s
100rd/s <|o| > R, (0)=0

sendo adotado o modelo de amortecimento histerético, ou seja:
10* 0 |[x K 2107 107 | x, N 2107 107 |[x,| _
0 10*](X,) o|-10" 10" |[x,] [-107 10" ||X,
107x, N 107X, | p
0 0 o
sendo as respostas x, € X, movimentos absolutos dos andares.

72 —_—>2

7 —>1

’7=77s—>0’7=77:'

Figura 6.22

Resolvendo pela técnica da superposicdo modal tém-se as frequéncias
angulares naturais e respectivos modos de vibragao:

1
®, =19.54Hz —
1.618

®, =51.17Hz -
~0.618

e as equacoes de equilibrio modal:
SN L3 2. _ -2 7 7R
q1+6co1q1+co1q1—0.5257.10 (10 X, +10 gxoj

G +%m§q2 +w2q, =0.506.107 (107x0 +107%>'<0j
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ou suas transformadas de Fourier:

—0°F (w) + &mfimq(m) +0ig,(w) =0.5257.107° [Xo(oo) + i(oExO((o)j
® ®

~0°F, (o) + Eoogiooqz(o)) + 050, (m) = 0.8506.10° (XO((D) +iok Xo(@)j
®

®

resultando-se:

O.5257X0(m)(1 + im“j1 0°
(O]

2
o2 {1—[‘”] +im“]
o, )

0.5257x0(c0)[1 + ico“j1 0°

®
2
0)2 [1 - (wj + im“}
o, 0

onde se mantem a constante histerética u/ o (ndo se cancelando o fator ©) e a
resposta em frequéncia do primeiro grau de liberdade:

(o) =

0y (®) =

x,(0) = 0.5257q, ()1072 +0.85060, ()10 =

10°°

0.2764 0.7235 ( . W
+ 1+io

2 2 —jxo(a))
0)12 [1[0)] +im“} oag [1(0)] +im“}
o, ® o, ®

(Q)

bem como o espectro da resposta do primeiro grau de liberdade:

R, (@)= %x1(w)x1(—m) —10°[0.2764h, () +0.7235h,(0)]

[0.2764h, (~0) +0.7235h, (—w)] (1+ip) (1—iu) % X, (@)X (o)
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onde:

h,(w) = 2
o £1—[‘”j +im“J

™, ®
cujos gréficos sao ilustrados, respectivamente, na Figura 6.23.

\hl(w) \hz(w)

Figura 6.23

O médulo da resposta em frequéncia fica entao:

hi(m)hi(_m) = |hi(03)| =

e o teorema dos residuos para o caso de amortecimento histerético e espectro
variando suavemente na regidao da ressonancia permitem escrever-se:

R(w)
2uw’

o = % j: R()|h(w)| do =

resultando-se entdo para a resposta x,

2 . {F{(@1)(0.5254)2 , B(®,)(0.8506)°

X4

1+u2)10°
2uw’ 2uwmy }( K)
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ou ainda, desprezando-se as integrais com produtos cruzados, ou seja:

I: R(w)hi((’))hj(_ﬁ))dw ~0
W, # Q)J. N B
Io R(w)h;(-o)h;(0)do ~ 0

quando os picos de R(w)sao distantes como ilustra a Figura 6.23. De modo
similar, para o movimento x, tem-se:

X, () =102 (0.85060(w) —0.5257q,(w))

) {R(w1)(0.8506)4 . R(w,)(-0.5257)*

~ 1+u?)10°
2umd 2uws ()

X2

e os resultados sao arrolados na Tabela 6.3 considerando-se também a variancia
do movimento da base, ou seja:

1 (o
o2 = jo 2(1-0.0001»?)dw

Tabela 6.3
o5 Gi 652
H m? Numérico | Aproximado | Numérico | Aproximado
0.01 10.61 318.7 318.3 672.7 672.1
0.1 10.61 32.45 32.14 67.32 67.87

sendo a solugdo numérica obtida por quadratura envolvendo as integrais
cruzadas e a solugdo aproximada negligenciando-se as integrais cruzadas,
como se valesse para o célculo da variancia a superposicao das variancias
individuais.

No sentido de aproximar os picos das respostas em frequéncia,
considere-se agora a equacao de movimento:

10° 0 X, LR 343.08 -238.2 | x, . 343.08 -238.2||x,| _
0 2.271||X,] ®|-238.2 238.2 ||X, -238.2 2382 ||x,|
107x, N 107x, u
0 0 |o
com o espectro do movimento da base dado por:

-30rd/s <0 <30rd/s > R, (0) =2.10°(1-0.0010" )m’s
30rd/s <|o| >R, (©)=0
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resultando-se as frequéncias naturais:

o, =10rd/s
0, =10.448rd/s

cujos resultados acham-se arrolados na Tabela 6.4.

Tabela 6.4
S oy, o
! m? Numérico | Aproximado | Numérico | Aproximado
0.01 3.34 119.5 114.6 48470.0 50500.0
0.1 3.34 20.9 11.6 958.0 5108.0

Os resultados mostrados nas Tabelas 6.3 e 6.4 sinalizam claramente que
mesmo no caso de frequéncias naturais bem proximas, para amortecimento
pequeno é valido desprezar as integrais cruzadas no calculo da variancia,
podendo-se com boa aproximacdo simplesmente superpor a contribuicao
individual de cada modo de vibracéo.

6.9 — Processos derivados

Como ja mostrado em (6.96), a funcao de auto correlacao de um processo
ergddico permite, por derivagéo, a seguinte redacao:

dR(1) _ 1T o OX(t+D) o 1T e R oy
=T X0 dt=c [ x(OX()dt =R,y () =

1 (6.123)
T N . *
T [ x(t —ox(t)t
cuja transformada se escreve:
1 : 1 . .
R (o) = T X(0)X(—w) = T X(®) [—Imx(—(o)] =—-ioR, (») (6.124)
e cuja transformada inversa resulta nula:
R, (1) = L [ -ioR, (0)do=0 (6.125)
21—

em raz&o da simetria de R, (»), ou seja, para processo ergodico o deslocamento

e a velocidade n&o s&o correlacionados e, portanto, independentes.
Considerando-se agora a correlacao de velocidade, ou seja:

R, (1) = % jOT (H)X(t +7)dt (6.126)
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a transformada de Fourier € entdo dada por:

ficando-se a inversa:
R.(1)==[ oR(e)do (6.128)

cujo integrando pode ser entendido como sendo o momento de inércia do
espectro.
Continuando, a correlagdo da aceleracao se escreve:

R.(1)==[" o'Ry(w)do (6.129)

cujo integrando vem a ser 0 momento de inércia de quarta ordem do espectro.
6.10 — Processo probabilistico de banda estreita

A Figura 6.24 esquematiza a obtencdo do espectro da resposta,
evidenciando-se o fato de que a funcdo de resposta em frequéncia realca as
componentes com frequéncias proximas da frequéncia natural do sistema, e,
portanto, a resposta apresenta banda estreita como ilustra a forma simplificada
da Figura 6.24 f), resultando-se para a correlagao:

1 1 Seh(A2 ‘Cj
R(t)=—| R(w)e“"dr=—R,———=cosao,t (6.130)
2m Y= T T

cuja representacéo tipica ilustra-se na Figura 6.25.
A figura 6.26 ilustra o registro de um movimento de banda estreita y(t),

indicando-se o cruzamento positivo em um nivel ‘a’ durante um periodo de tempo
T, ou seja, com a fungdo y(t) em situagdo crescente. Chamando-se n;(T) o

nuamero de cruzamentos positivos durante o periodo de tempo T, a seguinte
hipétese pode ser formulada sobre o valor médio de n;(T), denominado N;(T):

Ny (T) = ——=viT (6.131)

sendo m o nimero de amostras de n;(T) cruzamentos no periodo de tempo T
, tratando-se, pois, de uma aproximacao mediante relacdo linear.
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\ P (1) x(t)

c¢) Espectro da solicita¢do d) Espectro da resposta

Rp (CQ) Rx (CQ)

| w n W
e) Operacdes H
Aw Aw
Ry (@A
T
|
XK
|
|
|
]
Wy w
f) Simplificado
Figura 6.24
MR, (T)
P atin. P >
NS 0 " T

Figura 6.25
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\Y(t)

a]ﬁﬁﬂ@;ﬂf
iUU% vay

K 4

T

Y

Figura 6.26
6.11 — Analise de cruzamentos em processos aleatdrios de banda estreita

Como ilustrado na Figura 6.27, a condicdo para haver cruzamentos
positivos no nivel ‘@’ no intervalo diferencial de tempo dté estabelecida pela
seguinte relagao:

dy=ydt>a-y (6.132)

Figura 6.27

mas, por outro lado, a distribuicdo conjunta do deslocamento y e da velocidade
y mostrada na Figura 6.28 indica que tal condi¢éo é atendida na area tracejada
la exibida.

Além disso, tendo-se em vista que o0s processos ergddicos de
deslocamentosy e de velocidade y s&o independentes (ndo correlacionados),
como exposto em (6.125), tem-se entao:



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

Jo (5 -y B3 = [} (Plad)iaty = dtf, plag)yey =vidt  (6133)
AP(YY)
| y
y
Figura 6.28
ou seja:
T 2
20} 25} 1 o, =
© © Dig (6.134)

onde se assume que 0s processos aleatdrios em questdao sdo gaussianos. Além
disso, 0 expresso em (6.134) mostra que a frequéncia média ao longo do periodo
de tempo considerado, como ilustra-se na Figura 6.29, ou seja, cruzamentos em

zero, € dada por:

Vige 2O 1 (6.135)
2no, 2n T
uma vez que:
o 1=
o, =—| R(o)dw
(6.136)

no caso de banda estreita (vide Figura 6.24).
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A Figura 6.30 ilustra os picos entre os niveis ‘a’ e ‘a+da’ de um processo
aleatorio de banda estreita valendo aproximadamente a relagao:

\Y(t) y(t)

a) Valores maximos b) Cruzamentos no zero

Figura 6.29

+
Va

P,(pico=y >a)=["p,(ajda~-= (6.137)

T
0

uma vez que essa é a fragdo dos picos maiores que ‘a’ em relagdo aos picos
totais (aqueles que cruzaram zero). Por derivacdo, o expresso em (6.137)
permite escrever-se:

2 2

dP.(a - oF 22
@) _ o (@=L a)_ 1 d] e 3 e (6.138)
da v, da vgda o,

que vem a ser a conhecida distribuicdo de Rayleigh, que prescreve serem raros
0S picos pequenos e grandes, como ilustra a Figura 6.31..

>~
—
<
~
—
N’

Mdifﬂ/'i/\/\ _/\_" ia
VA t
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Figura 6.30

AP, (a)

N

_—

&V

Oy

pequenos e grandes picos
sd0 mais raros !

Figura 6.31

A frequéncia de maximos, ou seja, y(t)=0, vem a ser o cruzamento em
zero da velocidade dado por (vide (6.135)):

y(H)=0 = ——=u (6.139)

que, no caso de banda estreita, vem a ser igual ao expresso em (6.135), uma
vez que, a exemplo de (6.136):

1 ¢
o) =— [, R)o'do ~ oo} (6.140)

esclarecendo-se que a notacao p em (1.139) vai ser melhor entendida no que

se segue.
A Figura 6.32 exibe um espectro de banda larga (broad band) para o qual
valem as seguintes relagdes:

1 1

Gs =5-). R(w)dw = ;R((oz -o,)

o =21—nj°;R(m)m2dm=;—nR(cog—@f) (6.141)
1 1

05 =51 R(0)o*do = aR(mg - o))

que, no caso o, =(2r)70.7Hz e o, =(2r)141.4Hz resulta:
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3 _ 3
Vig= O 1 @m0 _ypgy,
2no, 2n\3(w, - ;) (6.142)
5 5 '
LI BRI B Sl WP YT
2n o, 2n \[3(m, — o))
AR ()
Aw
=
| |
| |
| So |
| [
| | >
"W, Wy -W, W; Wy W, w
Figura 6.32

cuja diferencga evidencia-se na Figura 6.33, indicando-se eventual crescimento
da resposta antes de cruzar o nivel zero.

AY(t)

TN
/
/ \\
\ /
ey /
=
U W
| /
\\¥//

Figura 6.33

=

6.12 — Estados limites (colapso) sob vibracao aleatéria

A garantia de qualidade tecnoldgica (qualidade de engenharia) de um
produto como estrutura, por exemplo, depende do atendimento de trés estados
denominados limites, quais sejam: Estado Limite Ultimo, que corresponde ao
nivel de tensionamento acima do qual a estrutura ndo pode mais ser reparada,
pois se encontra em situagao de colapso. A Figura 6.34 ilustra essa situacao de
nao colapso quando y(t) <a, sendo “a” o nivel em questdo. No caso ilustrado
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na Figura 6.34 a historia da estrutura s6 tem sentido para 0 <t<T,, sendo T 0

tempo de vida da estrutura que, em principio, vem a ser uma variavel aleatoria.
A Figura 6.35 ilustra o chamado Estado Limite Ultimo de Utilizagao, ou de
mal funcionamento, que se caracteriza pelo fato de que em uma fragéo do tempo

[{Pegl)

o nivel “a@” é ultrapassado, ou seja:

ZM(TV >a) . (6.143)

onde ¢ é o limite prescrito de mal funcionamento.

~
>
«
~
-
~

~V

Figura 6.34

AY (1)
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Figura 6.35

O Estado Limite Ultimo de fadiga, ou vida Util, acha-se ilustrado na Figura
6.36, diagrama de Wohler (engenheiro alemao August Wéhler), definido por:

D:Z%ﬂ (6.144)

que consiste no esgotamento da vida util, ou acumulacao linear de dano, onde:

n.
— 6.145
5 (6.145)

vem a ser o chamado dano parcial, sendo n, o numero de vezes (ciclo) que a
tensé&o atinge o nivel S, e N. 0 numero de vezes que leva a fadiga do material

nesse nivel de tensdo. O expresso em (6.144) é a conhecida Lei da acumulagéo
linear de dano da regra de Palmgren-Miner (N A Palmgren - 1927, engenheiro
mecanico sueco, e A M Miner - 1945, engenheiro americano).

/ g (S)A
Diagrama
S; WDELER
Log (N)
Figura 6.36

O tratamento estocastico mais simples para a abordagem do Estado
Limite Ultimo consiste na consideracdo de que a probabilidade de nao haver

cruzamento positivo no nivel “a” & dada por:

P(dT) =1-vdt (6.146)

[{pee )

sendo v,dt o numero medio de cruzamentos positivos no nivel “a” no intervalo

de tempo dt, como ja examinado.
Assumindo-se agora que esses eventos sao independentes, tem-se:

P(t +dt) = P(t)P(dt) (6.147)

ou ainda:

238
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dP(t) :P(T+dT)—P(T) :P(T)((1_V+)_1) (6.148)
dT dT dT 2
mais ainda:
9P _ vip() (6.149)
dT
cuja integracao resulta:
P(T)=e™%" (6.150)

que consiste na distribuicdo de probabilidade exponencial negativa (a constante
de integragéo € unitaria, pelo fato de ser nula a probabilidade de n&o cruzamento
positivo para T nulo). A titulo de curiosidade, essa € também a probabilidade da

vida util de lampadas, por exemplo.
Por outro lado, a probabilidade de colapso (ruptura) é entao expressa por:
P:(T)=1-P(T) (6.151)

e a densidade de probabilidade por:

(6.152)

cujo grafico ilustra-se na Figura 6.37.

Ap,(m)/vE

1.0

=V

Figura 6.37

e cuja média e variancia sao expressas, respectivamente, por:

239
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tr = [ To(TAT = [ TwjeoT =

A%
1 2 1 2
otfr-g {1

havendo, pois, coincidéncia numérica entre a média e o desvio padrao.

Como exemplo, considere-se o caso de um processo de banda estrita y(t)
com frequéncia média de 100 Hz, para o qual deseja-se saber qual o tempo
médio T, que, com 99% de acerto, Y(t) ndo supere 50, . Com esses dados tem-

+
a

(6.153)

se:

_ O
2n
a2 (50 )2
, 7? - 262 2 4
v;=2—”e Y =100e “Y =100e 2 =107"3.73
T

mas, para pequenas probabilidades (0.01) vale a aproximacao:

P(Ty) ~ viT, = 1-g 20
P

=V
T, ~ o) 001 57
vi 107373

ou seja, a cada 27 segundos somente 1 em 100 em média y(t) supera 5o, .

Sucede que a hipbtese (6.147) ndo € muito valida para processos de
banda estreita, como ilustrado na Figura 6.38, pois a superagéo positiva de um
dado nivel se repete em bloco mostrando haver dependéncia, mas o resultado
esta do lado seguro (a probabilidade expressa por esse modelo € maior que a
real).

AY(1)

Figura 6.38

240
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A figura 6.35 ilustra o registro de um processo com a indicagao duragao
dos tempos em que um dado nivel “a” é ultrapassado caracterizando-se a fracao
de mal funcionamento, resultando-se:

28 e[ ply)dy (6.154

que, no caso de processo gaussiano de média nula, tem-se, por exemplo:

j p(y [1 —erf[c \/_H (6.155)

sendo erf a classica fungao erro, cujo resultado acha-se arrolado na Tabela 6.5.

Tabela 6.5
h Prob(y > ho,)

1.28 0.1

1.65 0.05
2.34 0.01
3.09 0.001
3.72 0.0001
4.27 0.00001

Assumindo-se a taxa de mal funcionamento um milésimo, ou seja:

(a) <0.001

tem-se entao:

Prob(y >3.09c,) = 0.001

implica

ou seja, menos de 1 em 1000 é a fracdo de mal funcionamento, lembrando-se
gue em verdade ¢(a) é uma variavel aleatéria, pois depende do tempo T

considerado, e se esta considerando E[¢(a)] = ¢(a) .
Finalmente, a Figura 6.39 ilustra uma curva de fadiga tipica, na qual S, é

o nivel de tensado que leva a fadiga com N ciclos, sendo b o parametro de
inclinacédo da curva em escala logaritmica, que depende do material, resultando:

241
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NS> =C (6.156)

onde Cé uma constante que igualmente depende do material. No caso da
classica liga de aluminio denominada T55-T6, tem-se: b =6.09 e C=10%1.92.

\ﬁog(s )

|

|

i S
Nj log (N)
Figura 6.39

A Figura 6.40 exibe a configuracdo de picos entre os niveis a e a+da
para um processo aleatério de banda estreita resultando-se:

n(@) = (v;T)p(a)da (6.157)

onde n(a) é o nimero de ciclos no nivel a, v;T é o nUmero médio de ciclos do

processo e p(a)da a fracdo de picos no nivel a, sendo p(a) a distribuicdo de
Rayleigh ja estudada, tendo-se entao:

a2

20y

a2

a
2 + _<
= CV;OTZ ale * (6.158)
a G,

n(@) . Pla) g, er O
N@a) °N(a) 0

ficando-se, nesse caso, a regra de Palmgren-Miner assim expressa:

a2

Zﬂ _ (@) g, VO-I; J'wab”eiada =1 (6.159)
N, JoN@) " Co?l

cuja integracao resulta:

N
vo T

C

(0,¥2) T(1+b/2) =1 (6.160)
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e a vida util média de fadiga vale entéo:

T= (6.161)

sendo I'(x) = I:y“e*ydy a classica funcao gama.

AS(t)

arda VWYY AL
LA e
V UUUU UU U V-

® =

Figura 6.40

~\

Como exemplo e aplicacao, considere-se a estrutura mostrada na Figura
6.41 a), cuja massa vale 0.127 Kg, a coluna feita em liga de aluminio 755-T6,
tem secdo quadrada de lado 0.00615m, modulo de elasticidade de

E=10""7.1N/m?, sob aceleragdo gaussiana da base dada pelo espectro exibido
na Figura 6.41 b). Assim sendo, o produto de inércia da coluna vale:

4
El= 7.1%1 0" =9.62Nm?

a rigidez e a frequéncia natural:

k:§—27518N/m

I

®, = ‘/27518 — 4655.5rd / s(74.08Hz)
0.127

a tensdo maxima na base da coluna:

Kx( 0.00615
c=—o

=10'°6.55x
I 2
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e com isso 0 espectro da tens&o na base vale

R (w) = %G((D)G(—(D) = %1 0%'4.29x(w)x(—m) =1 0214.29RX((0)

c

Como a equagéao de movimento em termos do deslocamento relativo é
dada por:

mX +cX +kx = P(t) = -mX,
resulta:

R, =m"R;
R, =10?'4.29]h(w)| m*R

X

e também a variancia e desvio padrdo da tensao:

csi =10%4.29 48'029
8yk
1071.6
G =
r
X
—>
7; RX()
0,1016m R,=48,09 m*/ seg*
w
b) Espectro
K 277 .
—>0
a) Estrutura
Figura 6.41

Para a liga de aluminio em questao tem-se:

b=6.09
C = (10°2psi)®® = (10°13800)""

ou reescrevendo (6.161)
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o 1016) . 6.09
Yo { : J rd+222) =1

(10°13800)°® ( [y 2
conclui-se:
6
T =M=182203 ~ 5hs
74.88

assumindo-se amortecimento y = 0.05, bem como:

vi=n
0" on
F(4.045) ~31=6

restando-se agora a avaliacao do desvio padrao da vida util em fadiga.

Para tanto, Crandall (Stephen Harry Crandall, Random Vibration — MIT
PRESS/1959) desenvolveu a seguinte formula para o caso de amortecimento
pequeno (y<0.05):

1/2
1 | b)), f2(b)2 L f(0)
TL Y Vvolv®  voT

simplificando-se:
1/2
{2
Vol

para yv;T >>1. As fungdes em jogo estéo arroladas na Tabela 6.6.

Tabela 6.6
b f,(b) f,(b) f;(b)
1 0.0414 0.00323 0.0796
3 0.369 0.0290 0.212
5 1.28 0.0904 0.679
7 3.72 0.223 2.33
9 6.70 0.518 8,78
11 31.5 1.23 30.0
13 96.7 3.06 111.2
15 300.0 8.11 415.0

Como exemplo de aplicacdo considere-se aquela liga de aluminio para a
qual b=6.09. Por interpolagdo entre b=5.0 e b=7.0 tem-se f,(b)=2.32, e

com isso:
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or= |22 _10°5.86s.
0.05(10%1.35)

ou seja, tem-se vida util média 5 horas, e desvio padrdao de 5.86 milésimo de
segundos.
APENDICE
6.13-Aplicacao do Teorema dos Residuos
A resposta em frequéncia se expressa:

1

(o) = K-mo® +inc (6.162)
resultando-se:
’
h(o)f = h(o)h(—o) = 6.163
()" = hle)h(-o) = - (C% — 2km)e? + mPa’ (6:163)
ou ainda:
1 1
h(w)f = = (6.164)
| | m* (0 — of)(0® —03) M (0+o,)(0-0)(0+0,)(0-,)
onde:
02 = [1—2y2 +i2y,/1—ﬂ
(6.165)

(02 = (Di [1 - 2y2 - i27«/1 - yz}

como ilustra-se na Figura 6.42 (plano de Gauss), com cosf=1-2y?, tendo-se
em conta que o médulo dos complexos ®? e »; vem a ser o’ .

A figura 6.43 exibe o plano de Gauss com as raizes o, € ®,, que se
expressam:

0 . 0
0, = O, (COSE +1sen 5)
(6.166)
( 0 . Bj
o, = ®,| COS—-—lIsen—
2 2
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N,
002
b —27V1-v?
6 R
1-2Y*=cos 0
w;
Figura 6.42

verificando-se, pois, as seguintes relacdes:

00, = (’35
0 (6.167)
o, + ®, = 20, COS—
2
de utilidade mais adiante.
No caso em aprego, o teorema dos residuos se expressa:
+00 2
J: |h(m)| do= 2ni(R1 + RZ) (6.168)
onde:
R - 1 B 1
tm (o + o) (o +1032)(031 — ;)  8mPim,myy1 ;yz (6.169)
R, =

M?(~, + 0,)(~0; = ©,) (-0, — ®,) 8mPim, w2y 1-7°

sendo R, o resto na posicdo o=w,, isto €, eliminando-se em (6.164) a
singularidade causada pelo termo(w—®,), € o resto R, calculado na posicao
o =-0,. Tendo-se em conta (6.169), o expresso em (6.168) se escreve:
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N,
-, W,
0/2
T R
-W
1 W,
Figura 6.43
+o0 2
[ 7o) do=2ni Sl = (6.170)
s 8m2iw1w2w§y\/1 —y? ) 4K%y

esclarecendo-se assim o expresso em (6.109).
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CAPITULO VII
VIBRAGCAO DE ESTRUTURAS CONTINUAS
BARRAS E VIGAS

7.1 - Introducao

O presente capitulo é dedicado ao estudo da integragédo das equacoes
de movimento de sistemas continuos pela técnica da integracdo em termos finitos
(superposi¢ao modal), iniciando-se com o caso de vibragado axial de barras, seguido
do estudo de vibracdo flexional e integracdo exata com formulacdo de sistemas
formado por barras. O modelo de flexdo de Timoshenko mais o efeito da forca
normal, bem como vibracao de vigas sobre base elastica completam o temario.

7.2 — Vibracao longitudinal de barras
A Figura 7.1 a) exibe uma barra genérica sob solicitagdo dindmica distribuida,

com destaque para a configuracdo de acdes no elemento diferencial ilustrada na
Figura 7.1 b). O equilibrio dinamico fica entdo expresso por:

N+ dN +p(x,t)dx —N = mu(x,t)dx (7.1)
ou seja:
N _mii(x,t) = -p(x,1) (7.2)
dx

onde N denota a forca normal na barra, m a massa por unidade de comprimento,
u(x,t) o deslocamento longitudinal e p(x,t) o carregamento longitudinal distribuido.

Por outro lado, a elasticidade linear permite expressar as seguintes relagoes:

aux) Eu'(x,1)

o(x,t)=Ee =E ™ (7.3)

X

N = o(x,1)S
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f—p(x ;)
s

ANNNSNNNNN

Z jN+dN

l LEH] de

4 ’ -
/

b) Equilibrio dindmico

[
X I
[

a) Barra
Figura 7.1

supondo-se inicialmente auséncia de amortecimento (vibracao livre), onde E € o
médulo de elasticidade, o(x,t) a tensdo normal e S a area da secao da barra. A

notacdo com numeral romano como expoente indica o grau de derivacdao em relagéao
a variavel x. Tendo-se em vista (7.3), 0 expresso em (7.2) ganha a seguinte
redacao:

u”(x,t)—én—sﬂ(x,t) — —p(x,1) (7.4)

cuja integracao pela técnica da superposicdo modal (integracdo em temos finitos)

apresenta-se no que se segue.
A vibragéo livre (ndo amortecida) tem, pois, a seguinte redacao:

u'(x,1) —%u(x =0 (7.5)

cuja integracao por separacao de variaveis, ou seja:
u(x,t) =u(x)T(t) (7.6)

onde u(x) € uma fungédo agora s6 de x e T(t) s6 do tempo, permitindo-se uma nova
redacao para (7.5), ou seja:

ou ainda:
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sendo -o® a constante de separacdo, resultando-se nas duas equagdes
diferenciais:

I m - _
u (x)+§w u(x)=0 (79)
T(t) + 0?T(t) =0

cujas integracdes resultam, respectivamente:

u(x) = Asen(\/ﬁmx] + Bcos(\/ﬁmx]
ES ES (7.10)

T(t) = A'senot + B’ cos ot

sendo que a frequéncia angular natural o vai depender das condigdes de contorno,
como no caso da barra da Figura 7.2. ou seja:

L / |

Figura 7.2

u(x = 0,t) = u(0)T(t) = u(0) =0

| | (7.11)
o(x=04t)=0>EUu(O)T(1)=0—>u(()=0

implicando-se em:

B=0
/ / 712
A ﬂoacos ﬂoaC:O ( )
ES ES

resultando-se na equagao de frequéncia:

cos /ﬂm£=o—> M p=Z37 (7.13)
ES ES = 2 2

ou seja:
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oa—Ez,lﬂ—>u(x)—Asen2i_1ni
2 (NES T T 2 o (7.14)

T.(t) = A'senwt +B coswt

sendo as constantes A, sdo arbitrarias e consistem nas amplitudes dos modos de
vibrar, e as constantes A’ e B, dependem das condigdes iniciais do movimento a

ser melhor estudadas mais adiante (item 7.2.2). A titulo de curiosidade, considere-
se que a barra da figura 7.2 tenha 3m de comprimento, feita com ago, com

densidade 10°7.85Kg/m® e modulo de elasticidade 10''2.1KN/m?, a primeira
frequéncia natural vale o, =2710rd/s (431Hz); e as demais o, = (2j-T)o,

7.2.1 — Ortogonalidade dos modos de vibrar
A primeira de (7.9) permite escrever para os modos de vibrari e j:
TR [T :O—>.|' ujudx = —mzj —uu dx
" ES ' 0 oES !

(7.15)
u [u'j' +%mfuj} =0 J'O uludx = —cofjo[%uiujdx

onde ja se supde u=u(x) no sentido de se reduzir as expressdes. A integracdo por
partes do expresso em (7.15) implica, respectivamente, em:

J'Ocu:'ujdx :u!u.‘[ —f[u!u'.dx .
jou udx = uu‘ —j uudx '

visto que nas extremidades ou movimento u, (engaste) ou sua derivada u,
(extremidade livre) sao nulos, o que que implica em:

Co I 2 2\ [
jouiujdx f ujudx =0 = (o - o )_[ ESuudx (7.17)
ou seja:
j[ uudx =0 (7.18)
°ES
visto que as frequéncias naturais angulares (primeira das (7.14)) sao distintas (
o, # ;). Em decorréncia de (7.18), vale também:
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I[u!'u.dx = J‘(u'.'u‘dx =0 (7.19)
o '} o 71 ’
e de (7.15):
J‘[u!'uidx = —ofj.[ﬂuiuidx (7.20)
0 'ES

completando-se assim as relagdes necessarias para a formulacdo da integracao de
(7.4) pela técnica da Superposicao Modal.

7.2.2 — Superposicao modal

As ralacgdes (7.18), (7.19) e (7.20) permitem formular a solu¢ao de (7.4) na
forma:

0

u(x,t) = > o (tuy(x) (7.21)
i=1
uma vez que:
¢ i .. ¢
J'O u, {Es; qu.' + m; qiui}dx = —_[O p(X, t)u,dx (7.22)
ou seja:
g J.o( ui”uidx —q J-OKE_mSuiuidX = __[O[p(ELét)uidx (7.23)

supondo-se que os parametros ES e m nao variem com x. Em face de (7.20), o
expresso em (7.23) ganha a redacao:

q (—mf ;E—rnsufdxj—di O(%ufdx = —IO(p(ELét)uidx (7.24)
ou, finalmente, ainda:
[ pOxHudx
g, + 0fq = (7.25)

cuja integracdo no tempo remete ao que ja foi tratado no Capitulo Il. As condi¢coes
iniciais de (7.25) sao também obtidas langando-se mao da ortogonalidade dos
modos, quais sejam:
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L)[u(x,t = 0)u.dx

: €2
i=1 ui

o (7.26)
IO u(x,t = 0)u.dx

0
= ui2
0

sendo evidente que no caso de repouso as condi¢des iniciais de (7.25) sdo nulas.

Ha varios modelos de amortecimento estrutural, mas a atencao aqui vai estar
voltada para o modelo de Kelvin (fisico e engenheiro Irlandés William Thomson —
Lord Kelvin), por ser o mais simples, e servir de base para os demais. A Figura 7.3
ilustra o modelo reolégico em questao, ou seja:

c= E(8+Cé) (7.27)

entendendo-se que a tensdo no material € dada pela contribuicdo de uma matriz
solida mais a contribuicdo de uma matriz liquida em fluxo.

il
o

Figura 7.3

ce

‘AAA\
VYYY
m

Tendo-se em vista (7.27), a primeira de (7.3) passa a se expressar:

du(x,t) e du(x,t)

o(x,1) = E(5,(x,1) + 0, (x 1)) = E( i C ox

j =E(u(x,t)+cu'(xt)) (7.28)
e a equacao de equilibrio fica entao:

ESu"(x,t) +cESU" (x,t) —mu(x,t) = 4p(x, 1) (7.29)

cuja integracéao via (7.21) resulta:

. I: p(X= t)UidX

G +Ca’q + g == (7.30)
_[0 muZdx

ou ainda:

254
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g +2y,0G + Q)izqi = ('0i2fi(t) (7.31)

onde:

£(t) = M
of [, mufdx i

I
Cco

=7

resultando-se em amortecimento modal proporcional a frequéncia angular natural
correspondente. Vale assinalar que os quinhdes g, sdo proporcionais a A", mas

ao se multiplicar os quinhées novamente por A, em (7.21), o resultado passa a néo
depender mais da magnitude de A, . Em outras palavras, a amplitude A, pode ser

assumida unitéria, pois isso nédo influi no resultado final.

A Figura 7.4 ilustra o exemplo de uma barra esticada estaticamente com
alongamento d, e, ao se soltar, a barra entra em vibragao livre. As condicdes iniciais
sao entao:

X
t1=0)=d-
ux,t=0)=d-
u(x,t=0)=0

z X

1—

]

X3}

Figura 7.4

resultando-se com o emprego da superposicdo modal:

ou ainda:
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I;Ui [qu(t - O)ujjdx - I:d%uidx
J.o{ui (iq,(t = O)Udex =0

resultando-se:

® X
00 J, 87 ux _ 8d(-1)"
i J-(Ui2 (2i—1)2T52
§,0)=0

que s&o, pois, as condigdes iniciais que ¢ (t) = Asenwot+Bcoswt deve atender, ou
seja;

8d(-1)"*"

(2i —1)?n?

q0)=An,=0—>A=0

a(0)=B =

resultando-se

~ 8d(_1)i+1
gi(t) = @1 cosmt

e finalmente:

_ & [ 8d(-1)" 2i-1_x
u(x,t) = ;(—(Zi e coswitj[sen 5T J

valendo-se observar que um exame dessa série mostra que a convergéncia é um
tanto lenta, a exemplo do que ocorre com a série de Fourier.

Como outro exemplo de aplicacao, considere-se a barra exibida na Figura
7.5 solicitada por uma carga distribuida que nao varia com x, mas harmonicamente
com o tempo, ou seja p(x,t) = psenwt, com condigdes iniciais nulas. Por outro lado,

sabendo-se que:

2i-1_x
u; = sen T—
4

n |ES

0 =—
20\ m
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tem-se:

f—P(t)=0te (x)

—_—— > > —>—>—>

ANNNNN\N

/4

B

Figura 7.5

pois:

resultando:

4 P
2i— ) mag

qg =

sendo v, a fungdo do tempo ja examinada no Capitulo Il, e assim a resposta € dada
entao por:

pf2 0
2ESZ1: _ ]3 Wiui

onde o fator do somatério € o deslocamento estatico da extremidade livre. A
solicitacdo normal ganha assim a redagao:

N(x.t) ~ESu (x.1) =pﬁ§ﬁwi cos(ﬁ; %)
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onde o fator do somatorio € agora a resultante estatica do carregamento na base.

7.3 - Vibracao de vigas

A Figura 7.6 a) ilustra o caso de vibracao flexional de viga em balanco e a
Figura 7.6 b) a configuragao infinitesimal das agdes envolvidas. A segunda Lei de
Newton implica em:

dV +p(x,t)dx = mv(x,t)dx (7.33)

ou seja:

ﬂ—mi)(x,t) = —p(x,t) (7.34)
dx

onde V é a forga cortante, m a massa por unidade de comprimento da viga, p(x,t)
o carregamento e v(x,t) o deslocamento transversal.

p(xt) p(x,0)
¢¢¢¢W MC,IYM\L§M+C1M

a) Viga b) Equilibrio
Figura 7.6

Além disso, desprezando-se a inércia de rotagao, o equilibrio de momentos
implica na relagao estatica:

aM =V (7.35)
dx

sendo Mo momento fletor. Por outro lado, como ilustra a Figura 7.7, a teoria técnica
da flexao prescreve:

e (xt)=-y 62v(>2<,t) = —yv'(x,1)
oX
o, (x,t) = —Eyv"(x,t) (7.36)

M= j (x,t)ydS = Ev”xtjyzds_ EIV'(x,1)
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onde | denota 0 momento de inércia da segdo transversal da viga.

5

Figura 7.7

Tendo-se em vista (7.35) e a terceira de (7.36), o equilibrio dindmico
expresso em (7.34) ganha a seguinte redacao:

d

EEIv”(x,t)+m§7(x,’[) =p(x,t) (7.37)
e a vibragao livre:

wwxn+gvum=o (7.38)

supondo-se que o produto de inércia EI e a massa por unidade de comprimento
nao variem ao longo da viga. A integragéo pela técnica da separagao de variaveis
v(x,1) = v(x)T(t) resulta:

O (7.39)

ou seja:

El (7.40)
T(t) + 0?T(t) =0

cujas solugdes se expressam, respectivamente:

v(x) = Aseni 'x + BcosA x + Csenhi 'x + Dcosh . 'x 7.41)

T(t) = A'senot + B’ cos ot

onde:
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(7.42)

cujo valor depende das condicdes de contorno. Por exemplo, no caso da vinculacao
indicada na Figura 7.8, ou seja:

(7.43)

sendo que a primeira e segunda de (7.43) decorre da vinculagao da extremidade da
esquerda e as duas seguintes do fato de ser nulo o momento fletor (Ultima das
(7.35)) e a forga cortante (expressao (7.35)) na extremidade da direita.

L / |

Figura 7.8

O expresso em (7.43) tendo-se em vista na primeira de (7.41), resulta no
problema de autovalor:

0 1 0 1 A 0
A 0 A 0 B| |0
T T * - (7.44)
—L“seni { —Acosh { A“senhA ( X“coshi (||C 0
~2%cosh ¢ A%seni’t A%coshA’'C A®senhAi’t ||D] |0
resultando na equacao caracteristica:
coshA (cosA' (=0 (7.45)

cujas trés primeiras raizes sdo A (=1.875, A'(=4694 e A\ (=7.855,
correspondendo-se as trés primeiras frequéncias naturais:
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3.516 [EIl
0, = Z \m
m
22.03 [El
= - 7.46
0‘)1 62 m ( )
_61.7 [El

R o

com as demais raizes aproximadamente dadas por A ( ~ (2i—1)rn/2.

Assumindo-se em (7.44) a constante D =1, os modos de vibragdo passam a
Ser expressos por:

v, :coshu—cosu—ni senhu—senM (7.47)
l 0 0 l
onde:
i=1—0.73409
0 i i=2—->1.01847
n = coshx*ﬁ+cosx*€ . | - (7.48)
senh) (+seni ( i=3—>0.99922
i>4 —>~1.0

e as correspondentes integrais de interesse para a superposicdo modal dadas por:

J'Cvidx = —ZTJ‘
‘ A (7.49)
¢

IO vidx = (

valendo-se notar que, para outras condi¢gées de contorno, procedimento similar no
caso de viga simplesmente apoiada resulta:

Al =im
F
v, =sen—
(
¢ RN (7.50)
d — 1 ity
Iovl X ( + () )in

I;vfdx = é
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e assim para as outras condi¢des de contorno como engaste nas duas extremidades
e outras os resultados expressos em (7.50) igualmente podem ser formulados.

7.3.1 — Ortogonalidade dos modos de vibrar
A primeira equacéo de (7.40) permite escrever-se para os modos de vibrar i
ej:
0 El

J.[v.(v'JV—oa —v}dx O—)Jv'vvdx .[(o —V,v,dx
0 Bl

J.[VJ(V'V—O) —vjdx 0—>I v'Vvdx J.co —v,v dx
(7.51)

mas, a integracao por partes permite redigir as seguintes relagdes, respectivamente:

I vi'vdx =vi'v, ‘ ~viv " +j vividx = J';v:'v'j'dx
(7.52)
J. vi'vdx = v”'v‘ —Viv " +_[ vividx :J.O[v:'v'j'dx

tendo-se que os termos envolvendo o contorno sao nulos, uma vez que ou a forga
cortante € nula e o deslocamento nao nulo, e vice-versa, ou no contorno a momento
fletor € nulo e a rotagdo nédo nula e vice-versa. Assim sendo, (7.51) e (7.52)
permitem escrever:

_[c: vi'v,dx —I; vi'vdx=0= (03,2 — o )J‘( gll Vv dx (7.53)

e, como as frequéncias naturais sao distintas, resulta:

J; : E‘v vdx =0 (7.54)

I
bem como (7.51) e (7.52) permitem também escrever-se:

I[V!Vv.dx = J.{v'.vv.dx =0

o (7.55)
I[v:vvidx = (oizrmvizdx

0 o El

completando-se, pois, as relagdes de ortogonalidade.
Assumindo-se a superposi¢cao modal como solucao da equacao de equilibrio
dindmico (7.37), ou seja:
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S + 1S gy, = PO (7.56)
RMI=TP~ El

resultando-se da ortogonalidade dos modos de vibragéo:

(7.57)

cujas condic¢des iniciais podem ser redigidas, como exposto no primeiro exemplo de
aplicacao.

O amortecimento via modelo Kelvin pode ser incluido reescrevendo (7.36),
ou seja:

e (X t) = —y(v”(x,t) +C\'/”(x,t))
o, (x,1) =E(g,(x,1) + C&,(x,1)) = -Ey (V" (x,1) + &V (x,1)) (7.58)
M = js o, (x,)ydS =E(v"(x,t) + cv"(x.1)) jsy2ds =—EI(v"(x,t) + cv"(x,1))

e consequentemente (7.37):

iza(v”(x,t) +ev"(x,1)) +mi(x,t) =p(x,t) (7.59)
dx

ganhando (7.57), finalmente, a redagao:

[4
. . p(X!t)VidX
G, + 27,06, +fq = J-OK— (7.60)
I mvZdx
0
onde o amortecimento modal é dado por:
7= (7.61)

lembrando-se que foi assumido que o produto de inércia El e a massa por unidade
de comprimento m n&o variam ao longo do comprimento da viga.

Como terceiro exemplo de aplicacao, considere-se o caso de uma viga em
balangco como ilustrado na Figura 7.8, com carregamento harménico transversal
uniforme ao longo do comprimento, ou seja: p(x,t) =psennt, e condi¢des iniciais
nulas (vide (7.26)).

Nesse caso, (7.60) permite escrever-se:
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. ) 4
4+ 2v 00 + 00 = ©> ——B.senot
ql Y,(D,q, + O)I ql ('0 8EI B ®

onde

4
8 J'O v,dx
7».4[ vZdx
0

Bi=—=

cuja integracéo resulta:

p*

8E|Bw.

q =

e consequentemente:

o pg4
Z@BI\VIVI

M(x,1) = -EI(v"(x,1) + V" (x,1)) = 2B (v NTAA

V) = —EI(V"(x0) + 00" (1)) = 3By - (w; + Cir )V

i=1

onde:
. A X A X A X A X
vV, =—-cosh——-cos——+n,| senh——+sen——
( 4 4 4

" AX A X AX A X
v, =-senh——+sen——+n,| COS——+C0OS——
( ( ( (

sendo de ressaltar novamente que a convergéncia das séries em questdao nao é la
muito acentuada.

O quarto exemplo de aplicacao é aquele da pagina 136 do livro do Warburton
ja mencionado, que consiste numa viga em balango desprovida de amortecimento
e com carga concentrada na extremidade livre como ilustrado na Figura 7.9, bem
como a variagdo no tempo do carregamento se expressa:

0<t<Tof(t)= sen—t—senm—‘t
T 2

t>T 5 f(t)=0
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sendo o, a primeira frequéncia angular natural.

Af()
P.£ (1) f(t) = sen 2
4 X T
T—>
Vy —UU—).=
7 E,I,m,c=0—Y,=0 £(t) =0
l /
i >
T t
a) Viga em balango b) Carregamento

Figura 7.9

A resposta da viga em balanco pela técnica da superposi¢cdo modal € entao
dada por:

V(X!t) = Zqivi
i=1
com v, expresso em (7.47) e g a solugéo da equacdo diferencial para 0 <t<T:

i+1
G, + ofq = of (—ZP(_U jsenw—it

' ®’m/( 2

i
lembrando-se que:

.[Oép(x,Y)VidX = PVi(X = ﬂ) — P(2(_1)i+1)
Jovi=t

e, assim sendo:

q_PﬂS 2(-1)"" 1
=T

ot
(sen o ocisencoitJ

(Q)
sendo o, = —-

o,

O deslocamento na extremidade livre da viga, bem como o momento fletor

M=-EI> qv/ e aforca cortante V=-EIl> qv" ficam entdo expressos por:
i=1 i=1
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P& o,t
v(x=(t) = sen—-—qa.;senot |=
El ,Zx,“ ( 2 ¢ (’"j
P 0.431senn?—0.2163enm1t+O.00829senn?t—0.0006614senoa2t+
El

0.001 OSsenn?t— 0.00002996senm,t +...
|+1 .t
= PL’Z (sen?‘—aisenwitj
|+1 (1) t
V= PZ ( 2‘ — ocisenmitj

A integracdo para t>T, que consiste na vibragcao livre da viga com as
condigdes iniciais dadas pela resposta do fim do intervalo de tempo anterior, ou
seja:

onde t*=t-T , ou ainda:
J.(:Vj;qividx = I;Vj;aividx - QiVi2 = 5iVi2 —0q,=q
igualmente q, = q € com isso:

4 (sen %T —a,senm T)cosot +

v(x =04,1) = i =
i=1

_ T .
o) (a,cos % —o,coso T)senot

3
Pe ——[-0.431senw,t’ —0.000164cos m,t’ —0.0013senw,t’ +... |

valendo assinalar que ha diferencas entre alguns desses numeros e 0s do
Warburton.
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7.3.2 — Viga sob carga moével

A Figura 7.10 exibe uma viga simplesmente apoiada sendo solicitada por
uma carga P(t) deslocando-se com velocidade u(t). Nesse caso, a expresséao (7.60)

Se escreve:

P(t)v,(x = [u(t)at
q + ZYi(’)iqi + mi2Qi = ( I )

S (7.62)
J'O mv;dx

cuja redacao para carga nao variando no tempo (P(t) =P ), amortecimento nulo e
velocidade constante (u(t) =u) se escreve (vide (7.50)):

g +o g =—sen— (7.63)
m

considerando-se que o tempo passa a ser contado a partir do instante em que a
carga entra na viga. A integracao de (7.63) fica entédo:

itut iU
op senT —gsenmit
Q= 2 — (7.64)
mlo; ’ iTu
- CTO, |

e a resposta s levando-se em conta o primeiro modo no meio do vao:

3 - N
V(X =L/2,)=v,q = 2Ij£ senyo,t q;senoolt (7.65)
nEl 11—y
resultando-se nos gréficos da Figura 7.11, onde:
Pce
Ve = 48El
(7.66)
0<y=—2<1
Lo,

considerando-se o fato de que, no intervalo de tempo considerado, o carregamento
estd sobre a viga (u<o,l/r). Os gréficos da Figura 7.11 indicam que a busca da

velocidade critica é tarefa um tanto laboriosa.
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P(t)\l, Eu(t) v (X,t)

el

X

Figura 7.10

>~
>

0.8 T

0,6 T

04 1

i

y
e

02T

0 02 04 06 08

Figura 7.11

—_

0 i/l

Examinando-se agora o momento fletor, que se expressa:

o o senﬂ—@senmit _
- 2PEli"n ¢ Lo, InX

2 2
: ; 14
i 1_(|TEU]

lo,

tem-se como resultado para o0 momento maximo no meio da viga:

M=-EIV'(x,t) =

T
3
>
e

M, =1.434°¢
4

considerando-se s6 o0 primeiro modo, €:

(7.68)
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M, =1 .55% (7.69)

considerando-se 7 modos, ocorrendo-se 0 maximo para y =0.525 e na posi¢ao

x =0.636(, ou seja, numa posigdo mais proxima da extremidade da direita!
No caso do carregamento mével harménico Psenot tem-se:

, Psencotsenlmzut
a +®°q = " 7.70
G+ mi/2 (7.70)

cuja integracéao resulta:

irtu imtu
cos|l wm—— |t cos| o+— |t
14 V4

g = Asenot+B,cosot+— - (7.71)

m/( 2 iTtu 2 2 irtu 2
W - | O0O-—— W, — O+ —
( 14

lembrando-se que:
senootsenle cos cot—M —Cos o)t+M (7.72)
¢t 2 ( (

cabendo-se ainda observar que grandes valores de g, ocorrem agora para:

w? = m_in_u 2
! (
L 2
‘ (

dobrando-se, pois, o numero de velocidades criticas pelo exame da parte
permanente da solucéo (7.70).

(7.73)

7.4 — Sistema de barras (poérticos)

A Figura 7.12 a) ilustra um pértico (sistema de trés barras) indicando-se os
movimentos dos nds segundo o sistema de referéncia global (duas translagdes e
uma rotagcado), a numeracao das barras e dos nos; e a Figura 7.12 b) mostra
isoladamente as barras com seus sistemas de referéncia locais, bem como
destacando-se os locais de conexao das barras e apoios.
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orn o .
I 3 YQJ 1 3 rg i
Ol L on

a) Portico b) Barras isoladas

Figura 7.12

A Figura 7.13 a) indica os deslocamentos e esforgos nas extremidades de
uma barra considerando-se também o movimento longitudinal, e a Figura 7.13 b) os
movimentos e esforgos nas extremidades considerando-se 0 movimento transversal
(flexao).

Tendo-se em conta a vibracéo livre ndo amortecida no sentido longitudinal,
a equacao de equilibrio se escreve (vide primeira da (7.9)):

2
u' +[EJ u=0 (7.74)
C,
_>N1 _>N2
—>O0 0 —>
ul oﬁx U.2

a) Momento longitudinal

Vi gy, 0, 1% vV, <)Mz
e i
P

b) Momento transversal
Figura 7.13

considerando-se que o produto ES nao varie ao longo da barra, e onde:
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C,=,[— (7.75)
cuja integracao resulta (vide primeira da (7.10)):

u= A1sen2x+Azcosgx (7.76)
c, c,

permitindo-se a redagao da equacao matricial:

(014 ol
cotg—  —cosec—
N, _ ESw C, C;, ||y, 7.77)
N,| ¢ ol ol ||u, '
—-cosec—  cotg—
c, C,
onde:
u, =u(x=0)
u, =u(x =10)
? | (7.78)
N, =-ESu'(x =0)

N, = -ESu'(x = ()

tendo-se em vista que as duas primeira de (7.78) permitem expressar as constantes
de integracdo de (7.76) em termos dos deslocamentos nas extremidades, bem
como, em decorréncia, as agdes (as duas ultimas de (7.78).

A equacédo de equilibrio transversal igualmente (vide primeira de (7.40))
escreve-se:

2
vV - (2] v=0 (7.79)
02
onde:
C, = El (7.80)
m

cuja integracéao resulta:

v = Ajsenix + A,cosix + A senhix + Ag coshix (7.81)

onde
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= |2 (7.82)

V1 Ja jc Jb Jd V1
M, _ o de o i )@ (7.83)
V2 jb _jd ja _jc AP
M2 jd jf _Jc je ®,
onde os deslocamentos e esfor¢os sdo expressos por:
=Vv(x=0)
=Vv(x =)
=v'(x=0)
=V/(x=10)
V1 =ENV"(x =0) (7.84)
V, =-EN"(x=()
M, =EIV"(x =0)
M, =EIV'(x = ()

sendo que as quatro primeiras de (7.84) via (7.81) permitem expressar as
constantes de integracdo contempladas em (7.19) em fungdo das translagdes e
rotacado das extremidades da viga, e as quatro ultimas de (7.84) podem também ser
expressas em decorréncia também nos temos desses mesmos deslocamentos. Os
membros da matriz de (7.83) s&o expressos, ap0s essas operagdes algébricas, por:
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3
jo=— Elx (cosilsenhil +senilcosh)l)
coshAlcosAil—1
3
iy, = El (sen)( +senh)l)
coshAlcosAil—1
2
j.=- Elx (senilsenhi()
coshilcosAl—1
2
iy = ElR (cosAl —coshi()
coshAlcosAl—1
j, = El2 (cosAlsenh)i( —senilcoshil)
coshilcosAil -1
Elx

i = (senil—senh()
coshilcosAl—1

(7.85)

sendo que as quatro primeiras de (7.85) permitem expressar as constantes de
integracao de (7.19) em fungéo das translagées e rotagédo das extremidades da viga.
Pois bem, colocando o expresso em (7.77) e 0 expresso em (7.83) numa

Unica expressao matricial tem-se:

cuja matriz é denominada matriz de rigidez dindmica de barra.

ESw® ol 0 O ESo ol 0 0
cotg— - cosec —
c, c, c, c,
O ja jc 0 jb jd
N1
\2 0 i e 0 —Ja
M, B
N,[ | ESo o/ 0 0 ESo_, o 0 0
- coseCc— cotg—
V, C ¢, 1 ¢,
Mz 0 jb _Jd 0 Ja _Jc
0 | " 0 —le e

(7.86)

A figura 7.14 a) exibe os deslocamentos e agbes no sistema de referéncia
global na extremidade esquerda da barra, e a Figura 7.14 b) os correspondentes
deslocamentos e acdes correspondentes no sistema de referéncia tema local. A
relagdo entre os deslocamentos e ag¢des nos dois sistemas de referéncia sédo

expressas pelas seguintes relacées matriciais:
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d2 F2
S G
M

a) Deslocamentos e agdes no sistema global

-/
SN

b) Deslocamentos e acdes no sistema local

Figura 7.14
d, cosa sena O ||u,
d,r=|-sena cosa O |qv,
d, 0 0 1]lo (7.87)
F, cosa sena O|[N,
F,t=|-sena cosa 0|V,
K 0 0 1M,

ressaltando-se que essas mesmas transformacdes se aplicam aos correspondentes
deslocamentos e acgdes da extremidade direita da barra. As seguintes equacgdes
matriciais podem ser escritas:

{{dh} (177 [o1] {
(a),/. ~L[0] [T]

{{F%} (177 [o1] {
(FLf Lol 7]

onde o indice b refere-se aos deslocamentos e agdes na barra, sendo que 1
representa 0os movimentos e acbes da extremidade da esquerda, 2 0s

correspondentes da extremidade da direita, e a submatriz [T]representa a matriz

comum de (7.88). Tendo-se em vista (7.87) a relagdo (7.86) expressa no sistema
referéncia local ganha no sistema global a seguinte redacao:

(7.88)
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FL | _[7] o1, | [T [0] | [{a),
el [Tﬂ“‘][ o mTH{d}z} >
onde [k] é a matriz de rigidez dindmica no sistema de referéncia local, lembrando-

se gque a inversa da matriz de transformacgéao [T] € a sua transposta. O expresso
em (7.89) pode ser redigido de uma forma mais conveniente, ou seja:

{F} =[K]{d} (7.90)

sendo [K] a matriz de rigidez dinamica no sistema global.

A Figura 7.15 exibe um sistema estrutural formado por duas barras,
indicando-se os deslocamentos e as agdes nos nds da estrutura, que sao o ponto
de conexao e os apoios das barras. O equilibrio dinAmico do conjunto no sistema
de referéncia global passa a ser expresso pela equagao matricial:

{F}=[K]{d] (7.91)

onde os vetores de acao e de deslocamentos sdo ordenados segundo a numeragao
adotada na Figura 7.15, e a matriz de rigidez do conjunto montada superpondo-se
particionadamente as matrizes individuais (7.87) nos nos, seguindo-se as conexdes
e numeracao adotada para os deslocamentos e agoes.

F, F,=Psen wt F;
S —>

Figura 7.15

O equilibrio nos nés é dado entao pela seguinte expressao matricial:
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| ESo ol ® ]
cotg— - cosec—
—R1 1 1 1 C1 U1 =0
So ol ESw ol ESw ol
Fsenot:=|- cosec— 2 cotg— - cosec— u,
C, c, c, C, C, c,
-R, u, =0
ESw ol ESo ol
— cosec— cotg—
L C1 C1 C1 C1 _

onde R, s&o as reagdes de apoio, e o problema de vibragio livre se escreve:

2Esmcotg@—£u2=0
C1 1
ou seja:
2Esmcotgm—£:0—>m—ﬁ=5,3—n,@ .....
c, c, c, 22 2

verificando-se que apenas as frequéncias com modos de vibrar anulando-se no
meio do vao sado contemplados, como foi prescrito (ao se comparar as frequéncias
naturais de uma barra com comprimento 2( e extremidades fixadas, os modos
simetricos que tém u, =0 sdo omitidos).

A vibragao forgcada por seu lado escreve-se:

2

E (
So cotg o u, = Psenot
c, c,

cuja solugéo resulta:

Psenot

Uz(t) =
2—ES® cotgm—C

C, c,

lembrando-se que a solugao permanente contempla termos com a frequéncia do
carregamento. A solugdo transitéria ndo tem como ser obtida diretamente com essa
formulacao, até porque os modos de vibrar assim obtidos ndo atendem ao principio
da completividade, pois apena parte dos modos livres de vibrar sdao ai
contemplados. E além disso cumpre também assinalar que o movimento prescrito
de apoio é diretamente contemplado reescrevendo a equacao de equilibrio: ou seja:
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ESo ., ol ESw ol ]
cotg— - cosec— 0
-R, ! ! © ! u, = dsenot
ESw ol ESw ol ESw ol
0 r=|- cosec— 2 cotg— - cosec— u,
R C, c, c, C, C, C, U -0
° ESw ol ESo ., ol :
0 — cosec— cotg—
L 1 C1 1 1 B
resultando:
ESw ol
- cosecc—
— 1 1
U, = —Fo o i dsenot
2 cotg—
C, C,

devendo-se finalmente notar que essa formulagdo € operacionalmente bastante
limitada na busca de solugédo geral, sem contar um tanto trabalhosa envolvendo
tarefas algébricas de grande monta em casos de estruturas mais complexas. O fato
de se considerar parametros discretos acaba por deixar implicito toda uma parte
algébrica de grande monta.

7.5 — Vibracao de vigas com movimentos de apoio

A Figura 7.16 a) mostra uma viga simplesmente apoiada com movimento
prescrito no apoio da direita executando um movimento estatico expresso por:

v, (%,1) = %d.f(t) (7.92)

e a vibracado correspondente sendo provocada pode ser obtida superpondo-se o
movimento vibratério v(x,t), e reescrevendo-se a equagao de equilibrio, ou seja:

(o] oSl o)
v+—=df(t)| +—|v+=df(t) =0 (7.93)
( m (
ou seja:
vW(xt) +g\7(x,t) - —g%f(t) (7.94)
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cuja integragao ja tem sido abordada em itens anteriores. Em outras palavras, a
vibragao introduzida por movimento apoio obtém-se simplesmente acrescentando-
se 0 movimento estéatico correspondente ao movimento de vibragéo. A Figura 7.16
b) exibe o caso do movimento estatico de uma viga engastada e apoiada com
movimento prescrito no apoio. De modo similar outros movimentos de apoio podem
ser considerados, bem como em estruturas mais complexas.

d.f(t)

= L
)

a) Viga simplesmente apoiada b) Viga em balanc¢o
Figura 7.16

7.5.1 — Vibracao de vigas com o modelo de Timoshenko

O modelo de flexao proposto por Timoshenko toma por base o fato de que a
deformada da viga por flexdo tem duas componentes, quais sejam: a deformada
considerada na teoria técnica de flexdo de Bernoulli v, , acrescida da deformagédo

por forga cortante v_. Em outras palavras, a deformado total v é dada por:

V=V, +V, (7.95)
ou sua derivagao:
Xty (7.96)
dx
onde:
-
dx (7.97)
— dVS
= dx

sendo o a rotacdo da secdo transversal da viga provocada pela flexdo e y a

distorcao provocada pela forga cortante. Além disso, as relagdes constitutivas séo
dadas, tendo-se em conta (7.96) e (7.97), por:
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.da

:—J—

dx

V=3y=s(d—v—aj
dx

onde M é o momento fletor, V é a forga cortante, j=EIl vem a ser o produto de

inércia e s =kGS o modulo de deformacao por forca cortante; sendo k o coeficiente
que depende da forma da secdo transversal da viga: por exemplo, para segcao
retangular k=0.8333, para sec¢ao circular k=0.9091 e para se¢éo do tipo duplo T tem-
se k=0.4762.

O equilibrio dindmico (segunda lei de Newton) de um elemento diferencial de
viga passa a ser expresso por (Fig. 17):

(7.98)

dV +pdx = (mdx)v
e (7.99)
Vdx —dM = —(mrdx)é

mdx V

VL) . & M+dM
X Trg lvmv
dx

mr’ &

Figura 7.17

onde p é o carregamento transversal. Cumpre ressaltar que a aceleragcao angular
considerada é apenas aquela dada pela contribuicdo da flexdo, uma vez que a
contribuicdo da forga cortante constitui uma distor¢cdo, que nao contribui para a
rotacdo da secdo transversal da viga. O expresso em (7.96) pode ficar assim
redigido:

av

——-mv=-p

S:\‘A (7.100)
——-V+mréa=0

dx

ou ainda, tendo-se em conta o expresso em (7.98)

s(v”—a')—mii:—p .
joc”+s(v'—oc)—mr2d=0 (719D

sendo oportuno assinalar que eventual carregamento por momento distribuido nao
esta sendo considerado (tal carregamento, como bem sabido, ndo ocorre em casos
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da pratica), e que para simplificar a redacao adota-se em (7.101) a classica notacao
de derivada em relagdo a variavel espagco por meio de expoente em numeral
romano.

7.5.2- VIBRACAO LIVRE

Considerando-se agora o caso de vibracao livre, ou seja (auséncia de
carregamento):

s(v”—oc')—m\'izo 02
jo' +s(V' — o) ~mri =0 (7:102)

onde o grau de derivacdo em x (variavel de espaco) é representada por expoentes
em numeros romanos, verifica-se que a solugdo pode ser expressa na forma
classica de separacao de variaveis, ou seja:

v(xt)=v(x)T(t)

(7.103)
a(xt)=a(x)T(t)
uma vez que levada em (7.102) resulta:
s(vll_al)T(t)—mvT(t):O “ 7104
jo'T(t)+ s(v' - a)T(t) —mr?oT(t)
ou ainda:
s(v'-o) T,
mv T(t) -0
(7.105)

onde —»®é a constante de separagdo. Assim sendo de (7.102) resulta a seguinte
equacao de frequéncia:
s(v” —oc')+m(02V =0
(7.106)
jo' + S(VI - oc)+ mréw?o. =0

cuja solugao, como bem sabido, é do tipo exponencial, ou seja:
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v =Ae™

(7.107)
a = Be™

onde A, B e L sdo constantes. Levando-se (7.107) em (7.106) tem-se o0 seguinte

problema de autovalor:
2 2 _ A O
A°S+Mmo SA _ (7.108)
B 0

SA jA? —s+mréw’

cuja equacao caracteristica é dada por:

A +ar®+b=0 (7.109)
onde:
mon? mriep?
a= s
o (7.110)
b= maow (mr Q) _EJ
S j j

e com isso os autovalores sao dados por:

—a-+a®-4b

hyp =
2 (7.111)
—a++a’®-4b
e

e, assim sendo, a solugdo do sistema de equacao diferencial (7.106) assim se
expressa:

v=Ae"+ A + A + A,

(7.112)
o =B,e" +B,e"?* +B,e" +B,e"

sendo que, por forca de (7.111), tem-se:

2 2
B :MAi
sh, (7.113)
=14

Um exame do expresso em (7.110) permite constatar em primeiro lugar que
o termo a® —4b é sempre positivo, pois
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(moa2 mrm? T [moo2 (mr%o2 SH
+— -4 — " ||=
S J S J J

2

2 2
(m(D _mr.co j +4m(.D >0

(7.114)

]

Além disso, as raizes A,, sdo complexas com parte real nula do tipo +Ai, e A,

s&o raizes reais do tipo A, para b negativo, ou seja:

~220 (7.115)

0 que implica em:

< h%5=mb (7.116)

sendo o, a frequéncia de bifurcagio da solugédo expressa em (7.114), com:

- /a+\/a2—4b
=\ 2
- —a++a®-4b
L= f—
2

De maneira mais comoda, o expresso em (7.112), para o<®, ganha a

(7.117)

seguinte redagéao:

v = Acos(),x) +Bsen(i_x) + Ccosh(A,x) +Dsenh(i,x)
sA2 + mo? (Dcosh(kbx) j (7.118)
+ —_—

sA2 —mw?
R S L
Shp +Csenh(i,x)

Bcos(A,x) — Asen( X))
SA

a

Ja no caso o>awm,, ou seja, b positivo tem-se que as raizes 1,, também sao
complexas com parte real nula do tipo +A.i, conferindo-se a equagéo (7.111) uma
nova e mais cémoda redacéo:

v = Acos(1,x) +Bsen(i,x) + Ccos(A x) +Dsen(i x)

2 2
Oc:ska—ma) (

sA2 —ma? (
SA

Bcos(i,x) — Asen(A,x)) +
SA

Dcos(A,x)—Csen(A X))

a Cc

(7.119)
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com:

p— 2 p—
P L (7.120)
2
Um caso singular ocorre para b nulo (o= w,) resultando A, também nulo o
que permite redigir (7.118) na forma limite:

v =Acos(r,x)+Bsen(A,x)+C

2 7.121
® Cx+D ( )

2 2
a=37‘a_mm (

. Bcos(i,x)— Asen(r X))+ m
s

a

Sucede que para A, tendendo-se para zero cosh(A, x)tende para valor unitario
qualquer que seja o valor da variavel x bem como senh(, x)tende para valor nulo.

Para se entender a situacao limite dos dois ultimos termos de (7.118), basta ter-se
em mente que o fator que os multiplicam tem denominador tendendo para zero, que
no caso do termo em seno hiperbdlico implica no limite classico:

Iim.{xw} S x (7.122)
ApX

e sendo que a constante D em (7.121) tem que ser entendida como o resultado da
multiplicacdo de um termo que tende para infinito por um termo que tende
igualmente para valor nulo de modo a que o produto seja finito.

As constantes de integracdo A, B, C e D séo obtidas tendo-se em conta as
condi¢cdes de contorno da viga. No caso de viga simplesmente apoiada, por
exemplo, tem-se:

vi0)=A+C=0
_ sh; —mo’ CA)+ SA2 + Mo’

S S
v({) = Acos(r, () +Bsen(A () +Ccosh(Ar, () +Dsenh(1, () =0 (7.123)

sA2 —ma’

P

o'(0) C=0

o'(0) = Acos(), () +Bsen(r,())+

S\ +ma’ (

S Ccosh(,()+Dsenh(2,())=0

que decorre do fato de se ter deslocamento impedido nas extremidades, bem como
momento fletor também nulo. As equagbes dadas em (7.123) em forma matricial
ficam:
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1 0 1 0
2 2 2 2
_Sh, —Mo 0 Shy + Mo 0
s s
cos(A,() sen(A,() cosh(i, () senh(A,()
2 2 2 2 2 2 2 2
_SA, —Mo cos(1,0) _Sh, —Mo sen(’.,) SA, + Mo cosh(,() SA, + Mo
L S s s S
A 0
B| |0
cl |o
D 0
(7.124)

A equacéo (7.124) consiste, pois, num problema de auto-valor, cuja equacao
caracteristica (determinante deve ser nulo) € dada por:

2 232 2 232
sen(xaﬂ)senh(kbﬂ)[(sxb+mm j -[S”a Sm“’ j ]—o (7.125)
s
implicando-se em:
sen(Ar,()=0
(7.126)
A =0,m2m...

No caso A,l=nn o expresso em (7.111) permite redigir a seguinte equagao bi
quadratica em o, :

2 % 2 2 ‘
mmr . Q(Lj ,m, mr? wg(”_“j {”_’Tj _0 (7.127)
S | ] \nm S J 4 4

resultando-se, pois, em duas raizes para a frequéncia natural »,denominadas

primeira espectra e segunda espectra respectivamente a frequéncia menor € a
maior, para cada n dado.

Vale nesse ponto esclarecer que no caso da frequéncia segunda espectra
ser maior que a frequéncia de bifurcacdo dada em (7.123), tem-se ainda como
raizes de (7.125) a possibilidade:

sen(r,()=0 (7.128)

implicando-se novamente em:

AL =0,m,2m... (7.129)

senh(1, ()
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resultando-se para esse caso de viga simplesmente apoiada novamente na
equacao (7.127). Em outras palavras, as novas raizes possiveis sao exatamente as
mesmas ja encontradas.

A equacao (7.128) pode ainda ser redigida na forma:

n:[@mj—ni(sm@siﬂjn:o (7.130)
E E
onde:
)
T.ln=(1)n - -
n
A (7.131)
n |E
Bn_ﬁ E
com
Yo =— (7.132)
nr

sendo n, a relagéo entre a frequéncia natural dada pelo modelo de flexdo de
Timoshenko e a dada pela teoria técnica da flexdo de Bernoulli.

A titulo de verificar numericamente a diferenca de resultados entre a teoria
técnica da flexdo (Bernoulli) e o modelo de Timoshenko, considere-se o caso de
uma viga retangular de a¢o. Nesse caso tem-se:

KG__ 1 53125
E  1.2x2(1+13) (7.139)
311.709 '
By=—""7—
¥

resultando-se nos valores arrolados na Tabela 7.1, onde se pode verificar que a
influéncia da deformacgéo por forca cortante combinada com o efeito da inércia de
rotacdo (modelo de Timoshenko) é realmente apreciavel para valores da frequéncia
da primeira espectra no caso de pequenos valores de v, .

Tendo-se em vista que a segunda coluna da matriz dada em (7.124) é nula
para os autovalores dados em (7.126), os correspondentes autovetores sao dados
por:
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Tabela 7.1
Y, 40 20 10 5
n, (12) |0.9873 | 0.9527 | 0.8475 | 0.6382
n, (28 [91.78 |23.78 |6.683 |2.219
0
B
7.134
0 ( )
0
resultando-se nos modos de vibrar:
v =Bsen(2,x)
2 2 7.135
o= Ska&Bcos(kax) ( )

SA

a

Cumprindo-se ressaltar que para cada valor de X, tém-se duas frequéncias naturais

o conforme (7.126), sendo que apenas a magnitude da relacdo de amplitudes dos
movimentos v e o mudam de uma dessas frequéncias para a outra. Em outras
palavras, dois movimentos acoplados com amplitudes diferentes.

7.5.3- ORTOGONALIDADE DOS MODOS DE VIBRAR

A ortogonalidade dos modos de vibragao decorrentes do modelo de viga de
Timoshenko pode ser demonstrada tendo-se em conta as relagdes constitutivas
(7.98) para um modo genérico de vibracao, ou seja:

M = o 7.136)
V,=s(vi—a) g
que levados em (7.106) permite que seja escrito:
v, +mo’v, =0
dx (7.137)
dM

—d—i+ \/I + mrz(l)iz(li =0
X
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Multiplicando-se agora a primeira equagao de (7.137) pelo modo v, e integrando-

se por parte o resultado no intervalo de zero a ¢, e 0 mesmo fazendo-se com a
segunda equagéao multiplicada pelo modo a; tém-se:

[ ] j dx+_[moa vvdx=0
(7.138)
[-May ] + j Morldx + j Vi dx + jmr%faia dx=0
0 0

0

Trocando-se os indices em (7.138), o que corresponde a se considerar as equacoes
(7.134) no modo j multiplicadas pelos modos i, tém-se:

[Vjvi ]; —~ j V,vidx + jmcojzvjvidx =0
( 0 [ 0 C C (7.139)
[ Moy ]+ [Mojdx + [ Viadx + [mréofa,adx =0
0 0

0

Somando-se agora as duas equacoes de (7.138) e subtraindo-se desse resultado a
soma das duas de (7.139) tem-se:

[V'V' = Vv; =Ma,; + Mo, ]; +

]

(Mioclj - Mjoc: )dx +

[VJ. (v: —oci)— \Y (v'] —aj)]dx + (0);2 —wf)j(mvivj + mrzoci(xj)dx =0
0

ot—

(7.140)

ot—

Por outro lado, tendo-se em vista as relagdes constitutivas (7.109) verifica-se de
imediato que:

o3 e
I[vj(v: —a) = Vi(vi - o) |dx :j{vj (%J_v{%ﬂdx 0

0

(7.141)

E, com isso, a equacgao (7.140) ganha a seguinte redacao:

(Vv = Vv, ~Ma; + Mo, | +(? —wf)j'(mvv +mraya)dx =0 (7.142)
0
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Como os produtos de valores de contorno sdo todos nulos, uma vez que em sendo
a deformada no contorno livre (por exemplo, v,) o esforgo correspondente deve ser

nulo (v, =0) e vice-versa, tem-se finalmente a relacdo de ortogonalidade:
l
j(mvivi+mr2aiocj)dx:0 (7.143)
0

uma vez que as frequéncias naturais séo distintas. Multiplicando-se a primeira de
(7.141) por v, e a segunda por o; e somar os resultados; e em seguida integrar a

soma dos resultados de zero a ¢ tem-se:

¢

(
I{—v ——oc +Va, }dx+(oi2 (mvyv; +mrlaya;)dx =0 (7.144)
0 0

resultando de (7.140) e (7.141), respectivamente:

{ﬂv.—ﬂa + Vo, }dx=0

¢
-([ dx ' dx
. , (7.145)
J{ﬂvi —Moc + Vo }dx = —mfj(mvivi + mr2ocioni)dx
oL dx dx 0
que consistem nas relacdes basicas da técnica da superposi¢cao modal.
7.5.4- VIBRACAO FORCADA: TECNICA DA SUPERPOSICAO MODAL
Retomando-se a equacgao de equilibrio dindmico (7.98), qual seja:
dv
—-mv=-p
dx (7.146)
dM 2
——+V-mria=0
dx

a solugao geral dessa equacao pode ser alcangada superpondo-se 0s modos de
livres de vibragao, ou seja:

= (7.147)

Inicialmente levando-se o expresso em (7.145) em (7.98) tem-se:
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M= _JZ a:Qi ZZ Ma,
i1 i1
V= Si(v: _ai)qi = iviqi
i i1

i=1

(7.148)

Tendo-se em conta o expresso em (7.145) e (7.146) a equacgao (7.144) ganha a
seguinte redacao:

[e¢] dV [’e]
Z dXI qi - valq p
':100 N = B (7.149)
_Z%qi-‘rzvlql mrzzaql
i=1 i—1 i=1

Multiplicando-se a primeira de (7.147) pelo modo v, e somando-se o resultado com
a segunda multiplicada pelo modo «; e integrando-se o resultado final de zero a ¢

tem-se:
(reldv M i
J'{z{_ivjqi -mvy qI oq + Viog, —mrzaiajdiﬂdx = —_[pvjdx (7.150)
oL ‘=L dx dx 0

ou ainda:
= efav M.
Zqij —v,———a;+ Vo, Zq_f mvv +mrioo, )dx_—jpvdx (7.151)

Tendo-se em vista o expresso em (7.145) a equacéo (7.148) passa a ter a seguinte
redacgao:
4 4 4

—qioaiz.f(mvivi +mrla,o; )dx —di_[(mvivi +mrlaa, )dx = —_fpvidx (7.152)

0 0 0

resultando-se finalmente:

¢
J.pvidx

G +w?q, = (7.153)

(
J.(mv +mréo ) X
0

Desacoplando-se, pois, 0 sistema de equagdes nas incognitas ;.



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

Considerando-se agora o modelo de amortecimento estrutural visco-elastico,
as relacdes constitutivas ao invés de (7.98) passam a ser expressas por:

M=-jla'+cd']|

V:s[v'—oc+c(\'/'—dc)] (7.154)

onde ¢ é o fator de amortecimento. Tendo-se em conta o expresso em (7.147) as
relacdes constitutivas (7.154) ganham a seguinte redacéo:

8

M=—j>"[ aig +caig | = -3 [Mg, + cMg]
. - (7.155)
V= SZ[( : _ai)qi +C(V: _ai)qi:| = Z[Viqi +Cviqi]
i=1 i=1
Resultando-se, a exemplo de (7.154):
¢
Ipvﬂx
G, +Co’Q + w’q = - 0 (7.156)
[(mv +mr2af)dx
0
ou ainda:
4
Jpvidx
g + 2504 + (Dizqi =7 : (7.157)
I(mvf + mrzaf)dx
0
onde:
co,
&= > (7.158)

a exemplo do modelo de amortecimento proporcional a rigidez (amortecimento
modal proporcional a frequéncia natural correspondente).

7.6- EFEITO DA FORCA NORMAL

A figura 7.18 a) ilustra uma viga simplesmente apoiada sob efeito de forca
normal e a Figura 7.18 b) a configuracdo de forgas no elemento diferencial, cujo
equilibrio, desconsiderando-se a inércia de rotacdo, fica agora com a seguinte
redacgao:
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V +dV +p(x,t)dx =V = mdxv(x,t)
—Vdx —Ndxv' —(M+dM) =0

ou seja:
ﬂ—mv(x t) = —p(x,t)
dx
ﬂ—v Nv'(x,t)=0
dx

resultando-se:

EVY(x,t)+CcENV"Y (x,t) +Nv"(x,t) + mv(x, t) = p(x,t)

(7.159)

(7.160)

(7.161)

onde N é a forga normal suposta constante ao longo da viga, e adotando-se a

relacdo momento curvatura do regime viscoeldstico: M= —El(vII +C\'/”) .

px,t)

A A

<KV

a) Viga

i ﬁ}iiM
Laxy

b) Equilibrio
Figura 7.18

A vibragéo livre ndo amortecida tem, pois, a seguinte escrita:

EIvVY(x,t) +Nv"(x,t) +mv(x,t) =0

(7.162)
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cuja integragéo pela técnica da separacao de variaveis, ou seja, v(x,t)=v(x)T(t)
resulta:

EVY +Nv' —me?v =0

) (7.163)
T(t)+o°T(t)=0
sendo harmdnica a solug¢do da segunda de (7.163), e a solugdo da primeira com as
condicdes de contorno de apoio simples nas duas extremidades o0 modo de vibrar
fica entao expresso por:

Vv, = sen? (7.164)
resultando-se na seguinte equacgao caracteristica:
in\* i\’
Ell —| -N| = | —-ma’ =0 (7.165)
( (
ou seja:
i\ [EIf, N
= = =1 7.166
“ (ﬁj \/m( i2n2EI] (7.166)
ou ainda:
° . N
[ﬁj —1-— (7.167)
(DO Nc
tendo-se em conta:
i?°El
N, = 12

(7.168)

que sao, respectivamente, a normal de flambagem da barra e sua frequéncia
natural. Valendo-se assinalar que, para a viga simplesmente apoiada, o0 modo de
flambagem e o modo de vibrar coincidem, resultando-se na forma desacoplada
(7.165). Para as demais vinculagbes a equacao de frequéncia (7.165) fica
transcendente. De qualquer modo, uma vez determinado o modo de vibrar, que
depende da forca normal aplicada, a solucdo da vibragdo forcada com
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amortecimento segue o roteiro ja apresentado no item 7.3. Cumpre ainda ressaltar
que, mesmo para as demais vinculagdes, o expresso em (7.164) consiste numa boa
aproximagao considerando-se 0s correspondentes parametros a exemplo de
(7.165).

7.7- VIGA SOBRE BASE ELASTICA

A teoria de viga sobre base elastica mais requintada considera reagcao da
base elastica proporcional ao deslocamento vertical da viga (modelo Winkler),
acrescida de um termo proporcional a rotagdo da viga (modelo Schiel-Pasternak),
tratando-se de uma formulacdo biparamétrica. O professor Frederico Schiel,
catedratico aposentado pela Escola de Engenharia de Sao Carlos da USP, publicou
seu modelo em 1942 na Alemanha (Der Schwimmen Balken, Zeitschrift fur
angewandte Mathematik und Mechanik, V22, 1942), e P. L. Pasternak na Russia
em 1954 (On a New Method of Analysis of a Elastic Foundation by Means of Two
Foundation Constant (in Russian), Gosudarstvennoe lzdalestvo Literaturi po
Stroitelstvu i Arkhitekture, Moscow, USSR, 1954).

A Figura 7.19 a) ilustra uma viga sobre base elastica, e a Figura 7.19 b) a
configuracao de forgcas em equilibrio no elemento diferencial. A equacao de
equilibrio da vibragao livre ndo amortecida tem a seguinte redacao:

EIvY (x.t) +kv(x,t) —kv" (%, t) + mv(x,t) =0 (7.169)

onde k, e k, s&o os parametros da base elastica, tendo-se em conta que (vide
Figura 7.19b):

My o
dx (7.170)
dVv(x,t)

—kv(x,1) +k,v"(x,1) + mi(x,t) = 0

e considerando-se a relagdo constitutiva M=-EIV" (x,t).

A integracao de (7.166) pela técnica da separagao de variaveis resulta na
equacao:

EVY —k,v" +(k, —ma?)v =0 (7.171)



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

,a] m,A,EIl M M+dM

X
1—%%33333@% vC Nveay
A/

AT
f { Kyv- KZV L

1 a

a) Viga sob base elastica b) Configuracdo de equilibrio

FIGURA 7.19

que € similar a primeira de (7.160), com solucdo sendo alcancada por
desenvolvimento similar.
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CAPITULO VI
INTEGRACAO EM TERMOS NAO FINITOS
VIBRACAO BARRAS E VIGAS

8.1 - Introducao

O presente capitulo é dedicado ao estudo da integragédo das equacoes
de movimento de sistemas continuos pela técnica da integracdo em termos nao
finitos, ou seja, solugdo ondulatéria, iniciando-se com o caso de vibragéo axial de
barras, seguido do estudo de vibragédo flexional. Destaque especial é dado ao
estudo da reflexao e refracao resolvendo a questao das condi¢des de contorno.
8.2 - Vibracao longitudinal de barras

A vibracéo livre de barra, como ja exposto no Capitulo VII, equacgéo (7.4),
tem a seguinte redacao:

U(x,t) =c2u"(x,t) (8.1)

que constitui a chamada equacéao de onda de D’Alembert, com:

CE\E 62)
m  \p

sendo p a massa especifica do material e ¢ a velocidade de propagacéao de onda,
como se verifica examinando-se a solucdo de (8.1) assim expressa:

u(x,t) =u,(n,) +u,(ny) (8.3)
onde:

N, =X-—ct
8.4
M, = X +ct 84)
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sendo u,(n,) e u,(n,) fungdes arbitrarias, ficando-se evidente que qualquer fungéo
que tenha por argumento n, =x—ct ou n, =x+ct vem a ser solugdo da equagao
de onda (8.1). A explicagao é bastante simples, pois:

duy(n;) _ duy(m;) dny _ duy(my)

dx dn, dx dn,
du,(ny) _ duy(n,) dn, _ du,(n,)

dx dn, dx dn,
du,(n,) _ du,(n,) dn; - ¢ du,(n)

dt d dt d

L X (8.5)

du,(ny) _ duy(n,) dn, —c du,(n,)

dt dn, dt dx
du(x,1) _ du,(n,) dn; + duy(n,) dn, - ¢ du,(n,) ic du,(ny)

dt dn, dt dn, dt dx dx
dZU(>2<,t) _c? d2u1(;11) e dzuz(;h) _c? dzuo;,t)

dt dx dx dx

sendo u,(n,) uma onda que se propaga na dire¢cdo positiva da variavel x como

ilustra-se na Figura 8.1, pois no tempo nulo a funcao depende apenas da variavel
X € no tempo genérico t essa mesma fungao acha-se deslocada no sentido positivo
de x da distancia ct. Afinal, a funcdo na variavel x =x-ct é idéntica a fungéao
original na variavel x, correspondendo-se, pois, apenas a uma transformacao de
coordenadas, com translacdo de magnitude ctdo eixo x. Em outras palavras a
velocidade da onda ndo pode ser confundida com a velocidade da particula, mas
consiste na velocidade da informacgao contida na forma da onda. Por outro lado, de
modo similar, u,(n,) consiste numa onda que se propaga na dire¢ao negativa da

variavel x, com a mesma velocidade (imagem especular da Figura 8.1). Vale ainda
enfatizar que fazendo x =ct—x o resultado é o mesmo ilustrado na Figura 8.1,
apenas invertendo-se o0 eixo X.

up

e
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Figura 8.1

As quatro primeira de (8.5) e mais a lei de Hooke permitem escrever:

o, = E—c(j;j(1 =Ee, = —Uﬁ/E_ =-Uu,pC
q (8.6)
u . .
G, = Ed_x2 =Ee, = U,Ep = U,pC

onde u, e u, sé@o velocidades da particula correspondentes empregando-se a
notagao classica de derivagcdo no tempo; o, e ¢, vém a ser a tenséo e a deformagéo
no material, respectivamente, e o produto pc vem a ser a impedancia mecanica. O

expresso em (8.6) indica que, no caso de onda de tragao propagando-se na direcao
positiva da variavel x, a velocidade da particula é negativa, e a velocidade da
particula é positiva para onda de compressao propagando na direcdo positiva da
variavel x; o contrario ocorrendo para propagacao na direcao negativa de x.

8.2.1- Condicoes iniciais

As condic¢des iniciais do movimento sao expressas por:
(8.7)

sendo e(x) a configuragao inicial dos deslocamentos e v(x) a configuracao inicial

de velocidades; ou ainda, por derivacao da primeira de (8.7) e do expresso na
terceira e quarta de (85):

%(X,t =0)= de(x) _ du;(x) N du,(x)
” > ™ o (8.8)
U(x,t =0)=v(x)=—c du;(x) te du,(x)

dx dx

cuja solucao se expressa:

du,(x) 1de(x) v(x)
dx 2 dx 2c
du,(x) _ 1de(x) N v(X)
dx 2 dx 2c

(8.9)

que, por integracéo, fornece o formato da onda que vai se propagar na direcao
positiva da variavel x (u,(x —ct) ) e o formato da onda que vai se propagar na dire¢éo

negativa da variavel x (u,(x +ct)), como ilustra-se na Figura 8.2.
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1 de(®) . v(X)
2 dx 2c
u,(x+ct)
u,(x-ct)
—

<V

1 de(x) v(x)
2 dx 2c

Figura 8.2
E interessante fazer um balanco das energias em jogo, explicitando-se o
produto da tensao pela deformacédo correspondente (energia de deformacao)

acrescido da energia cinética, na condigéo inicial e depois com as ondas ja
separadas, ou seja:

| | . . 2 | | . . 2
E(u|1+u|2)2+B(U1+U2)2:E Ul WytUp | U+l U+l )
2 2 ol 2 oG 5 2%

g(ufwg)

deixando-se claro que a soma das energias individuais das ondas u,(x—ct) e
u,(x —ct)é igual a energia das ondas superpostas inicialmente, e isso explica a
razao de a energia total, quando se tem varias origens, ser exatamente as somas
das energias individuais. Afinal, as energias em questao sdo grandezas escalares
conservativas.

8.2.2- Condico6es de contorno (reflexao)

As condi¢cdes de contorno, igualmente, sdo de dois tipos, quais sejam,
deslocamento prescrito num dado ponto especificado da coordenada x,:

u(X = X,, 1) = u,(X, —ct) +u,(X, +Ct) (8.10)
ou ainda:
U(X,,t) = U,(x, —Ct) +U,(X, +ct) (8.11)

uma vez que, para se ter o mesmo deslocamento da particula, deve-se ter também
a mesma velocidade; ou deformacéo prescrita num dado ponto, ou seja::
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du(x,,t) _ du,(x, —ct) N du,(x, +ct)

(8.12)
dx dx dx
ou ainda:
o(X,,t) = o,(X, —Ct) +0,(X, +Ct) (8.13)
multiplicando-se os membros (8.12) pelo médulo de elasticidade.
No caso de apoio fixo, por exemplo, tem-se de (8.11):
U, (X, —Ct) +Uy(x, +ct) =0 (8.14)

mostrando-se que, no caso em que a onda incidente for u,(x —ct), a onda refletida
sera exatamente u,(x +ct) =—u,(x —ct), como ilustra-se na Figura 8.3

> u,(x-ct)

>
X

u,(x+ct)
Figura 8.3

Por outro lado, tendo-se em conta (8.6), tem-se uma nova redagéo para o
expresso em (8.14), ou seja:

—0,(X, —Ct) +0,(X, +ct) =0 (8.15)

mostrando-se que a onda refletida tem tensdo de mesmo sinal que a onda incidente,
dobrando-se assim, pela superposi¢ao, a tensao nesse ponto; fenébmeno conhecido
com chicote de tenséo.

No caso de superficie livre de tensédo, o expresso em (8.13) ganha,
multiplicando-se pelo moédulo de elasticidade, a redacéo:

c,(X, —Ct) +o,(x, +ct) =0 (8.16)

mostrando-se que a tens&o da onda refletida (u,(x+ct)) tem sinal oposto ao da
onda incidente (u,(x+ct)), mas, tendo-se em conta (8.6) o expresso em (8.16)
ganha a redagéao:

—U,(X, —Ct)+U,(x, +ct)=0 (8.17)

Indicando-se que a onda refletida tem velocidade da particula de mesmo sinal do
da onda incidente, deixando-se evidente que, na superposi¢cao, a velocidade (ou o
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deslocamento) fica dobrado; fendmeno conhecido como chicote de velocidade (ou
de deslocamento).

Um exemplo ilustrativo de como o movimento ondulatério resolve o problema
de vibragao de barra foi magistralmente desenvolvido por Ray Clough (Dynamics of
Structures, 32 ed., 1993, Mc Graw Hill). Trata-se de uma barra subitamente
carregada na extremidade livre, como indicado na Figura 8.4, cuja solugédo pela
técnica da superposicao modal (vide item (7.2.2)) resulta:

4o, & i(1+cosmt (2 —1)nx
B)=—2) (-1 ' A
o(x,t) . ;( )[ P ]cos o7 (8.18)
onde:
, (8.19)
(2i—1)nc
w. =
' 20

e a solucao pela via ondulatéria é dada pela superposicao dos trens de onda de
compressao o,(x+ct) e o,(x—ct), como ilustrado na Figura 8.5.

o
Il

0 O(t

N

P
S

(AR

14

Figura 8.4

Afinal, da direita para a esquerda propaga-se inicialmente uma onda de
compressao o(x+ct) =c,, que, ao chegar no apoio, encontra uma onda de com

pressdo propagando-se da esquerda para a direita o(x —ct) = c,, dobrando-se no

apoio a compressao (chicote de compressao). E essa onda de compressao ao
chegar a extremidade livre encontra uma onda de tracdo o(x +ct) =, propagando-

se da direita para a esquerda, mantendo-se assim nessa extremidade a tensédo de
compressdo o,. Todavia, no interior da barra, a tensdo, assim como o

deslocamento, € a obtida pela superposicdo das ondas ai propagando-se:
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—
F—t— e —— - — o ——«——l——l——n——n——a——a——-o—T——r—q——«——u——l——l——»——a——a——+—+——|-——|
Compressdo P 4 Compressao P
Reflexdo da compressdo no 1* no apoio | | P
|
® Tragdo P [ Tragdo P ®
Reflexio da tragio 3 no apoio sy | : : [ Reflexdo da 2* na extipmidade
@ . Compressdo P : : Compressdo P @
Reflexdo da tragio §*no apoio ey | I | [ Reflexjio da 4* na extremidade
| |
® etc. I : etc. ®
======= | e —
® @ ! ®
g ! } ! —— =1 [ [ |
T
| N |
-4/ | A=4l
A-——=——= #— g
|
L P (x+ct) Trem de compressdo (D
I I 1 | | €= 1 I 1 I 1
b
|
|
|
Trem de compressao @ ! P, (x-ct)
I 1 I = | | 1
Figura 8.5

Explicitando-se a tensdo em série de Fourier, o trem de onda de compressao
viajando da direita para a esquerda é dado por:

o,(n) = By + Z(Bj cos 2jm +A;sen 21””)) (8.20)
2 T A A
onde:

N =X+ct
r=4(

2 2 2
0=5 0c51(1*|)dn ﬂ(_co)%: S,

3¢

2 1 2T 2 4/ jTm
B =— cosj—ndn=—(-c,)—Ssen— 8.21
j }b-[o c;(n)cosj X nan 45( GO)Zjn 20), ( )

:(_1)k 2(_60) S k= J+1
(2k—1)m >

2 2jn
A = on 01(n)sen%dn -0

resultando-se:

(8.22)

o,(n) =o,(x+ct) = —% + i(_1)k (;((—_610))71 cos (2k —1)‘212c(x +ct)
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e de maneira analoga, a onda tensao correspondente ao trem de onda viajando da

esquerda para a direita:

oy(x—ot) =~ %2+ 3 (1 ~00) o (k= T2n(x—ct)
2 & 2k ) 4(

ficando-se a superposicao expressa por:

(Xt)=—GO+GAX—CU+m%(X+CU=

~G,+ Y (-1 2200) | 5pog 2MEKT) | og 272K T)
k=1 2k )n 4( 4¢

uma vez que: cosA(x —ct) +cos A(x —ct) =2cos Axcos At), ou ainda:

4 2 (o (2= nx
t)=—— —coso,t
o(x,1) nco[ + 2 (N 5 — 5 CosO, j

k=

N

-

onde:

€ com isso:

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

X ot
2k—1j

(8.29)



VIBRAGAO DS ESTRUTURAS

que vem a ser coincidente com o resultado obtido pela integragdo finita
(superposicdao modal), como expressa em (8.18).

8.2.3 — Fonte pontual de ondas (vibracao forcada)

Considere-se agora o caso de uma carga pontual harménica provocando-se
uma onda propagando-se para o lado negativo e outra propagando-se para o lado
positivo, como ilustra-se na Figura 8.6 a), cujo equilibrio, como ilustrado na Figura
8.6 b), se expressa:

o,(X, +ct) —o,(x, —ct) = o senwt (8.30)

sendo x, a ‘posi¢do de aplicagéo da carga, o, =P /s, e a compatibilidade é dada
por:

u,(x, +ct) =u,(x, —ct) (8.31)

permitindo-se redigir o seguinte sistema de equacdes, respectivamente:

. . ()
U, (X, +ct)+u,(x, —ct) = —Lsenot
2( 0 ) 1( 0 ) oC © (8.32)

Uy(X, +ct) —u,(x, —ct) =0
resultando-se:

U, (Xy — Ct) = U, (X, +Ct) = %senmt (8.33)

podendo-se obter a solugao por simples integragao.

u, (x-ct) P senwy

/\_>/\HI(X-Ct)

9"

<V

a) Configuracdo de ondas

P sen Wi
o—>

G, / oS
<—/<—

%

b) Configuracio de equilibrio

Figura 8.6
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e, naturalmente, as ondas em jogo podem ser expressas por:

u, = isen{@(x —ct)}
2pC A

u, = %sen{i—n(x + ct)}

sendo A =2nc/® 0 comprimento das ondas em questao.

8.2.4- Refracao

A Figura 8.7 a) ilustra a interface de dois meios materiais, com médulos de
elasticidade diferentes como indicado. Como o equilibrio na interface implica na
igualdade das tensdes nos dois lados, uma vez que nao ha carregamento aplicado;
e igualmente o mesmo deslocamento em ambos os lados da interface. Para uma
onda incidente u,(x —c,t) essas condigbes sdo satisfeitas com o concurso de outras
duas ondas, quais sejam, a reflexao u,(x +c,t) e arefragdo u,(x —c,t), como ilustra-

se na Figura 8.7 b), e com isso tem-se:

(8.34)

[IPl]

onde “e” refere-se a grandezas do lado esquerdo (meio 1) e “d” a grandezas do lado
direito (meio 2).

> X0

E; E,

a) Meios diferentes

u,(x-ct)
o —>
< us(x-c,t)
u,(X+Ct)

b) Configuracdo de ondas

Figura 8.7



VIBRAGAO DS ESTRUTURAS

O expresso em (8.34) permite entado redigir:

| | |
Eu, +Eu, =E,uy

| | | (8.35)
—C,U; +C,U, = —C,U,
resultando-se:
e e
2™1 12 (8.36)

| 2E.c, |
Uy = ———U,
E.c,+Ec,

que relaciona entdo a magnitude das ondas refletida e refratada em relacdo a
magnitude da onda incidente.

8.3 — Ondas viscoelasticas

A equagéo diferencial da onda viscoelastica assim se expressa:

. 1.
u'+cl' - —i=0 (8.37)
r
onde c representa agora a constante de viscoelasticidade e v, uma velocidade de
referéncia expressa por:

v = |5 (8.38)

cuja integragdo em termos ndo finito (formulagdo ondulatéria) empregando-se
notacdo complexa tem a seguinte redacéao:

u= AP (8.39)

na qual B € o numero de onda, A a amplitude, x a variavel espacgo, t a variavel

tempo, o a frequéncia angular da onda e i a unidade imaginaria. Substituindo-se
(8.39) em (8.37) tem-se a seguinte escrita:

2
(@)

w2
Vr

B? —wcpfi-— =0 (8.40)

cujas raizes se expressam:
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S0 1 o [Tred o U (8.41)
v, \1-oci v, \1+o°C v,
onde
A= 12 2
1+o°C (8.42)
B=—2
1+ w°C
ou ainda em forma polar:
p=—"\p.e” (8.43)

onde

0 =arc| cos = > >
1+ o

mj (8.44)

sendo p.0 médulo e 0 a fase do complexo. Na equagéo (8.55) considera-se agora

apenas o sinal positivo da raiz da equacao (8.41), que corresponde a propagacao
da onda no sentido positivo da variavel espaco. O expresso em (8.43) pode ser
redigido também na forma

[3=J_r£41 12 . (cos(gjﬂsen(gnzA#B*i (8.45)
v, 1+ o0

()
—F son(3)

e, com isso, a equacao (8.39) ganha a seguinte redagao

onde

<|8

(8.46)
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Uz Aei[(A +B i)x—mt] _ Aei(A*x—mt)efB*x (8.47)

que corresponde a uma onda com velocidade de propagacao da por
V=— (848)

e cuja amplitude cai exponencialmente ao longo do espaco (propagacgao
evanescente).

8.4 Ondas de flexao

A teoria técnica da flexdo, como visto no Capitulo VIl (equagéao (7.38)),
resulta, para a vibragao livre de viga, na seguinte equacgao diferencial:

dv 1 d?v
v, 9v_ 8.49
dx* | 22 di? (8.49)
onde:
a= |2 (8.50)
m

cuja integracdo em termos nao finitos (solugdo ondulatéria) em notacdo complexa
tem a seguinte redacao:

v(x,t) = Ag'®*! (8.51)

ganhando-se (8.49), tendo-se em conta (8.51), a seguinte escrita:
2
k* - [9] (8.52)

cujas raizes sao:
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(8.53)

e, com isso a solugao se expressa:

v(x,t) = £A1e_\/::X ; Aze‘Eje““" . Azei(@mt] . A@iEEXm] (8.54)

sendo que as duas primeiras parcelas da solugdo constituem uma onda
evanescente, ou seja, uma vibracao que se dissipa com o tempo, e as duas ultimas
uma onda propagando-se com a velocidade:

c =+ao (8.55)

deixando-se evidente que a onda de flexao € de natureza dispersiva (velocidade de
propagacao depende da frequéncia).

8.5 Ondas de flexao de Timoshenko
A equacao de onda de Timoshenko tem a seguinte redacgao:

kGS(v” —e')—m\'i =0
—EI0" —kGS(V' =0) +mr26 =0

(8.56)

onde v denota a deflexdo total da viga, 6 a rotagdo da secéao transversal devida ao
momento fletor, k, S, G, E, |,m representam, respectivamente, o coeficiente de
cisalhamento da secéo transversal, a area da secao transversal, 0 modulo de
elasticidade transversal, 0 médulo de elasticidade, o momento de inércia da se¢ao
transversal e a massa por unidade de comprimento da viga.

A integracdo da equacéao (8.56) em termos nao finitos empregando-se a
notagdo complexa se expressa:

v=Aexp|i(ot-px)]

8.57
0 =Bexp|i(ot—Bx)] (8.57)
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onde i representa a unidade imaginaria, B denota o nimero de onda, ® a

frequéncia angular da onda e A e Bséao, respectivamente, as amplitudes da
deflexdo e da rotacdo da secédo transversal da onda propagando-se na direcdo

positiva.
Tendo-se em conta (8.57), o expresso em (8.56) permite escrever-se:
o° 2¢ Y
B? =— 1+n4_r\/(1—n)2+(—) (8.58)
2c ro
onde:
n=E/kG
(8.59)

c-JEp

sendo p a densidade da massa da viga. As componentes do autovetor
correspondente sao entao expressas por:

_T]r2 2 1 2
A‘?[B o j (8.60)

B=i

sendo importante enfatizar que o expresso por (8.58) indica haver dois pares de
raizes com bifurcacao (solugdo complexa) quando:

14 :\/(1_”)2 +(2_°j (8.61)

ro

cuja frequéncia da bifurcacao (raiz complexa) é dada por:

(8.62)

o =2
br\/ﬁ

sendo que, para o> ®,, tem-se propagacdo ondulatéria, enquanto que, para
o<®m, 0 movimento constitui uma vibragdo amortecida ao longo do espago,

conhecido como movimento evanescente. Em outras palavras, o expresso em
(8.58) indica haver dois modos acoplados de propagacéo entre a deflexdo v e a
rotagéo 0, sendo de movimento evanescente o < m,. O primeiro modo acoplado é
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também conhecido como primeiro espectro e 0 segundo denominado segundo
espetro.

Cumpre, finalmente, registrar que a abordagem das condi¢des iniciais de
deslocamento e velocidades, reflexdo, refracdo, bem como a abordagem de
carregamento concentrado, como feito para o caso de ondas axiais nos itens 8.2.1,
8.2.2, 8.2.4 e 8.2.3, respectivamente, podem ser desenvolvidos de modo similar,
tendo-se em conta que agora as ondas em jogo acoplam deslocamentos e rotacdes.
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CAPITULO IX
IINTEGRACAO NAO FINITA NO MEIO CONTINUO:
MOVIMENTO ONDULATORIO

9.1 - Introducao

A equagdo de movimento relativa ao meio continuo tridimensional em
formulacdo segundo o modelo linear envolve trés grandezas vetoriais (tensores de
primeira ordem), quais sejam, deslocamento, carregamento superficial distribuido e
forcas volumétricas; duas grandezas tensoriais de segunda ordem, quais seja,
estado de tenséo e estado de deformacéo, bem como um tensor de quarta ordem,
que sao as constantes da Lei de Hooke.

A Figura 9.1 a) ilustra um meio continuo tridimensional, indicando-se os
movimentos u(x,y,zt), v(x,y,zt) e w(x,y,z,t) de um ponto material segundo,
respectivamente, os eixos coordenados de referéncia Ox, Oy e Oz, um
carregamento superficial e um elemento infinitesimal do meio continuo, e a Figura
9.1 b) a orientagao de suas componentes de tenséao.

b) Estado de tensio

a) Sistema material e movimentos

Figura 9.1
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A componentes da grandeza deslocamento sdo designadas em notagao
vetorial por:

u(x,y,z,t)
v(X,Y,2,1) (9.1)
w(X,Y,z,t)

sendo u(x,y,z,t) o movimento de um ponto material do meio continuo segundo o
eixo Ox, v(x,y,z,t) segundo Oy e w(x,y,z,t) segundo o eixo Oz . As componentes
do carregamento superficial sdo dadas em notagéo vetorial por:

P.(X,Y,2,1)
P, (X:Y,21) (9.2)
P, (X,y,Z,t)

onde o indice indica o eixo correspondente a direcao, e igualmente a forca
volumétrica por:

Px(X,Y,Z,1)
p,(X,y,z,1) (9.3)
p,(X,y,2,1)

incluindo-se naturalmente nesse vetor as componentes da forca de inércia
(D" Alembert).

As componentes do estado de tensdo em notacdo vetorial assim se
expressam:

(9.4)

sendo que as trés primeiras sdo componentes normais de tensdo e as trés ultimas
componentes de cisalhamento; bem como as correspondentes deformagdes:
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sendo as trés primeiras os alongamentos especificos e a trés ultimas as
componentes de distor¢go.

Pois bem, conhecidos os carregamentos, as relagdes necessarias para a
determinagdo das componentes de deslocamento, tensdo e deformagédo, em
numero compativel com as incognitas envolvidas, séo consistentemente em nimero
de quinze, sendo seis decorrentes da Lei de Hooke:

8)( GX
Sy Gy
SZ GZ
=[M] (9.6)
Ty Txy
sz Tyz
YZX TZX

onde a matriz [Mij] contempla as constantes da Lei de Hooke, bem como seis

relagdes decorrentes da compatibilidade entre as componentes de deformagéao e as
derivadas do estado de deslocamento (modelo de pequenos deslocamentos):

x ou/ox
By OV /Ox
g, OW/0x

Ty ov/ox + ou/oy
Yye OW/oy + ov/oz
ou/0z + ow/ox

e mais trés equacdes de equilibrio:
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an atxy asz '

+ + =pu
ox oy 0z
oc, Ot ot .

A ) (9.8)

oy  0OX 0z
an a‘Exz atyz )

+ + =pW
0z  0OX oy

ganhando-se o movimento livre, no método dos deslocamentos, a redagao:

°. G + +
X ox?  oy? oz°

0 o°v  0%v azvj .
— -pv=0

(A +QG)

o o%u &4 62u] )
— -pu=0

°. G + +
oy ox?  oy® oz°

2 2 2
(x+G)Z—e+G 0 W+a W+a W]—pW:O

(A+QG)

X ox®  oy?  oz°
onde p € a massa especifica do material e G € o modulo de elasticidade transversal
e

e=¢, +g, +¢,
vE (9.10)
A+v)(1-2v)

sendo que a primeira de (9.10) vem a ser a expansao volumétrica e a segunda a
constante de Lamé, onde E é o médulo de elasticidade.

Um exame do expresso em (9.9) indica que, no caso de movimento com
expansao volumétrica nula, o sistema de equacdes se desacopla, ou seja:

o’u d°u  du .
G ox® +6y2 Yz ) =0
o°v  0°v v y
e oy?® Yz )T =0
o*w . o’w  oPw
ox?  oy?  oz°

(9.11)

]—szO

que vem a ser uma equacao de onda tridimensional, com solugao do tipo:

y(Xy,z,t) =y, (x-city—ct,z—ct)+y,(x+ct,y +cit,z+c,t) (9.12)
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onde:

C, = G (9.13)
p

que consiste na velocidade da onda de distorgao.
A outra onda no meio continuo tridimensional € a chamada onda de dilatacéo,
que nao apresenta movimento de rotacao, cujas componentes sao dadas por:

1(ov adu
0,==| —-—
2\ ox oy
o - MW _¥ (9.14)
2\ oy oz
1(ou ow
® =—| ———
Yo 2loz ox

que sao visiveis com facilidade quando o sistema de referéncia esta posicionado
segundo as diregcbes principais, como exibe-se na Figura 9.2. Na Figura 9.2 a)
indica-se 0 caso em que ocorre apenas expansao, € no caso exibido na Figura 9.2
b) a expansao ocorre mantendo-se direcao principal, ou seja:

v
de
X X
a) Diregdo principal sem rotagdo (W, =0) b) Direg¢do principal com rotagdo ¢,
Figura 9.2
oo 2 _Mov (o 915)
OX oy 2| ox oy
sendo de fécil verificagdo que:
_v_ou_ov_odu (9.16)

o, = = — —
ox oy oOx oy
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onde a notagéo barra superior indica 0s mesmos movimentos em outro sistema de
referéncia, como ilustrado na Figura 9.3.

NN\ T
\\\ ///7i
\\ ///
\ ///\OL —>4
X
Figura 9.3

Pois bem, admitindo-se que o movimento contempla rotagéo nula, ou seja,
o, =0, =0, =0, os deslocamentos podem ser expressos por um potencial, ou

seja:

Lo 00
OX

v=a—(P (9.17)
oy

wo2®
0z

resultando-se:

2 2 2
8f+8f+6f
ox~ oy® oz
de _0ou odu du
ox ox* oy* o0z°
de o dv oV
oy ox® oy* oz°
de _o'w dw o'w
oz ox*  oy* oz°

e =

(9.18)

permitindo-se, nesse caso, uma nova redacgao de (9.9), ou seja:
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o’u éu ou) .
(A +2QG) PV + Y +azzj—pu:0
v v 0°v .
(A +2G) PV Y t j -pv=0 (9.20)
2 2 2
(n+26) ZW, TW O Vzvj—p\)\?:O
OX oy 0z

resultando-se, pois, em movimento ondulatério novamente desacoplado, cuja

velocidade de propagacao é dada por:
¢, = ,X+ZG (9.21)
p

que vem a ser a velocidade da onda denominada de dilatagdo. Cumpre assinalar
que, como mostrado em textos classicos de elastodinamica, nao existem outras
ondas no meio continuo que nao estas duas anunciadas.

A titulo de informacgéo, a Tabela 9.1 indica as velocidades das ondas de
dilatacédo e de distorcdo para alguns materiais.

Tabela 9.1 — Velocidades das Ondas de dilatacéo e de distorcao

Material C2em Km/s Ciem Km/s
Aco 5.940 3.22
Cobre 4.56 2.25
Aluminio 6.31 3.10
Vidro 5.79 3.35
Ferro 5.06 3.19
Borracha 1.04 0.27
Concreto 3.09-4.38 1.09 — 2.68
Argila umida 1.50 0.15
Solo argiloso 0.799 0.26
Areia densa 0.482 0.25
Areia fina 0.300 0.11
Areia média 0.349 0.167
Cascalho 0.750 0.18

9.2 — Reflexao e Refracao das ondas de distorcao e de dilatacao

A Figura 9.4 ilustra a incidéncia, segundo um angulo 6, de uma onda de
distorcao horizontal em perspectiva ficticia, denominada SH, expressa por:
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(9,22)

Figura 9.4

e a reflexdo, segundo um angulo 6,, de uma onda também de distorg&o horizontal
expressa por:

) (9.23)

pois, para ndao haver movimento na superficie de engaste, uma onda também SH
deve estar presente. Assim, na superficie de engaste tem-se:

0
(9.24)
0

s <l cl
Il

e essa condi¢ao implica na superposi¢ao das duas ondas, ou seja:
wW(x,t) =w,(x —ct)+w (x —ct) =0 - w (X —ct) =-w,(x—c,t) (9.25)
resultando-se que a onda refletida tem movimento inverso do da onda incidente. E

preciso assinalar que o eixo OZ dos trés sistemas de referéncia em jogo sao
paralelos e normais ao plano da figura.
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Por outro lado, como no ponto P distante ¢ do ponto P, o expresso em (9.25)
deve ser verificado nas mesmas condigbes, e a Figura 9.5 exibe a configuracao
geométrica para que isso venha ocorrer, ou seja:

CAt  cAt

(= =
send seno,

(9.26)

que consiste na conhecida lei dos senos, mostrando nesse caso que o angulo de
reflexdo é igual ao de incidéncia.

q

Configuragdo de chegada em P e P’
Figura 9.5

E importante assinalar que durante todo o tempo a superposicéo das duas
ondas no ponto P deve ter resultado idéntico, implicando-se em:

dr=c,At=dh, (9.27)

mostrando-se a condi¢do, nesse caso, de os comprimentos percorridos pelas duas
ondas em jogo no ponto P serem iguais.

A Figura 9.6 a) ilustra as tensdées em jogo, também em perspectiva ficticia, e
a Figura 9.6 b) mostra os angulos envolvidos.
As tensbes de cisalhamento da onda incidente e da onda refletida sdo expressas
por:
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t =G
dx

(9.28)

b) Configuracdo de angulos

Figura 9.6

e as matrizes dos tensores correspondentes ficam entdo expressas por:

(9.29)
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bem como as matrizes dos cosenos diretores dos eixos Ox e Ox em relacdo ao
eixo OX, respectivamente, expressas por:

senf -cos6 O
[T]=|cos6 senb O
0 0 1
senf cos6 O
[T']=|-cos6 seno 0
0 0 1

(9.30)

e, assim sendo, a superposi¢ao das tensdes de cisalhamento segundo o eixo Ox
fica expressa pelo tensor:

0 0 rxzsene+r*x,z.sen0 (9.31)
0 0 7,,086 —1 . .cos6

1,8end+t..send 1,C0sO- 1 ..cOSO 0
Xz Xz

onde [5] é o tensor na superficie de engaste, Indicando-se que, tendo-se em vista
(9.25) e (9.28), o cisalhamento 1., se anula como esperado, pois 0 engaste ndo se
distorce, e o cisalhamento 1, fica dobrado a menos do fator cos6, pois:

T = T,,S€N0+1 . .send =0

. (9.32)
Ty; = 1,,C080 —1 . .cosb =21,
confirmando-se assim o também esperado chicote de tenséo.
Examinando-se a reflexao em superficie livre tem-se:
T, =1,,€080—1..c0s0=0 (9.33)

ou seja:

(%—dl*j0089=0—>wi =w (9.34)
dx dx
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em outras palavras, a tensdo de cisalhamento na interface se anula, e o
deslocamento, na superposicdo acaba ficando-se dobrado (chicote de
deslocamento).

A Figura 9.7 indica a reflexdo e refragdo para uma onda incidente de
distor¢ao (SH) em presenca de dois meios elasticos com os modulos de elasticidade
indicados, bem como a geometria envolvida.

w (X-ct)

pa g
w; (X-ct)

w*(x*%ct)
Figura 9.7
Pois bem, em primeiro lugar a lei dos senos resulta na escrita

B
sen6® = S seno (9.35)

C1
e a continuidade de deslocamentos implica em:
w,(x —ct) +w (x" —ct) = w?(x® —ct) (9.36)

uma vez que a continuidade dos deslocamentos impde a igualdade dos
deslocamentos verificados no meio G, que é dado pela superposicao da onda
incidente com a onda refletida, com o deslocamento verificado no meio G®, que é
o produzido pela onda refratada; bem como a igualdade das tensdes de
cisalhamento nos dois meios:

B

T +T..= ri‘BZB — coseG[% - %j =cos0°G® ow (9.37)

2oy oX  OX xB

resultando-se no sistema linear de equagoes:
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wo(x® —cft)-w (x —ct)=w,
Gy C, cos6® . 5
G c® cos6

cuja solucéo resulta:

2w, (x —ct)
Gg ¢, cos6®
G ¢ cos@

WX —ct) = 1-2w,(x —ct)

w8 (x® —cbt) =

1+

Gg C, cos6P 2w,(x—ct)
S Gy

1+ 5
G c; cos6

we(x® —cft)+w (X —ct)=w,

(9.38)

(9.39)

levando-se ao grafico da Figura 9.8, mostrando-se que a onda refletida e a refratada

invertem o sinal em 6 =51.34° tendo-se em conta:

B
G 064
G

B
% _o08
C

(9.40)

indicando-se onda de reflexao nula e onda refracao igual a onda incidente.

GB
Gl
0,0] —> .
: % C]
| . Cy
1OF-—== T T
| | |
30° 5134 60° 90°
Figura 9.8

A Figura 9.9 exibe o caso da onda plana de cisalhamento vertical incidente
na interface engastada v,(x —c,t), provocando-se reflexdo de uma onda plana de

cisalhamento vertical v'(x" —c,t) mais a reflexdo de uma onda plana de dilatagao
u(x, —c,t) tendo-se em conta que os deslocamentos vertical e longitudinal na
interface sao nulos, exigindo-se, pois, a superposicdo com outras duas ondas.

Assim sendo, as seguintes relacdes estao em jogo:
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c
sen6, = —2senod
C1

U=-v(x-cit)cos0+Vv (x —c,t)cosd+u(x, —c,t)send, =0 (9.41)
V=v(x—ct)send+v (x —c,t)send-u(x, —c,t)cosO, =0

resultando-se:

V(X —c, )2%”)(_01’[)
v (9.42)
u(x, —c,t) :anev(x—c t)
" 727 cos(6, - 0) !

lembrando-se que, quando sen®, >1, ocorre bifurcacdo da solugdo e as reflexdes
dao lugar a onda de superficie como ja referido.

vi(x-¢t)

y\/x

Figura 9.9

A Figura 9.10 exibe as ondas de tenséo no caso de interface livre, na qual as
componentes de tensao o, e 1, sao nulas, ou seja:

oy =1,,56N20—1 . .sen20+c,c0s’ 6, =0
Xy

(9.43)

Ty = —1,C0S20 -1 . .c0s20 -, 1sen29u =0
Xy 2

onde emprega-se a transformacao tensorial via férmula com arco duplo, resultando-
se:
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d(x, —c.t) = — xsen40
v sen20sen20, + k2 cos? 20
o » (9.44)
e (e sen20sen26, —k“cos” 26
V(X —et) =

~ sen20sen20, + k” cos® 20

onde ja se considera as tensdes em termos da velocidade das particulas. sendo:

_G
C,

(9.45)

K

verificando-se igualmente a possibilidade de bifurcagdo da solucao.

Figura 9.10

A Figura 9.11 exibe o resultado da relagéo v(x —c,t)/v'(x" —c,t) para angulo

de incidéncia de zero a 90 graus e varios valores do coeficiente de Poisson.
A refracao e reflexdo da onda de cisalhamento vertical é ilustrada na Figura
9.12 com as seguintes relagdes prevalecendo-se:
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\

VH(x*-cqt) 10
Viean 0.5
0

-0.5

-1.0

Figura 9.11

c
send" = “2send
C1
B
c
send*® = Zseno
C1
B
c
sen0“® = “2.send
C1
U=-v(x—c,t)cos0+V (x —c,t)cosd+u(x" —c,t)send” =
v (x"® —cPt)cos 0"® + u®(x*® —c5t)senp“® (9.46)

V=-v(x—cit)send+v (x —c,t)send—-u(x —c,t)cose’ =
vB(x*® —cPt)send*® + u®(x*® - c5t)cos 0*®
7,,5eN20 - 7 . .sen20 +c, cos” 0" =77, .sen20" + ] cos® 0

~T,,C0820 -1 . . C0S20 — c'sen20’ = —r?y, c0s20"® + cosen20'®
sendo que as grandezas indicadas com B como indice ou poténcia referem-se ao
meio superior, e as igualdades de deslocamento, bem como das tensdes constituem

as quatro equagoes, ou seja:
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—sen®’  —cosH cos0*® —cos0'®
cos 6’ —send cos6*® send'® u
5 5 .
v
K?2cos20 —ksen20 — O CBZ (k®)? cos20"® —G—CBz(kB)ZCOSZGVB 5=
Gc; Gc, u
B B vB
—sen20" —kcos20 _G CBZ sen20® G CB"’ sen20*® (9.47)
L C, C, ]
—Ccos0
cos o
v
-kcos20
kcos20

onde:

k_/k+2Gum26
Gcos 26"
szJxB+2GBam2WB
Gcos20®

(9.48)

que permitem determinar as duas fung¢des de reflexao e de refracdo. Valendo-se
observar que sao varias as possibilidades de bifurcacdo segundo as 3 primeiras de
(9.43).

Figura 9.12
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No caso de onda de dilatacéo incidente ocorre também reflexdo de ondas de
cisalhamento vertical e de dilatacdo, bem como no caso de interface de dois meios
também a refracdo de ondas de dilatacdo e de cisalhamento vertical.

Os casos de reflexao e refragcao considerando-se onda incidente de dilatagao
nao serao aqui analisados, por envolverem relagdes similares, cujos resultados séo
de interesse mais direto da Geofisica.

9.3 — Bifurcacao (solucao complexa) e Onda de superficie

Como ja mencionado, para angulo de incidéncia cuja reflexao ou refragao

supera 90° a solucéo bifurca (torna-se complexa) e a resposta passa a envolver
ondas de superficie. Para exemplificar, considere-se o caso das reflexées da onda
de cisalhamento vertical em interface engastada resultando-se, com base em (9.26)
e (9.43):

C
senf’ = 22send > 1

C1
. cos(0" +0)
V(X —Cc,t)=———~v(x—c.t 9.49
(o) = gy Ve (9.49)
sen20
u(x, —c,t)=——v(x—-ct
( u 2) COS(O“—@) ( 1)
resultando-se:
cos®" =iy (9.50)

onde:

y = \/(Z—zseneJ 1 (9.51)

e com isso, as duas ultimas de (9.49) ganham a redacao:

v (X —c,t) = (A +Bi)v(x—c,t)

_ (9.52)
u(x" —c,t) = (A +Bi)v(x —c,t)

onde:
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_ y?cos® 0 —sen’0"sen’0

A
v cos® 0 — sen0"sen0

B —ysen20sen6"
-2 2 2nu 2
Y~ Ccos“0-sen“6 sen“O (9.53)

sen20senfseno"
v cos® 0 — sen0"sen0
ysen20cos o
v? cos® 0 — sen0"sen®0

>
Il

o]
Il

ou ainda:

A+Bi=p,e™

A+Bi=p,e™ .

onde:
p, = VA% +B?
p, =VA? +B?

B, = arctg. (9:55)

>| W >|w

B, = arctg.

e assim, considerando-se agora em (9.52) o movimento v(x-c,t) em notagéo
complexa com amplitude unitéria tem-se:
v(x —c;t) = exp[ik(x —c;t)]
V(X —ct)=p" exp[i(m' Tk(X - cg))} (9.56)
u(x” —c,t)=p" exp{i(ﬁ“ + g—‘k(x” —czt))}

2

onde k=2n/A, sendo . o comprimento da onda incidente. Todavia, tendo-se em
conta a transformacgéo de coordenadas:

X =Xsenb+Yycoso
X =Xsend—ycoso (9.57)
x =Xsen®" —ycos"
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e 0 expresso em (9.56) tem-se:

v(x —ct) = exp[ik(xsenb + ycos 6 —c,t)]

V(X —ct)= pexp[i(ﬁf +k(§sen6+ycose—c1t))} (9.58)

u(x" —c,t) = pexp{i(ﬁ“ + 2—1K(Ysen6“ +yyi— czt))}

2

cabendo-se neste ponto observar que a ultima de (9.58) se expressa:

u(x" —c,t) = p, exp{i(B“ + Sik(xsene® —czt))}exp(%kﬂ_/] (9.59)

CZ 2

que vem a ser uma onda de superficie (y <0) com velocidade de propagacao
c, =C,/sen®", como esperado, uma vez que a onda incidente e as refletidas
devem chegar juntas na interface engastada.

9.4 — Onda de Rayleigh

A onda superficial de Rayleigh € obtida pela superposi¢cao de uma onda plana
(w(x,y,z,t) =0) de distorcdo com a seguinte escrita:

u,(x,y,t) = Abe ™sen(pt — sx)

(9.60)
v,(x,y,t) = —Ase ™™ cos(pt - sx)
com uma onda plana de dilatacdo dada por:
U,(x,y,t) = se ¥sen(pt —sx) 9.61)
V,(X,Y,t) = —re "Ycos(pt — sx)
cujas velocidades de propagacéo sdo ¢ =p/s, verificando-se, pois, que:
x (9.62)
oy ox

e também:
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G(b® - s?) = —pp®
(L +2G)(r? —s?) = —pp®

(9.63)

pelo fato de satisfazerem as respectivas equacdes de movimento. Definindo-se

agora:
k? = E = E
G cf
2 _ pp° _ ﬁ
A+2G ¢
ou seja:
b2 — SZ _k2
r? =s?—h?

as condig¢des de contorno (interface livre)

ou ov
T, (y =0) o o
oy(y=0)=xe*+2ea—v=o
oy

visto que:

v, ow

T, +—=0
“ oz oy

por razdes Obvias, resulta:

2rs+Ab? +s%)=0

(E—i—ZJ(rZ —-s%)+(r® + Abs) =0

resultando-se finalmente:

k2 Y h? k2
[s—fzj :16(1‘?2}[1‘?2}

pela eliminacao de A, e tendo-se em conta que:

(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)

(9.68)

(9.69)
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k? A
——-2=— 9.70
h2 G ( )
ou ainda:
2 4 2
(C—z—zJ :16[1—%][1—(:—2j (9.71)
C; C; c;
e, tendo-se em conta que:
c? 1-2v
— = 9.72
¢z 2(1-v) (9.72)
0 expresso em (9.66) resulta:
a6—8a4+8(3—1_2vja2—16 T (9.73)
1-v 2(1-v)

cuja solucdo para v=0.25 vale ¢ =0.9194c,, e para v =0.5 vale ¢ =0.9553c,.

A Figura 9.13 a) langa em grafico a relagao das velocidades de propagacao
em jogo, bem como a Figura 9.13 b) esquematiza 0 movimento das particulas da
superficie e o movimento elitico das particulas ao longo da profundidade. Vale
registrar que, por se tratar de uma onda com velocidade de propaga¢cdo menor que
a de distor¢ao, esta onda tem importancia no caso de terremotos por ser portadora
de apreciavel energia.

9.5 — Ondas de Stoneley

As chamadas ondas de Stoneley ocorrem na interface de dois meios como
ilustra-se na Figura 9.14. Como indica esta figura, supdem-se que no meio A
propaga uma onda do tipo da de Reyleigh (condi¢cdes na interface nao nulas) e no
meio B uma onda de superficie dada por:

u® = (A,e™ +A,e®)exp(ik(x —ct)
(9.74)

VB = (AS P—Sebs’y -A, £eb‘*y)exp(ik(x —ct)
ik b,

onde ¢ € a velocidade da onda em questao, indicando-se por B os movimentos no
meio B, sendo:
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R
0.1 f——d=——t——d———}—
| | | |
| | | |

0.1 02 03 04 05 v(poison)

a) Relacao entre velocidades

R S

K 12 LG
IR, N
5
6
;
8
9 o

SORIRIRINIRIR

N N

y

b) Trajetdria das particulas

Figura 9.13
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2 12
c
b, =k|1-| =
3 C?
e (9.75)
c
b, =k|1-| =
A&
de sorte a satisfazer a equagéo de onda (9.9).
y
x A
Figura 9.14
A compatibilidade na interface implica em:
ut =u®
v =B
(9.76)
of = o®
’CR Z’CB

X

x
<
<

indicando-se por R as grandezas relativas “a onda de Rayleigh.

O problema de autovalor decorrente das condigdes (9.76) implica em anular
o determinante da matriz:

1 1 1 1

b, /k k/b, by /k k/b, 9.77
2,k kb, (2-cc?) (b0, 268G kb, (2-c/cta/a| )
2-c?/c? 2 ~GP/G(2-c?/(cB)? —2G®/G

resultando-se em onda nao dispersiva com duas raizes ndo necessariamente reais.
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9.6 — Ondas de Guiada

A Figura 9.15 ilustra um dominio de espessura 2h, sendo livre as
extremidades. A onda guiada se expressa:

u=0
v=0 (9.78)

W = f(y)senzﬂl(x —ct)

com (¢ sendo o comprimento da onda e ¢ a velocidade de propagacao.

livre

y
L
h —_—

onda

N

Figura 9.15

As tensdes de cisalhamento sdo entdo expressas por:

oW 2n 2n
= —_— = —f — —_—
1,, =G p G( . (y)cos . (x ct)j

5 5 (9.79)
W I T
=G—=G| f(y)sen—(x—ct
=620 =G[f(y)senZix-ot)
mas, por outro lado, para se atender a equacao de onda de distor¢ao:
2 2 2
- (9.80)
ox® oy- cj ot
a seguinte relacao resulta:
2 2
f”(y)+4i2 £ _1lf(y)=0 (9.81)
(= | cf

cuja solucao se expressa:
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2 2
f(y):Asen[@ /C—2—1Jy+Bcos[2—n C—2—1Jy (9.82)
¢ \c; ¢\ c;

e, para atender a condi¢cao de contorno (extremidades livres):

T, (y=h/2)=0

T, (y=-h/2)=0 (9:83)

resultando-se no seguinte problema de autovalor:
_ _ . _
cos 2r C—2—1 h -sen 2n 0—2—1 h
g e (el
2 2 B
cos 2n 0—2—1 h sen 2n 0—2—1 h
¢ \cj ¢\ c3

apresentando-se duas solugdes, ou seja:

(9.84)

A=0

2n fc¢* | _m3n (9.85)
0\ c? 2 27"

B=0

2
{&\/;Jh:o,n._,nn (9.86)
{ c;

sendo que, nessa segunda solucao, por exemplo, tem-se:

2 ) \2
°_2:1+(£J ? (9.87)
% 2h

indicando-se que a onda guiada tem velocidade de propagacao maior que a da onda
de distorcdo, bem como se trata de uma onda dispersiva, pois a velocidade de
propagacao depende do comprimento da onda (frequéncia).
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9.7 — Ondas de Love
A figura 9.16 exibe o cenario no qual ocorre as ondas de Love, qual seja, um

meio superior de espessura H e abaixo um meio continuo nao limitado. No meio
superior admite-se uma onda guiada expressa por:

u
vB=0 (9.88)

_ 2 _ 2
w? =| Asen| 2% 0—2—1 y +Bcos 2n C—2—1 y sen@(x—ct)
¢\ cj ¢ \cj (

e na inferior uma onda de distor¢cao de superficie do tipo:

u=0
v=0 (9.89)

w = Aebysen%(x —ct)

onde:

b - (9.90)

y T

yz
Figura 9.16
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de sorte a satisfazer a equacado de equilibrio correspondente. As condi¢des
mecanicas sao:

WB(y:O)=w(y:0)—>B:A
que constitui um problema de autovalor resultando na equacao caracteristica:

2nH G® 2n [c®

gt 22

( cf Gb ¢ \c? 0 (9.92)
cuja solucéo, para dois valores da ralagdo dos médulos de elasticidade transversal,
acha-se langada no grafico da Figura 9.17; cabendo-se registrar que se trata de
uma onda dispersiva, uma vez que a velocidade de propagacao depende do
comprimento da onda. Todavia, como a velocidade de propagag¢do € menor que a
da onda de distorcdo, trata-se, pois, de uma onda com maior capacidade de
carregar energia, sendo, por essa razdo, importante no caso de terremotos

C A £ 089
CZ G C2
G, -
1,0 :
0,9“ :\ _________
0.8+ % =18 T
037 T ; — 0,78 /
0,64 G
0,5 } : } " ; >

0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 4 H

Figura 9.17
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9.8 — Outras Ondas de Superficie

No caso de incidéncia horizontal de ondas de dominio em superficie livre,
como ilustrado na Figura 9.18, pode ocorrer a geracao de ondas de superficie
(grazing incidense). No caso da onda de distor¢cao horizontal, por exemplo, tem-se:

df(x—c,t)
u(x,y,t) =-y ————
(y:t) ==y dx (9.93)
v(x,y,t) =f(x—cyt)
que atende as relagbes:
@4_6_\/ — O
ox o (9.94)
du_ '
oy*®

indicando-se tratar-se de onda de distorgdo com crescimento linear na
profundidade. Igualmente, para uma onda de alongamento tem-se:

df(x —c,t)
dx (9.95)
v(x,y,t) =f(x—c,t)

u(x,y,t)=y

resultando numa onda de alongamento crescente linearmente com a profundidade.

X
= 90° = 90°
y
Figura 9.18

9.9 — Onda Esférica

Para terminar a abordagem do tema em apreco. € oportuno considerar o caso
da propagacao esférica da onda de alongamento, adiantando-se que a simetria
impede a consideracao de onda de distorcédo, de natureza antimétrica. A Figura 9.19
a) exibe a configuragao de equilibrio no sentido radial, e a Figura 9.19 b) em perfil,
implicando-se em:
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(cr + dd(ir j(r +dr)do(r +dr)d6—2cstdr(rd9)send?(p—

(9.96)
20, dr(rde)sen % —o,(rdo)(rd®) = p(rdd)(rd6)u = 0
ou seja:
do, 2 d’u
5 +?(crr Gt)=pF (9.97)

b) Vista lateral
Figura 9.19

A Figura 9.20 a) indica a movimentacao radial e a Figura 2.20 b) no sentido
circunferencial, implicando-se no seguinte estado de deformacéo:
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u+d—udr —-u
Adr dr _du

T dr T ar (9.98)
_(r+u)d6—rd9=u

g=———— =—

rdo r

e assim sendo, a Lei de Hooke permite escrever-se:

/
/
A //u+g—?dr

dr /u

b) Deformacao transversal

Figura 9.20
c,zﬁ{u—v)i—“mvﬂ}
(1+v)(1-2v) r r (9.99)
E [u du}
o, =—————| —+V—
A+v)1-2v)|r  dr

conferindo-se uma nova redagéo para a equacao de equilibrio (9.97):
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d2u+2du 2u 1 du

—t—— == 9.100
dar® rdr r® ciadt? ( )
ou ainda:
2 2
dj1dire)|_1 djdo (9.101)
drir dr c, dr{ dt
onde:
u= dé (9.102)
dr
resultando-se:
2 2
d(re) _ 11 d(r9) (9.103)
dr c,| dt
que consiste na equacao de onda procurada, cuja solugao se expressa:
rg =f,(r—c,t) +f(r +c,t) (9.104)
ganhando-se, pois, (9.102) a seguinte redacao:
1 1df, 1 11df, 1
u=——-—"- —f+———2——f 9.105
c, rdt r21+czrdt r2 2 ( )
conferindo-se para o escrito em (9.99) a redacgéao:
Gr[ﬁ—:)]:(1—2v)[+2(1_2\})£%+i3J
pCs c, f (o
(9.106)

1-v)) v i it
Gt(( 2 )]=—2—+(1—2V)(W+—3]
pcs cor car? r

no caso de uma onda propagando-se no sento positivo de r.

Considerando-se agora o caso de uma carga interna constante aplicada
subtamente numa cavidade de raio a na origem, como ilustra-se na Figura 6.21,ou
seja:

o (r=a)=p(t)=p—>t>0 (9.107)

tem-se:
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Figura 9.21

frovfroyS28-2p (9.108)
a op

que vem a ser a equacao de vibracao forcada de um grau de libertade onde:

1-2vc,
'y: —£
1-v a

(9.109)

constituindo-se no que se denomina armotecimento geométrico, pois ele define o
decaimento da vibragdo ao longo do tempo para r=a. Em outras plavras ele
sinaliza que a energia se exaure na propagacao. A integracao de (9.108) nesse
caso se expressa:

pa’ o 1
f(r=a,1)=———|1-e™ | cosyst+—senyst (9.110)
2pyc, S
Com:
3
*T\1-2
eV (9.111)
th—r_a—>rZO
C2

uma vez que a vibracdo s6 se inicia quando a onda chega no ponto em
consideragdo. A figura 9.22 a) ilustra 0 movimento em questéao e a figura 9.22 b)
ilustra a amplitude adimensional da vibragdo da diferenca o, —o,, indicando-se
amplitudes caracteristicas, com maxima valendo 1.75 e decorido um longo tempo
tendendo-se assintéticamente para 1.5, que vem a ser o valor estético.
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P(T)
N\
Ve T
a) Vibracgao
O;-0.
max. —M
P
1,75 Eaay u
0,592 1,5 =estdtico
C,t
a

b) Amplitude da vibragdo

Figura 9.22
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CAPITULO X
INTEGRACAO NUMERICA NA VARIAVEL ESPACO: METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

10.1 - Introducao

O presente capitulo € dedicado a abordagem da integracao das equacoes da
dindmica das estruturas formulada pela técnica de Galerkin (Boris Galerkin,
engenheiro e matematico Russo), que toma por base a equagédo do equilibrio
dinamico, e ndo, como mais frequente, mediante formulacao variacional, decorrente
do principio da conservacao da energia. A principal vantagem da formulacao via
Galerkin consiste no fato de que o erro da solugédo aproximada do equilibrio recebe
tratamento explicito, mediante minimizagao, pelo emprego do método dos residuos
ponderados.

10.2 — Movimento axial

Como visto no Capitulo VII (Eq. (7.28)), a equagdo de equilibrio dinamico
axial de barra se escreve:

ESu"(x,t) +cESU" (x,t) —mli(x,t) = 4p(x, 1) (10.1)

onde u(x,t) é a funcdo que descreve o deslocamento axial, E é o modulo de
elasticidade do material, S a area da secao transversal da barra, ¢ é o coeficiente
de viscoelasticidade do material, m a massa por unidade de comprimento da barra
e p(x,t) o carregamento distribuido ao longo da barra. A notagdo por poténcia em
numeral romano indica o grau de derivacao na variavel espaco e pontos superiores
em relacdo ao tempo. Multiplicando-se ambos os membros de (10.1) por uma
funcao continua da variavel espaco ¢(x) e integrando no dominio, ou seja:

j¢ ) ESu"(x,t) + CESU"(x,t) ~mi xt]dx_—j o(X)p(x, t)dx (10.2)
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verifica-se de imediato que que a igualdade é preservada, bem como ao se proceder
a integracao por partes, ou seja:

O(X)ESU'( xt\ —j o' (X)ESU'(x,t)dx +d(x)CESU'(x, t)\ —j ¢'(X)CESU'(x,t)dx

(10.2)
j x)mii(x, y)dx = j¢ —p(x,t)]dx
ou ainda:
j¢ X)ESU'( xtdx+j (X cESu(xtdx+_[ o(x)mii(x, y)dx = 103)
[ 600 [-pxB]dx + [oIN(X. D],
visto que:
N(x,t) = ESu'(x,t) + cESU'(x,1) (10.4)

vem a ser a forca normal na barra. Vale ressaltar que em (10.3) a integragcéo no
espaco contempla apenas o produto da derivada da fungdo ponderadora pela
derivada da fungéo deslocamento, exigindo-se, pois, a continuidade de ambas
Pois bem, no caso em que a funcédo deslocamento da barra é aproximada, a
equacao de equilibrio ganha entdo a seguinte escrita:
ESul (x,t) + cESUL (x,t) —mi,(x,t) = —p(x,t) + &(x, 1) (10.5)

onde g(x,t) vem a ser um residuo. Procedendo-se agora a integracao por partes do
expresso em (10.5) resulta:

j¢ X)ESul,( xtdx+j¢ x)cESU! (xtdx+J'¢ mii, (x,y)dx =
jo d(x)[-p(x, )] dx + [d(xIN(x, 1)]; + (10.6)
0[N, () ~NOxy), - [ 600 [e(x.b ]|

sendo que o termo entre colchetes consiste na ponderacao do erro total, ou seja, o
de dominio e o de contorno. A técnica de Galerkin consiste em anular o erro total
ponderado, ou seja:

)N, (X,1) - ¢ x,t) dx =0 (10.7)
([N, ( ]

e com isto, a equacao de equilibrio (10.6) passa ser expressa por:
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jo" ¢ (X)ESUL (x, t)dx + jo( ¢'(X)CESUL (x, t)dx + jo"q)(x)mua(x,y)dx -

t ( (10.8)
[ 900 [-p(x,H)]dx +[$()N(x, D],

que vem a ser a expressao basica da formulacdo do método dos Elementos Finitos
mediante um engenhoso procedimento a ser apresentado no que se segue.

A Figura 10.1 ilustra tal procedimento, que consiste em se adotar uma malha
no dominio do espaco, em cujos nds o deslocamento € especificado, e no dominio
entre nés adota-se uma funcao aproximadora, nesse caso ilustrado uma fungao
linear.

Procedendo-se as ponderacdes também com fungdes lineares e continua,
de sorte a resultar um sistema de equagdes lineares com matrizes simétricas, em
namero suficiente a formar um conjunto de equacgdes igual ao de deslocamentos
nodais incognitos. A fungéo ponderadora continua € montada considerando-se valor
unitario no n6 em questao e nulo nos demais de sorte a resultar matrizes com banda
estreita.

WO o yo (t N v, O %O

C———— — — — —
1 2 3 n-1 n (I)n

Figura 10.1
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Assim sendo, no dominio do elemento genérico i entre os nés j e k a fungéo
aproximadora se expressa:

u(X,t) = (A+Bx)T(t) (10.9)

onde a variavel x tem origem no no j, A e B sdo paradmetros da fungao linear, e T(t)
a funcao que descreve a variacdo no tempo. Por outro lado, os parametros A e B

podem ser expressos em termos dos deslocamentos nodais, conquanto:
u(x=0,t) =u;(t) = AT(t)

_ (10.10)
U (X = 6,t) =u, (t) = (A+B¢,)T()

onde ¢ é o comprimento do elemento, u(t) e u,(t) sdo os deslocamentos nodais
que variam somente com o tempo, resultando-se:

[

A:J'_t)
T(t

)
_ uk(t) - uj(t)
CLT)

(10.11)
B

ganhando-se o expresso em (10.9) a seguinte redacao:

(t
U (%1) = {o,(X) @2(2)}{5‘(“))} (10.12)

onde:

(10.13)

sdo as fungOes de forma do elemento finito em questdo. A fungédo ponderadora
consiste da fungdo ¢,(X) no lado esquerdo do n6é em aprego e da fungéo ¢,(X) do
lado direito, como ilustrado na Figura 10.1, sendo nula nos demais nés.

A primeira ponderagéao (¢,) da equagdo de equilibrio se expressa:
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(1)

[ Esl0fei) e {1 e [ cEseifui) o)l

u,(t)

(10.14)
O('mtm(i){%(i) ¢o(X )}{ ((tt))} j:cp1(¥)p(x,t)di+[cp1N1]ga
a segunda ponderaco (,) tem a seguinte redagao:
["ESeL(R){0}(%) (p;&)}{‘u‘;((?)}dm [ 2ES0/(®) {¢/(X) cp'zm}{tg;}di
+[/" cESeL (0 {h(R) cp(x>}{ ((”)}dm
j CES@}(X){¢1(X) ()}{ ((t))}dx+ (10.15)

fo{'mcpz(i){%( { }dx+j mey(X){e:(X)  ¢p(X )}{:((tt))}dk
[ @o(R)p(x, )X + jo 9,(X)p(6 )X + [N, ;' + [0 N, ]

e assim por diante. Pode ser observado que as integrais a serem feitas no dominio
do elemento i sdo expressas matricialmente por:

i R gy o naggES| T T
A

c[k];ci—?{L ﬂ (10.16)
o (o), - 1/3 1/6
[m]i—fom{(pz(i)}{%(x) 0:(X)jdx =mf, [1/6 1/3}

sendo a primeira a matriz de rigidez do elemento i, a segunda a matriz de
amortecimento que, no modelo viscoelastico € proporcional, como sabido, a matriz
de rigidez, e a terceira a matriz de massa do elemento. O segundo membro de
(10.15) resulta no vetor de carga:

[0 o [NE=0)
[, p(x,t){ x )}dX+{N(i:m} (10.17)

Po(X

uma vez que:
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(P1(i:0) =1

(X=0)=0
i(();:o;:o (10.18)
(X =1(;) =1

sendo a forca normal suposta de tracao.

A titulo de ilustracao, considere-se o0 caso da barra indicada na Figura 10.2a)
solicitada por um carregamento distribuido senoidal uniforme:

p(x,t) = gsenomt

vinculada na origem x =0 e livre na outra extremidade x =L . A Figura 10.2b) indica

uma malha de trés nés formada igualmente por dois elementos iguais com
comprimento ¢, =L/2.

g sen Wy
a—>—>—>—>—>—>
A—s
L "L
7 7

a) Barra e solicitagdo

Fi 3 F;
— — —>
< R o i=1  i=2
Do o D
A N
7 7 1
b) Deslocamentos e forcas nodais
F,
—
——— e ————
N, @ N

J
¢) Equilibrio do n6 2

Figura 10.2

As matrizes individuais de cada elemento ficam entao:
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ES[1 -1
K] = —
(k] L/2|-1 1}

[m]—mE_”S 1/6
' 2|1/6 1/3

1/4) L -N:
g—senot+<
1/4] "2 N}

Ni]. =N,(x=0)
Nik =Ni(x=1()

e os vetores de carga:

onde:

com o indice inferior indicando o nd correspondente e o superior a contribuicao do
elemento genérico em apreco. O conjunto de equagdes fica entao:

e[ 0 [w=0] [ - o)u=0
Doal ot 1 1 +E7 141 -1, bt
0 -1 1|y, 0 -1 1| g

1/3  1/6 0 (i, =0
mL/2[1/6 1/3+1/3 1/6|] i, =
0 176  1/3]|| i,

1/4 “R=F,=-N|
1/4+1/4}qLlsenot/2+{F, =N} —N2 =0
1/4 F,=N2=0

onde, como ilustrado na Figura 10.2 c), as for¢as aplicadas nos n6s consistem, em
razéo do equilibrio do nd, nas forgas aplicadas no n6. Examinando-se este conjunto
de equacdes destaca-se, pois, o sistema de equacgdes:

ES 2 —1||u, +cES 2 -1 1.12 L2 2/3 1/6 92 _
L/2|-1 1 ]luy) L/2]-1 1]|u, 1/6 1/3]|u,

1/2
L/2 t
{1/4}(q )senm
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que permite, mediante integracdo no tempo, calcular os deslocamentos, e também
a relacao:

ES cES. . 1
———U,———Uu, +(mL/2)u, = —gLsennt —R
Lottt U =z alseno

que permite calcular a reagdo de apoio em fungdo do carregamento e do
movimento. E oportuno ressaltar que, a exemplo da andlise matricial de estruturas,
0 conjunto de equagdes obtido com as ponderacdes consiste na superposi¢cao das
matrizes dos elementos de maneira ordenada.

10.3 — Movimento flexional

Como j& visto no Capitulo VII (Eq. (7.37)), a equagao de equilibrio dindmico
transversal de viga de segdo transversal constante passa a ser expressa por:

EIVY (x,t) + CEN" (x,t) + my(x,t) = p(x,t) (10.19)

que consiste numa equacao diferencial de quarta ordem, e, por essa razao torna-
se necessario formular o residuo ponderado com a integragéo por partes em dois
estagios, de sorte a propiciar as equacoes de formulacdo dos elementos finitos
correspondentes com matrizes simétricas, ou seja:

(q)”(x,t) EIV'(x,t) + cEIV"(x,t) dx + [m¢(x,t)\'/'(x,t)dx=
[l s o

[, 90 p(x tydx + ¢(x,t)V(x,t)|; (X OMx, )|

onde V(x,t) e M(x,t) denotam a forgca cortante e o momento fletor na viga sendo
expressos por:

M(x,t) = —EI(v" (1) +cv"(x,1) (10.21)
V(xt) = —EI(v"(x,1) +cv"(x,1)) '

que consiste na relacdo momento curvatura e sua derivada.

Procedendo-se de maneira similar ao que foi feito no caso de barra (sec¢ao
anterior) a expressao basica para a formulacdo do método dos elementos finitos
apresenta a seguinte redagao:

jo‘ ¢"(x D[ EVA(x,) +CEWV (x,t) Jdx + I(:md)(x,t)\'ia(x,t)dx -

( ( ( (10.22)
J, o0 Dp(x, tex + V(x| =¢'(x HIMOx, )
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com deformada aproximada, mas com os termos de carregamento e de esforgos
solicitantes exatos.

A Figura 10.3 ilustra o elemento finito de viga indicando-se os movimentos
nodais de translacéo e rotacao.

G? ag 1 @91(
le lvk

Figura 10.3

Consistente com os movimentos adotados, a solugéo aproximada € dada por:
V,(%.t) = (A+BX+CX* +Dx° ) T(t) (10.23)

sendo que as constantes generalizadas A, B, C e D podem ser substituidas pelos
movimentos nodais sabendo-se que:

V(X =0,1) = v (t)
(X=0,t)=0(t
Va(f )=0, (10.24)
V,(X=0,1) = v, (1)
V(X = (1) =6, (1)
ganhando-se o expresso em (10.23) a escrita na forma vetorial:
Vi
_ _ _ _ —v 9
Vi(Xt) = {0(X) 92(X) 05(X)  9,4(X)} y (10.25)
k
0

onde:
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. _ X X3

([)2(x):x—2C—i+2£i2
, . (10.26)

_ X X

=3 2| 2| &
=[] -]

_ x2 x°
(P4(X):—£—+£—?

que consistem nas func¢des de forma do elemento em questédo, apresentando as
seguintes propriedades:

_ _ ! 10.27
= 0) = (R = L)) = g, (R=0) = 0, (X = £,) = 0 (1027)

indicando-se que o expresso em (10.25) trata-se de uma funcdo garantindo a
continuidade entre elementos, bem como a continuidade também das derivadas
(rotacdo), ou seja, ao longo do dominio formado pelos elementos finitos a fungéo
pertence a classe matematica C,, ou seja, em cada n6 os elementos a esquerda e
a direita apresentam deslocamento e rotacéo iguais.

Por outro lado, as funcdes ponderadoras, igualmente de classe C,, séo
obtidas da seguinte maneira: as ponderadoras referentes aos deslocamentos tém a
esquerda do n6 em apreco a fungao o,(x) e a direita ¢,(X)sendo nula nos demais
ndés, a exemplo do ilustrado com fungdes lineares na Figura 10.1. Ja as
ponderadoras referentes a rotagéo tém a esquerda a fungéo ¢,(X) e a direita ¢,(X)
, completando-se assim o numero de ponderagdes compativel com o nimero de

incognitas deslocamento (translacoes e rotacdes). As integracdes no elemento i sdo
expressas em forma matricial, a exemplo do feito no caso de barra, ou seja:
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o)

. I
K] =[Elfo} ob o5 oi}{"2tax=EI

3

(P”
4
(O
(I
Ml =['mio, 0 @ @]
03
Py
(O
0 _
['pOt{o @ 05 @} P2 L
®s
Py

para ponderadora de deslocamento, e

para ponderadora de rotacao.

12 6 12
e ¢
6 4 _6
L
12 6 12
I
6 2 _4
RS (,
156 22,
< m(, 22(, 4Ci2
© 420| 54 13¢
—13¢, -3(°
j
0
_Vk
0
0
_Mj
0
Mk

54
13¢,
156

—22¢,

-13¢,
-3(%
| (10.28)
-22¢(,
42
(10.29)
(10.30)

A titulo de ilustracdo, considere-se a viga em balan¢go mostrada na Figura
10.4 a) submetida a carregamento harmonico uniforme ao longo do comprimento.
A Figura 10.4 b) exibe a malha com dois elementos iguais (¢, =L/2) e os

deslocamentos nodais correspondentes. O sistema completo de equacdes fica

entao:
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12 6 12 6
e 78 @
6 4 _6 2
[ ]
12 6 12 0
et
= 6I 2| ol
A 2—
/) i
0o 0 12
e 2
0 0 6 2
i ¢
(156 22¢, 54
220, 4> 13(,
me, | 54 13(, 2(156)
420(-13¢, 3¢ 0
0 0 54
0 0 -13¢
1/2 -R
(/12| |R,
0 0
gl,senmt +
0 0
~1/2 0
—(./12] |0

0 0

0 0
v,=0 Y1 =0

126 |]0,=0 0 =0
e v

O ek
_E E 0, 6,
& Vs A
12 6 6 :
- %
6 4

G
-13¢, 0 0 (V=0
-3¢ 0 0 ||6,=0

0 54  —13(,|| V,
2(407) 130, -3¢2 || 9,

13¢, 156 -22(, || V,
—3¢2 =220, 42 || @,

(10.31)

E oportuno registrar que uma matriz de massa diagonal foi desenvolvida pelo autor
(Communications in Numerical Methods in Engineering, V,14, 43-49, 1998) com erro
de truncamento de segunda ordem. A massa concentrada para movimento

transversal vale m(, /2 e para rotagdo —-m(° /12, evitando-se assim o envolvimento
de uma equagao quase-estatica (massa concentrada nula para 0 movimento de

rotacao).

O elemento finito viga dado pela teoria de flexdo de Timoshenko tem as seguintes

matrizes:
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q sen W,t

, /|
RTRMQHHHHH

L2 | L2 |
7 7

b) Elemento finito

Figura 10.4

12 6(, -12 6,
K] = El |6 (3(4+®) -6( (}(2-d)
A1+ @)| 12 60, 12 -6,

60, (?(2-®) -6(, (*(4+D)

[m] = ) ¥ (10.32)

onde r € o raio de giracdo da secao transversal da viga, e:
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® =12EI/ (%GS
m, =13/35+7®/10+®*/3
m, = (,(11/20 +11d /120 + ®* / 24)

m, =9/70 +3®/10+®? /6
m, =-2((13/420+3d / 40 + ©* / 24)

mg = ( (1/105 + @/ 60+ ®° /120) (10.33)
Mg =—(%(1/140 + @ / 60 + ®* /120)
m,=6/5

my =((1/10-®/2)
mg = (}(2/15+®/6+®%/3)
My = (¢ (~1/30+ @/ 6+ D%/ 6)
sendo k o coeficiente de deformacao ao cisalhamento da secdo transversal da viga,

O autor desenvolveu também uma matriz concentrada de segunda ordem
(Advances in Engineering Software, V 38, 347-551, 2007) assim expressa:

m 0 0 0
ik 9 0 (10.34)
0 0 m O
0 0 0 m,
onde:
= M2 LD (10.35)
r? 2(1+®)

sendo oportuno assinalar que a matriz de massa concentrada resulta na vantajosa
reducao do montante de operagdes da integragdao no tempo.

10.4 — Onda Axial: Dispersao Numérica

O elemento finito de barra sem amortecimento é expresso, como ja exposto,
pela seguinte equagao matricial:
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ES ES
v T/ |lu U, N,
E £ J +|:M1 M2:| ) J _ J (1036)
_ES ES [{un) My MiJlu] [N,
{ 14

onde ( é o comprimento do elemento e M, e M, s&o elementos da matriz de massa,
que, no caso de massa concentrada vale M, =m{/2 e M, nulo; e no caso da matriz
de massa consistente M, =m(/3 e M,=m/(/6.

O equilibrio de um nd genérico, como ilustrado na Figura 10.5, fica entdo

assim expresso:

E—S[—UH + 20—y, |+ [ Myl +2M; + My, =0 (10.37)

onde se considera movimento livre. Em outras palavras, o expresso em (10.37) € a
versdo do método dos elementos finitos da equagédo de onda expressa em (10.1)
sem o amortecimento, que consiste numa equacéao diferencial de diferencga pelo fato
de conter ainda derivadas no tempo e relacionar valores de fun¢des em valores
distintos (diferentes) da variavel x.

Ui—1 Yj Y41
—_— —_— —_—
— - o- 4
I ] B

q 1 1

Figura 10.5 - Malha de Elementos Finitos

No sentido de se providenciar uma solugcao numérica para a equacao de
diferengas exposta em (10.37) langca-se mao agora, por exemplo, do classico
método incondicionalmente estavel de passo uUnico de Newmark, expresso por:

. . At .. .
Uy 1 = Uy +E(Uk + Uk+1)

AP (10.38)
Ug,; = U, +U AL+ 0, -+ BAE? (= +Uy.,)

ou ainda, combinando adequadamente as relacdes presentes em (10.38) de modo
a se eliminar os termos de velocidade:

Ug_1— 2Uk +Uk1 = UkAt2 + BAtz (Uk—'l — 2Uk + Uk+1) (1 039)

trabalhando-se agora com uma relagcdo de passo duplo. Definindo-se entdo o
operador:
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k

V=t —2f +f, (10.40)

o expresso em (10.39) ganha a seguinte redacao:

k

vUz(nséjw (10.41)

que permite providenciar a eliminacdo da aceleracdo em termos dos
deslocamentos, e, com isso, reescrever a equacao (10.37) em termos apenas de
deslocamentos, ou seja, possibilitando-se redigir o equilibrio segundo uma equacao
de diferencga pura.

Considerando-se agora o caso de um modelo de massa genérico, a equagao
(10.37) ganha seguinte redacao:

Eﬁ—s[—uj_1 +2u; Uy, |+ me[ mydi, +2mydi; +myi;,, | =0 (10.42)
ou ainda:
m(? .. .. ..
—Uj_-| + 2UJ —Uj+-| + E[mzuj';l + 2m1Uj + m2Uj+1:| =0 (1 043)

onde para o0 modelo de massa concentrada tem-se m, =1/2 e m, =0, e para o
modelo de massa consistente tem-se m, =1/3 e m, =1/6. Cumpre assinalar que

a equacao (10.43) consiste na versao numérica do método dos elementos finitos
correspondente da equacao de equilibrio expressa em (10.37). Aplicando-se agora
o operador expresso em (10.40) na equacao (10.43) tem-se:

k m(? k . . y
(1 +;3vj[uj1 —2u, + ujH]—@@ Jrsvj(mzuj1 +2m G +myii, . JAt? =0 (10.44)

ou ainda, tendo-se em conta o expresso em (10.41):

k 2 k
(1 +[3Vj[uj1 -2y, +u].+1]—%itzv(m2uj1 +2myu;, +m2uj+1) =0 (10.45)

que consiste numa equacao de diferenca pura, envolvendo valores da fungéo u
para diferentes valores da variavel t e x.

A equacao de equilibrio (10.1), no caso sem amortecimento, tem por solucgéo,
por exemplo, uma onda propagando-se no sentido positivo, dada em notacao
complexa por:
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i 2™ (x-ot)
(x.1) _ el n ) (10.46)
onde:

@:2_;0 (10.47)

é a frequéncia angular da onda. A semelhanca de (10.46), a solucdo de (10.45) seja
também dada por uma onda propagando no sentido positivo, ou seja:

2n

i 2™ (je-wAt)
U(j6 kAL = u,, = Al 7

(10.48)

onde, para ( e Atfixados (malha de elementos finitos definida), a variavel numérica
correspondente a x passa a ser | (j{) e no lugar da variavel t tem-se k (kAt).

Cumpre também adiantar que, no sentido de se satisfazer o expresso em (10.45)
ou a frequéncia angular o da onda, ou o comprimento de onda A, deve ser definido,
e o outro calculado (resulta de (10.45)).

Tendo-se em vista a solucéo (10.47), a seguinte relacao pode ser obtida:

J

iﬁ'(—mkAt
Ae[ v j{ZCOS(%C]—Z} =Uj, {Zcos(%fj —2}

e, com isso, a equacao (10.45) ganha a seguinte escrita:

i[@j(-mkmj 2n 2n
Uy —2Uj + U, = Ae'* e »-2+e’ |=
(10.49)

k 21 me? K
(1 +BVJ{UM {2003(7£j—2ﬂ—@v(m2u“ +2mu,+myu;,)=0  (10.50)

ou ainda:

(1 +B€j{ujk [2cos(ﬁﬁj—2ﬂ—ﬂ22%[(2m2 cos[z—nﬂj+ 2m1jujk}= 0 (10.51)
‘ A ESAt A ’

e, por outro lado, a exemplo de (10.49), tem-se:

i{ﬁ(—mkm
A

K . .
VU= Uy =20, +Up = Ae ) [elmm —2+ e_w} - (10.52)

u, [2cos(wAt) - 2]

e, com isso, 0 expresso em (10.51) ganha finalmente a seguinte escrita:
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2
[2003[%6] - 2}[uj’k +Bu;, (2cos(oAt) - 2)] _

m(?
ESAQ ]k

(10.53)
(2cos(wAt) - 2)[2m2 cos [i—nfj + 2m1j =0

ou ainda, eliminando-se o fator comum u;, tem-se:

{Zcos[%(/’) }[HB (2cos(wAt)-2) |-

2

(10.54)

m{ 2n
——(2cos(wAt)-2)| 2m,cos| — L [+2m, |=0
Esar (2C0s(@AY )( 2 (7» j J

que consiste na equacao de dispersao de velocidade de propagacao da versao
numeérica apresentada.
Definindo-se agora os parametros de malha:

T
At

10.55
) ( )
(

tem-se:

7\’ 2
m —
m(? (8) a® (v a®
_ _a _a 10.56
ESAt? ES( T T 8% T?c? &° ( )

At

onde a e & sdo os parametros de malha no espaco e no tempo respectivamente. A
equacao (10.54) permite entéo escrever-se:

1- 2B+ 2Bcos (wAt)+2m, [ 2 | (cos(wAt)-
2n 8
cos| —/( |=
A a
1- 2B+2BCOS (oAt 2m2 3 COS (oAt

(10.57)

({2 2J+2@ e
ol ) ] 2 ol

cos(wAt) =
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o que finaliza a questéo.

Por exemplo, considere-se o caso de uma onda com frequéncia definida, ou
seja, onda com movimentacdo harmdnica de frequéncia conhecida. Nesse caso
sendo adotada a integragéo com o algoritmo de Newmark classico (p=1/4), e com

os seguintes parametros: a=1/10 e 6=1/10; resulta na equacgao:

{Zcosﬂ?ﬂ]—%[%+%cos(mAt)}—(Zcos(mAt)—a:0 (10.58)
ou ainda:
o G 3008(27‘5}—1
cos[—n—Jz—a (10.59)
d ¢c, (27:}
1+cos| —
a
uma vez que:
2n, 2ni_2ncT 2nc
Ay A, 6 Sc, T & c, (10.60)
(DAtZ(DIZQ
a a

sendo c, a velocidade numérica, ou seja, velocidade de propagac¢do da onda dada
pela integracdo numérica, resultando-se, ap6s algumas operagdes algébricas:

cos[f—giJ — 0.788854381 (10.61)
C

n

ou seja:

Ci ~1.0533728 (10.62)

n

que consiste num erro relativo de:

c-c,

=0.050668455 (10.63)

de meros 5%. Valendo-se assinalar que, pelo fato de a velocidade numérica
depender da malha, a propagagao numérica resulta entao dispersiva.
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10.5- Onda axial: Estudo da Reflexao Espuria

Além de causar dispersdo da velocidade de propagacdao da onda, a
integracdo numérica também produz, no caso de malha irregular, reflexao espuria,
ou seja, uma onda nao existente no caso real (onda expuria).

O equilibrio do n6 genérico de uma malha irregular se expressa:

U, Uy

ES 1 1 -

7{4 1+g _a} uy p+mefm, m (1+a) maj “1 =0 (10.64)
u. u.

j+1 j+1

onde a=L/{, sendo L o comprimento do elemento do lado esquerdo do no,
lembrando-se que, no caso do modelo de massa consistente, tem-se
m=2m,=1/3 e m;=1/2 m;=1/2 e m,=0 no caso do modelo de massa

concentrada. Tendo-se em conta o expresso em (10.41), a equacéo diferencial de
diferenca dada em (10.64) ganha a seguinte redacgao:

‘ o me -
(1+BV]{—1 1+a —a} u, +Mv{m2 m,(1+a) myaj< u; +=0 (10.65)
u. u.

j+1

cuja solucéo para uma onda incidente na interface dos elementos consecutivos:

T (10.66)
€ dada por uma reflexao espuria:
uj{(' _ pel(@katkic) (10.67)
mais uma onda refratada:

u:fkr _ Bei(kat—kzj[) (1 068)

onde A e B sdo as amplitudes correspondentes, e sendo

k, =<t (10.69)
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0 numero de onda numeérico referente ao elemento da esquerda e k, o da direita,

podendo ser obtidos, por exemplo, no caso de frequéncia de onda dada conforme
(10.59) por:

1- 2B + 2B cos(wAt)+2m, (cos(mAt)—1)

7\
7NN
n

cos (k)=

1- 2B + 2B cos(wAt) —2m, (cos(wat)-1)

N—
N

(10.70)

TN 7N
| ;P

1-2B +2Bcos(wAt)+2m,

N—
n

a? (cos(wAt)-1)

cos(k,() =
1-2B+2Bcos(wAt)—2m, [

jz o (cos (wAt)—1)

(o ZBN )

tendo-se em conta que em (10.57) para a dispersao referente ao elemento da direita
tem-se:

m(al) a®
—E(SAt)z =a28—2 (10.71)

como se verifica do expresso em (10.56).

Considerando-se que a interface corresponda, sem perda de generalidade,
ao valor j=0, a igualdade da amplitude total da onda no elemento da esquerda com
a amplitude da onda propagando no elemento da direita tem-se:

1+A=B (10.72)
Por outro lado, tendo-se em conta a relagdo dada em (10.52), o equilibrio expresso

em (10.65) ganha a seguinte redacao:

u_4
(1—2B+2BCOS((»A’[)){—1 1+l —l} Uy ¢+

o (0

. (10.73)
a’ .
oc26—2(2cos(coAt)—2){m2 m,(1+a) myal}iu, t=0
u1

e, tendo-se em conta agora o expresso em (10.66), (10.67) e (10.68), ou seja:
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u, = et 1 Ag i
u,=1+A=B

u1 — Be—ikza(

(10.74)

cuja substituicdo no expresso em (10.73) na equagéao (10.72) e, tendo-se em vista
a equacgao (10.71), tem-se:

|k1 + Ae—|k1

(1+A) K

—ikpal _l _ _ a_2 —
(1+A)e [ oc(1 2B + 2B cos (wAt))+m,a (2cos (wAt) 2)62} 0

{ (1-2B +2Bcos(wAt))+m, (2cos(wAt)- 2)2—2} +
J 2

(1-2B +2Bcos (wAt)) + 1(1Jroc)(ZCos(coAt)—z)Z—z}r (10.75)

resultando-se

okt {_(1 — 2B +2Bcos (wAt))+m, (2cos (wAt) - 2)2—2} +

2

1+

o keut {_&(1 -2+ ZBCOS((DAt)) +m,o (ZCos(coAt) - 2)

.k[ (1- 2B+2Bcos(mAt))+mZ(ZCos(coAt)—Z)Z—i}r

1+a(

ot [_1(1 — 2+ 2B cos(wAt)) +m,a (2cos (wAt) - 2)
a

A Ta(1 — 2B +2Bcos(wAt))+m, (1+a)(2cos (wAt) - 2)2—2+

1-2B + 2B cos (wAt))+m, (1+a)(2cos (wAt) - 2)a—+

62

a2

2

3.2

(10.76)

valendo-se notar que equacgédo (10.75) envolve os termos complexos que se

expressam também na forma (relagéo de Euler):

e ™" =cos(k,()—isen(k,()
e =cos(k,()+isen(k,()

cujas magnitudes sao unitarias.

(10.77)
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Tendo-se em conta o expresso em (10.77), a equacédo (10.76) ganha a
seguinte redacao:

A(f +gi) = (—F + hi) (10.78)

onde:

f =cos(k,() [—1 + 2P — 2B cos(mAt) + Z—zmz (2cos(mAt) — 2)} +

2

(1-2B+2p cos(oaAt))(1 + l) + 2—2m1 (1+a)(2cos(wAt)-2) + (10.79)
o

2

cos(k,al) {(—1 +2B - ZBcos(oaAt))(lj + %mza(Zcos(mAt) —~ 2)} =0
o

como se verifica de (10.54), e

g= (1 -2B+ ZBCOS(coAt)(Sen(hK) + lsen(kzaf)J
o

2

_2—2(2003(®N) —2)(m,sen(k () + m,asen(k,ol))
(10.80)
h=(1-2B+2p cos(coAt)(sen(kg,’) - ésen(kzow)J

—Z—Z(ZCOS(OJA’[) —2)(msen(k,() -m,asen(k,a.l))

resultando-se, por conseguinte:

(1-2B +2Bcos(wAt)| sen(k sen(k af)j

2
"5 (Zcos (wAt) —2)(m,sen(k,() —m,asen(k,al))

A= (10.81)
(1-2B + 2B cos(wAt)| sen(k,() + 1sen(k2a£)j
o

62 (2cos(wAt) - 2)(m,sen(k,() + myasen(k,ol))

encerrando-se assim a questao em aprego.
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Como exemplo considere-se o caso a=6=10 e a =1.1, para o qual se tem:

;+;COS(1O) [COS j
cos(k,() = — —0.788854832
7+ COS( j
(10.82)
;+;COS(1OJ+ [COS J
cos(k,() = P =0.744513802
>ty cos( j
1 1 2n
=sen(k,()|| =+=cos| —
’ (‘)[(2? (mm
(10.83)
sen(k,0)| - 14—100s(2“j ~1.104853211
1.112 2 10
h=sen(k,() 1+100$£2—nj +
2 2 10
(10.84)
“sen(ky()| [ 1 1cos(znj — 0.006932549
1112 2 10
e com isso:
0.008932549 _; 0627463327 (10.85)

~ 1.104853211

cuja magnitude é pequena, mas € preciso ter-se em mente que a velocidade de
propagacao da onda nesse caso € de 5200Km/h, implicando-se, no caso de (da
ordem de 4m algo como 1300 reflexdes por segundo, decorrendo-se uma rapida
reducao da amplitude da onda propagando.

10.6- Dispersao e Reflexao Espuria da Onda de Flexao (Timoshenko)

A Figura 10.6 exibe a configuracao de deslocamento num né central genérico
e nos nos no seu entorno. O equilibrio dindmico do né central permite escrever-se:
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ng go

j=1'ﬂ»el =0 %0, =1 %0,
L,

4 4 4l

Figura 10.6 Configuracao e deslocamentos

V4
Vo
El —-12 24 -12 -6/ 0 6/l v,
F+@)| 60 0 -0 (2-®)* (8+20)° (2-®)c |0 [
0
1
) (10.86)
vV, 0
v, 0
m( {ms 2m, m, -m, O mﬂ vi| |0
(1+®) 0 -m, mg 2m; mg (|6, 0
6, | |o
0, 0
onde:
13 70 g (rjzs
m, = F—t|=| =
35 10 3 5
11 11<1> D2 (rj( j
m, ={| — — 4| = | —
210 120 24 4 10 2
9 30 @2 ( 6
My=——+—+——
70 10 6 5
. (10.87)
13 30 O r
m, =0 -——— == 4| L
420 40 24 { 10 2

-l e (1225
° 105 60 120 \7) 1576

. _Cz'_;_2_£+[1f 2 o o
6 140 60 120 | ¢ 15 6 6
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cuja integracdo no tempo pelo método de Newmark resulta na equacédo de
diferenca:

V71
Vo
Bl [-12 24 12 —6¢ 0 60 v | v,
m{ 60 0 —60 (2-0)2 (8+20)( (2-@)62}(1’7} 0.
e0
61
(10.88)
v
VO
m( [ms 2m, m, -m, O mﬂv v, _{0}
(1+q))2At2 m, 0 -m, mg 2m; m; o.[ |0
0%
0

que, por sua vez, para uma dada frequéncia angular ® tem por solugao numérica:

v =A(exp[i(wkat—B,j0)])

10.89
6 =B(exp[i(wkat—B,j0)]) | |

onde se emprega notacao complexa. Tendo-se em vista (10.89) o expresso em

(10.88) permite escrever:
a, a A 0
I (AR
Ay a,|(B 0

onde:
cos wAt —1
a,, =-24(cosfB (—-1)+8¥(m,cosB L+m,)————
" (cosp,( 1) (mg cosp, 1)COScoA1+1
COS WAt —1
a,, =2cosB L(2-DP)+8-2D+8¥(m.cosB L+m,)——— 10.91
22 Bn ( ) ( 6 Bn 5)COS(DA1+1 ( )
. . . cos wAt —1
a,, =-a,, =il 12sinf {+8¥m, sin} { ——

sendo:
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actY 1
= = 10.92
v (brj 1+® ( )
e
.
a=—
A; (10.93)
oo CT
L

onde a e b sdo parametros da malha no tempo e no espago respectivamente,
lembrando-se que a razdo b/a consiste no numero de Courant.
O autovetor de (10.90) é dado por:

-t

8ym, sinp,((coswAt 1)

cosS wAt +1 (1095)
cos wAt —1)(m, cosp (+m,)

coS mAt +1

onde:

12sinf [ +

g:
—24(cosB,l—1)+ Bw(

devendo-se chamar a atencéo para o fato de que, uma vez se assumindo os valores
dos parametros a e b, o numero de onda numérico B, autovalor de (10.89) e o
correspondente autovetor numérico ficam definidos.

A Tabela 10.1 arrola resultados para algumas frequéncias e malhas com
nuamero de Courant unitario, deixando-se claro coeficientes de dispersao:

n_C — Bexact _Bn (1096)
C B,

com erros exagerados para a malha refinada a=b =10. Além disso é de se notar
também a ocorréncia de bifurca¢des espurias:

cosf,( >1 (10.97)

para malha ainda mais refinada na frequéncia de 5Hz, algo como a=25 e b=66.3
como indicam resultados arrolados na Tabela 10.2.

A equagédo de equilibrio na interface de elementos de comprimentos
diferentes, a exemplo do examinado na se¢é@o 10.5, assim se escreve:
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Vi
El [-12 12 60 —6¢( v,
FAro)| 60 60 2(2-0) 2(4+a)|lo,["
e0
\Y
12 -12 6ol 6ol 0
El ® o1Vl
53 @) |60l —6al al?|4+— | o2?|2-—1]||0
a1+ — 2 2 0
o a o 0, (10.98)
V—1
pS!( [ms m, -m, —mz} Vi, .\
(1+ (D)2 -m, mg  my |6,
90
VO
pSal |m; m; m, m, v, :{O}
@ Plm -m, myomg[)8, [ o
o2 0,
onde:
w13, 70 0 (L 6
1735 1002 3a® \af) 5
\ 11 11D [ r @ j
m, = | — | | ———— ||t
210 12002 40 ol 10 20.2
9 30 @2 (r} 6
m3:— | — | =
70 1002 6(1 () 5
1 30 o (10.99)
(el
420 4002 24a 10 2a
m; = || ¢ +( J 2 g+¢;2 a?(?
° 105 ' 6002 120a al ) \15 60 3a*
Sl e e VeV o o) e
6 140 600 1200 al 30 6a® 6a*
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Table 10.1 — Numero de Onda Numérico e Auto-vetor

Discretization Bn c,—¢ g
a=b C
f=10KHz
First Spectrum 100 27.87 0.0 2.678
_ 50 27.83 14 10° 2.671
Bexact =278
25 27.66 7.6 1073 2.646
Bexar = 2:680 10 2675 42 102 2526
Second Spectrum 100 11.71 0.0 -0.01861
B.. . =1171 50 11.72 -8.5 10 -0.01870
exact :
25 11.74 25 1073 -0.01904
exact = “0-01858 10 11.91 17 102 20.02147
f=1KHz
First Spectrum 100 3.638 5.5 10* 0.6530
_ 50 3.635 14 107 0.6526
B =3-640
25 3.621 52 1073 0.6513
Zexaer = 06531 10 3.538 29 102 0.6591
Second Spectrum 100 2.0231 49 107 -0.1720i
B.... =2.024i 50 2.021i 1.5 103 -0.1723i
exact .
25 2.012i 6.0 10-3 -0.1735i
Bexacr = 017191 10 1.945i 41 102 20.1820i
f=100Hz
First Spectrum 100 0.9254 -1.1 10% 1.187
_ 50 0.9245 8.6 10* 1.188
Byt =0.9253
25 0.9183 7.6 107 1.199
Bexar = 1187 10 0.3696 15 20.7052
Second Spectrum 100 0.8738i 8.0 10+ -1.040i
B =0.8745i 50 0.8723i 2.5 103 -1.042i
exact :
25 0.8652i 1.1 102 -1.051i
Lexaer = 1039 10 072501 21 107 13131
F=10Hz
First Spectrum 100 0.2849 1.7 103 3.544
_ 50 0.2803 1.8 102 4.255
B =0.2854
25 0.05484 4.2 -1.603
Eexact = 3537 10 0.08163i 35 ~4.096i
Second Spectrum 100 0.2832i 2.1 1073 -3.498i
_ . 50 0.2750i 3.2 102 -3.627i
B, e =0.2838i 1 !
25 0.20041 42 10 -4.953i
Eexact — 31 10 0.02365i 11.0 -11.50i

373
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Table 2 — Limites das Bifurcagdes Espurias

f=5 KHz f=500 Hz f=100 Hz f=10 Hz f=5Hz
a b b b b b
25 4.29 7.37 15.1 46.9 66.3
10 441 7.50 15.4 47.6 67.2
5 491 8.02 16.3 50.3 71.1
2.5 10.2 9.31 24.4 73.4 109.0
2.2 20.2 22.5 36.2 104.0 147.0
1.8 13.5 16.2 28.7 84.8 119.0
1.5 3.58 6.57 13.7 42.5 60.1
1.1 0.747 2.14 4.74 15.0 21.2

na qual o é a razdo dos comprimentos dos elementos a direita e esquerda da
interface.

A integracao no tempo de (10.98) pelo método de Newmark ganha a seguinte
redacgao:

V4
[k1 k, K, kﬂ Vo,
k9 k1o k11 k12 971
0
0 (10.100)
VO
|:k5 6 7 8_ V1 :{0}
k13 14 k15 k16_ e0 O
91

onde:
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K, =-12+Qy,m,
K, =12+ Qy,m,

ky =—6(-Qy,m,
k, =-6(-Qy,m,
ks =12y, + Qy,m,

kg =60+Qy,m,

K, =—6(—-Qy,m,

Ky =(2-®@) %+ Qy,m;
Kip = (4+ @)%+ Qy,m,

Ky, =—6aly, - Q\Ve,m:'r

kg = =12y, + Qy,m, o *
K5 = (4 + —2J o Py, + Qym,
a

k, = Baly, + Qy,m,
Ky = Baly, + Qy,m, ® .
8 Vi Wiy Kk, = (2 _ ?](Xzﬂz% + Qy,m,

sendo:

140
¥ ol +ad

&)+
Ve dr) 1+ @

. al 140
Y3 = dr ( q)jz

(10.102)
1+—

o 4(coswAt-1)
~ cosoAt+1

assinalando-se que (10.100) vem a ser duas equacdes envolvendo seis incognitas.
Todavia, para uma onda incidente (primeiro espectro) dada por:

{91}ei(kat+ﬁ1f)
I

a equacao de equilibrio (10.100) € atendida superpondo uma onda de primeiro
espectro e outra de segundo espectro espurias sendo refletidas, mais uma espuria
de segundo espectro sendo transmitida e também a transmissao de uma de primeiro
espectro, ou seja:

Vi | )9 SlokatBi0) | A 94 ilokat-pi), g 9> RERS
06 _, i i i

V, _C J; ei(mkAt—B;[)+D g, ei(mkAt—B;()

(6, i i

(10.103)

(10.104)
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onde indica-se com asterisco aos numeros de onda do primeiro e segundo
espectros do elemento finito da direita.
Por outro lado, a compatibilidade na interface dos elementos finitos implica

Vo | _ 91 ook | A 91 ook, B 92 oilokat)
06, [ [ |
_ C{qs}ei(mkAt)+ D{94}ei(mkAt)
| |

e, assim sendo, tendo-se em conta o expresso em (10.104), o equilibrio expresso
em (10.100) mais a compatibilidade (10.105) resulta no sistema de equacoes:

em:

(10.105)

g 9, —9; —9,|[A -0
= (10.106)

mi > —
T I -
L.
L

onde:

=k,g, cosB,( +k,g, +k,sinf3,(+ (—klg1 sinf3,(+k;cosB,(+k, )i

oo g

=k,g, cosP,l +k,g, +k;sinB,(+(—k,g,sinB,l+k, cosB,l+k,)i

al

=k,g, +k,g, cosB ol + kg sin ol + (—ksg3 sin Bl + k., + kg Cosﬁfocf)i

w)

=k,g, + kg, cosB,ol +k,sin ol + (—kﬁg4 sin Bl +k, + kg cos B;aﬁ)i

=koyg, cosPB,(+k,,g +k,, sinp,{+ (—kgg1 sinf3,(+k,, cosB,l+k,, )i (10.107)

ies|Bllesl|

=k,g, cosB,l+k,,g, +k,, sinB,(+ (—kgg2 sinB,(+k,, cosB,l+k,, )i

Qi

=k,,g; + kg, cosB,al +k,, sinB ol + (—k14g3 sinB, ol + k5 +k, cos Bfocﬁ)i

an]]

=k,.g, +k,g, cospral+k, sinB ol + (—1(14g4 sinB ol + k5 +k,, cos B;aﬁ)i
T=-k,g cosPB,l—k,g, +k,sinB,(+ (—k,g, sinB,{ —k, cosB,(—k,)i
T =-k,g cosP,l—k,g +k, sinB,(+ (—k,g, sinB,{—k,, cosB,l—k,, )i

cuja solucao arrola-se nas Tabelas 3, 4 e 5 para varios valores da relagdo o e
frequéncias tipicas.

Um exame dos resultados mostra que as reflexdes e transmissdes espurias
sao significativas mesmo para malhas refinadas e razdes entre comprimento dos
elementos da ordem de oitenta por cento (0.8).
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Tabela 3 — Reflexao espuria de primeiro espectro

a= a=0.5 a=0.8 a=09 a=1.1 a=1.2 oa=2
f=10 kHz

100 0.5671 0.2160 | 0.1738 10 | 0.7818 10* | 0.1783 0.5985

50 0.6028 0.2203 | 0.4077 107 | 0.2694 10 | 0.1820 0.6103

25 0.6539 0.2372 | 0.1261 102 | 0.1419 10 | 0.1949 0.6512

10 0.8409 0.6517 0.5263 0.5682 0.4192 0.8409
f=1 kHz

100 0.4947 0.1344 0.05862 0.04507 0.07964 0.1877

50 0.5342 0.1290 0.05453 0.03971 0.06902 0.1442

25 0.5704 0.1130 0.04479 0.02939 0.04923 0.1095

10 0.7594 0.2780 0.1105 0.1741 0.1171 1.085
f=100 Hz

100 0.4828 0.07598 0.03161 0.02472 0.04450 0.1298

50 1.410 0.1708 0.06764 0.05019 0.08735 0.2222

25 1.922 0.6716 0.1733 0.1086 0.1854 1.482

10 1.196 0.6652 0.4641 1.531 4.468 1.009
f=10 Hz

100 0.1707 0.01103 0.01622 0.01352 0.02561 | 0.05827

50 1.429 1.126 0.4560 0.9984 1.545 1.155

25 1.163 0.6528 0.4919 1.389 0.9928 0.9971

10 1.528 2.548 0.3102 | 0.5306 10 | 2.054 1.463

10.7- Formulacao de elementos finitos bidimensionais

Antes de iniciar o desenvolvimento dos elementos finitos bidimensionais é
oportuno discutir o teorema de Gauss no plano, que é a base para o tratamento das
integrais envolvidas na abordagem dos residuos ponderados.

A Figura 10.7 exibe uma regido plana fechada e a indicacdo de uma variavel
curvilinea orientada no sentido anti-horario. O teorema de Gauss tem a seguinte
redacao:
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Tabela 4 — Reflexao espuria de segundo espectro

a= a=0.5 o=0.8 a=0.9 a=1.1 a=1.2 o=2
f=10 kHz
100 0.5871 0.2160 0.06865 0.06864 0.4247 1.426
50 1.357 0.5177 0.06887 0.06905 0.4311 1.457
25 1.278 0.5385 0.06996 0.07025 0.4570 1.569
10 1.025 1.344 0.03598 0.1610 1.032 3.119
f=1 kHz
100 0.8713 0.2621 0.1159 0.09155 0.1644 0.4160
50 0.9531 0.2829 0.1238 0.09638 0.1712 0.4268
25 1.156 0.3496 0.1499 0.1134 0.1994 0.4703
10 3.323 0.7800 0.2818 0.3312 0.2617 1.096
f=100 Hz
100 0.5764 0.08592 0.03526 0.02678 0.04772 0.1318
50 1.003 0.1708 0.04716 0.03460 0.06006 0.1513
25 0.4745 0.1660 0.04270 0.02697 0.04643 0.3123
10 0.03022 0.01682 0.01157 0.03701 0.1061 0.02700
f=10 Hz
100 0.06013 | 0.003751 | 0.005700 | 0.004747 | 0.008921 0.03230
50 0.03634 0.03596 0.01814 0.05324 0.06403 0.02593
25 0.01622 | 0.009583 | 0.007166 0.01968 0.01483 0.01546
10 0.04610 0.07337 | 0.0083944 | 0.005306 | 0.07254 0.04438
[ jR%dxdy = f(xy)dy
” dedy = —§> f(x,y)dx o109
R oy s
onde f(X,y)denota uma fungédo de duas variaveis, ou ainda:
J'R(fx(x,y) —1,(x,y))dxdy = d}s(f(x,y)dx +f(x,y)dy) (10.109)

378
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a= a=0.5 a=0.8 a=09 a=1.1 a=1.2 oa=2
f=10 kHz
100 1.378 0.5123 0.1678 0.1680 0.4258 1.431
50 1.358 0.5189 0.1680 0.1685 0.4332 1.477
25 1.283 0.5431 0.1691 0.1691 0.4653 1.632
10 1.064 1.604 0.05479 0.2447 2471 3.738
f=1 kHz
100 0.8714 0.2621 0.1159 0.09154 0.1642 0.4155
50 0.9535 0.2828 0.1238 0.09623 0.1710 0.4245
25 1.157 0.3493 0.1496 0.1131 0.1984 0.4679
10 3.351 0.7952 0.2901 0.3349 0.2907 1.143
f=100 Hz
100 0.5765 0.08595 0.03536 0.02681 0.04749 0.1324
50 1.006 0.1202 0.04754 0.03485 0.06078 0.1570
25 0.4866 0.1679 0.04577 0.03069 0.05524 0.9939
10 0.2386 0.01139 0.01190 0.07984 0.2879 0.07124
f=10 Hz
100 0.06202 | 0.004066 | 0.006204 | 0.005349 | 0.01019 0.1499
50 0.1407 0.2395 0.1567 0.9147 1.166 0.2324
25 0.1834 0.03834 0.03155 0.1411 0.2621 0.008058
10 0.2386 0.4574 0.08715 0.06727 0.3638 0.1391
¥/

Figura 10.7
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empregando-se a notacao classica:

of (X,
fxy) = TN
(10.110)
of(x,y)
f,(X.y)
oy
uma vez que:
il afxyOlol (] (xzafxy jd = [ (H0xey)dy +H0x,,Y)(-ly)) =
yi | Ix (10.111)
qSSf(x,y>dy
como ilustrado na Figura 10.8 a), e igualmente:
oA (x,y) _ e[ pre of(xy) _ [ _ -
I, 2P ey - (jﬁ i MG LR R

—gssf(x,y)dx

como ilustra-se na Figura 10.8 b).

A Figura 10.9 ilustra a configuracao de equilibrio de um elemento plano
infinitesimal, cujo equilibrio se expressa:

1%} ..
(acx dxjdydz + [ﬁdy]dxdz +(y, —pl)dxdydz =0
OX oy

; ; (10.113)
D dy |dxdz +| 2% dx |dydz +(y, —pV)dxdydz =0
oy OX
ou ainda:
0
aacx +%+ X=0
x 9 (10.114)
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a) Integracdo em x b) Integragdo em y
Figura 10.8
com:
X=y,-pu
H P (10.115)
Y=y, —pv

onde vy, e y, s&o forgas volumetricas nas diregbes x e y, respectivamente, e p a

densidade de massa.
Pois bem, procedendo-se o residuo ponderado a equagédo de equilibrio
(10.114) tém-se as seguintes expressodes:

a(jx a‘Cx
IR¢[8_X - a—yy - dexdy = [ 6(0)dxdy =0

(10.116)
[0 20+ % 4 v lixdy = [ o(0)dxdy = 0
R'loy ox Y=l y

a0,
T+ 3 Xy dy

y
at
hﬂ 5
aT
’Yy TXz*‘TXy dx
Oy i |
ﬁ — S a0y

X+ Bx dx

.o yx
y TXy VT /\ dy
L) ﬁ de
Oy

Figura 10.9
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resultando-se, mediante integrac&o por partes:

(10.117)

ou ainda:

IR(G a—j:+rxy aq)]dxdy _[ X¢dxdy+3f> p,bds
(10.118)

IR(G @+rxy ad)jdxdy J‘ Y¢dxdy+’)ﬁ p,¢ds

tendo-se em vista que, no contorno, como ilustrado na Figura 10.10 o equilibrio &€
expresso por:

c.dy—t.dx=p.ds
(Y Ty Px (10.119)
-c,dy +1,dy =p,ds

lo % lo
gl
Cal
-
o
: l"@l‘j@
>
&

Figura 10.10
cuja expressao do residuo ponderado implica em:

¢ [ o,dy — 1,,dx Jods = § p,ods

(10.120)
gﬁs[—cydx + rxydy}pds - qSSpyq)ds

0 que permite reescrever (10.117):
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J.R(cx % + 1T, a(l)jdxdy _[ Xodxdy + q') p,bds
(10.121)
J-R(Gy % +T, a(l)}jxdy Y(I)dXdy + Cj} p,dds

que consiste nas expressoes basicas da formulacdo do método dos elementos
finitos bidimensionais, ou ainda em notagdao matricial (vide (10.115)):

IRF;X d?y Hz dxdy + | p(l){ } Icl){yx}dxdyﬂﬁd){ }d (10.122)

que decorre da consideragao de nulidade dos residuos ponderados:

- R o

_[ € <|>dxdy+j -p, )(l)ds 0

10.123
J'R &’ dpdxdy + L(py ~p, Jpds =0 ( )

onde ¢, € ¢, sdo os residuos do equilibrio aproximado (10.114), p; e p; as forgas

decorrentes de (10.119) considerando-se as tensdes aproximadas.

No sentido de se ilustrar o desenvolvimento da técnica dos elementos finitos,
a Figura 10.11 a) exibe um dominio dividido por subdominios triangulares
(elementos finitos triangulares), e a Figura 10.11 b) exibe um elemento tipico,
indicando-se os deslocamentos nodais u, e v;.

a) Malha b) Deslocamento
Figura 10.11

Considerando-se que, no interior do elemento finito genérico i, a funcéo
aproximadora seja dada por fung¢des planas do tipo:



VIBRAGCAO DAS ESTRUTURAS

u? =A+Bx+Cy

. . (10.124)
vi=A +Bx+Cy

verifica-se de imediato que:

-1
Xy Yy Uy

A 1
Br=[1 X, y,| U, (10.125)
C 1

Xs Ys Us

permitindo-se, pois, reescrever (10.124) na forma:

a

Ui =W + Uy, +UsPg

. (10.126)
Vi = V40 +V,0, +V30g

uma vez que a matriz de (10.125) é a mesma para o movimento v?, sendo as
funcbes de forma expressas por:

¢, = é(ZS? +bx+ay)

_1
2S
03 =1-0, -0,

0, (255 +b,x+a,y) (10.127)

onde:

1
S= E(b1a2 -b,a,)

1
ST =S (X —%)) (10.128)
a, =X, — X,
b, =Y, -V«

sendo ilustradas na Figura 10.12 as fungdes de forma (10.127).

Pode-se verificar de imediato que as fungbes (10.127) garantem a
continuidade das fungbes aproximadoras ao longo do dominio, uma vez que na
interface dos elementos a funcao reta € a mesma.
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Figura 10.12

No sentido de se requintar um pouco a aproximacgao, considere-se agora o
dominio retangular dividido em subdominios retangulares de dimenséo 2a e 2b
como ilustra-se na Figura 10.13 a), cujos detalhes do elemento retangular ilustra-se
na Figura 10.13 b), indicando-se um sistema local de coordenadas Onég facultando-

se a transformacao de variaveis:

(10.129)

- ™~—
(Dominio) v, | Vs [ -
Malha 7 F 1 o \ Numeragio local

G )

@ 50
Elementos t\’l (t) ﬁ)(t) 2b
(Subdominio) 2

Ol @

Ty—:\¥\@—1/

a) Malha

TV4 ]Tvz
u,
¥>4 @ Ug

v, & |av,
[

b) Elemento finito

Figura 10.13
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Pois bem, a exemplo de (10.124) as fun¢des aproximadoras agora sao dadas
por:

u' =A +AE+AM+ AL

S ’ ; (10.130)
Vi =A+AE+AM+AEN
ou em termos de funcdes de forma:
u1
u
ut = {(p1 © @3 (P4} ?
u3
u4
(10.131)
V1
\'
Vi={p; @ 05 @4 °
V3
Vy
na qual se emprega por conveniéncia a notacao vetorial, onde:
- La-g-n)
4 4 n
1
®, =Z(1+§)(1—n)
’ (10.132)
Py =Z(1+§)(1+n)
1
0, =Z(1—&)(1+n)

cujos gréaficos sao indicados na Figura 10.14.

E oportuno notar que as funcbes de forma (10.132) sdo retas no contorno
para o caso retangular em apreco, garantindo-se assim continuidade entre
elementos.

A Figura 10.15 mostra uma ponderadora genérica obtida como uma
combinacado das funcbes de forma (10.132) como nominado, destacando-se as
retas nas interfaces (continuidade verificada), bem como o valor unitario no né
considerado, e valores nulos nas demais faces e nés da malha.
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1,0

% / m

Figura 10.14
O estado de deformacao aproximado, tendo-se em vista (10.131) ganha a
seguinte redacao:

ou?
a OX
SX aa
V
Sa: :@d:
] By [©]{d}
™ lowr vt
_+_
oy 0oX
- Y (10.133)
u2
P P 9o @ O 000,
a a a a
Uy,
0 0 0 0 &y 9 0 Ol
b b b b V‘
P Pz Poy oy P Pa Do Pac ||
L b b b b a a a || 3
V4

na qual o vetor de deslocamentos nodais € organizado colocando-se em primeiro
lugar os movimentos segundo o eixo Ox e depois segundo Oy.

Tendo-se em conta a ponderadora exibida na Figura 10.14, as integracoes
no elemento permitem expressar as seguintes matrizes: e vetores:



VIBRAGCAO DAS ESTRUTURAS

[k],= J[@] [D][@]oxay

[m] = [p[@"] @ ]axdy (10.134)

{10 T oo g0 T s

/ / / 1177

elemento /.

/ /
/elem(cie)r;t/o W / \ é elemento j, (p4
VSV, /

Figura 10.15

elemento 1, (Pl

sendo que a matriz quadrada [D], de ordem 3x3, contém as constantes da Lei de
Hooke, e onde:

0 0 0 0 o ¢ ¢ ¢

sendo oportuno adiantar que a integracao do expresso em (10.134) vai ser objeto
de apresentacdo mais adiante. Vale também mencionar que a introducdo de
amortecimento viscoelastico ndo exige tratamento adicional, porquanto a matriz de
amortecimento é proporcional a matriz de rigidez.

Um fato notavel ocorre ao se adotar um elemento finito quadrangular, como,
por exemplo, o mostrado na Figura 4.16 a), pois as funcbes de forma ficam
expressas por:
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" (3),0:2)

0.

@

@ @ b) Func¢do de forma
(0,0) (2,0) X

a) Elemento finito

Figura 10.16

—1—1x— +§x
O 5 y 1 y

27 % (10.136)
1
=—X

P53 2y

§, =Yy —Xy

como ilustra a Figura 10.16 b), deixando-se evidente que sao funcdes curvas em

parte do contorno, violando-se quesitos de continuidade, como a figura 10.17
esclarece.

Nao h4 continuidade
ao longo desse lado

Figura 10.17

No sentido de se evitar esse inconveniente, que se manifesta ao se aumentar
o grau das funcdes de forma, foi desenvolvida a técnica do elemento finito

isoparamétrico, que consiste em se proceder uma transformacao de variaveis como
se segue.
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A Figura 10.18 a) exibe um elemento quadrangular no dominio original (Oxy)
e a Figura 10.18 b) exibe o dominio transformado (O&n), no qual aquele

quadrangulo esta associado a um elemento quadrado; e é nesse dominio que a
aproximacao entao € formulada.

y n n
Transformagdo
(mudanca de variaveis) E_>
Elemento 1 Elemento 1
x g
Figura 10.18

A transformacao de varidveis se expressa:

X=A,+A5+An+A8ln

_ _ _ (10.137)
y=A+AE+An+AEn

cujos parametros podem ser expressos em termos das coordenadas dos nés, a
exemplo de (10.124), ou seja:

0 0 0 0
{X}{% Pz @ P }X‘* (10.138)
y 0 0 0 0 @ 9 9 9|y

onde:
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0, =5 (1-8)(1-n)
0z =5 (1+8)(1-n)
1 (10.139)
P3 =Z(1+§)(1+n)
0, = (1-8)(1+n)

coincidindo-se com as funcdes de forma (10.132); e, por essa razdo o nome
isoparamétrico atribuido ao elemento finito assim desenvolvido.

Vale assinalar, em primeiro lugar, que a aproximagao sendo desenvolvida no
dominio O&n, a questdo da continuidade esta entdao garantida, e as matrizes no

dominio original passam entdo a ser assim redigidas em termos das novas
variaveis:

[k],= [[®] [D][®]det[J]dzdn
[m] = [p[ @] [@]det[J]dean (10.140)

{:y} -Jlo] {Z:}det [Vdedn+g[o"] {E} g2 +h2dv

y

onde:
x o
0t 0O
det[J] = det| &= " (10141)
¥y
o5 on

que vem a ser o0 jacobiano da transformacao em questao, o qual ndo deve trocar de
sinal no dominio de integracédo, de sorte a nao violar a condicao biunivoca e v
denota & ou n dependendo do lado do elemento onde a integragéo esta sendo

feita. Em apéndice é apresentada uma discussdo sobre as transformagbes de
coordenadas e o papel central desempenhado pelo jacobiano da transformagéao
No sentido de facilitar as integragbes envolvidas e evitar indesejaveis
manipulac¢des algébricas na busca da avaliagdo exata, o emprego da quadratura de
Gauss se mostra apropriada. No que se segue, tal quadratura pode assim ser
desenvolvida.
A Figura 10.19 mostra uma funcao genérica f(§) conhecida a ser integrada

no dominio de -1 a +1, ou seja:
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[t (10.142)

cuja magnitude é avaliada por:
+1
[ f(e)de =3 of(&) (10.143)

sendo i 0 nimero de pontos de Gauss, onde « S80 0s pesos e & o ponto no qual
a fungédo em aprego é avaliada. Assim sendo, para um ponto de Gauss tem-se:

[ 1fede = o) (10.144)

para dois pontos de Gauss:

[1E)de = 0f(g,) + 0,1(5,) (10.145)

e assim por diante, restando-se definir os pesos e os pontos.

/\f(a)

777—) f(g)
% /% 3

A4 ~
>

-1\ g, +1 £

S

Figura 10.19

Para tanto, a integracao expressa em (10.144) vai ser exata para a fungao
linear:

f(&)=A+Bg (10.146)
tem-se:
[ Ade = 0,(5,) = 0,(A) = 2A

" (10.147)
[ Bede=0,(&)=0
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resultando-se o, =2 e &, =0. Em verdade o peso e o ponto podem ser obtidos de

maneira mais expedita tomando-se a base funcional (&) =1,&&2,%...uma vez que,
para um ponto de Gauss tem-se:

() =1- [ 1(e)de=2= 0wy,

! (10.148)
f(e)=E—[ H(E)de=0=0ng,

para dois pontos de Gauss tem-se:

() =1- [ 1(5)dg=2=0,+0,

() =¢— [ 1(5)d5=0= 08 + 0.,
() =22 [ 1()de =2/3 = & + 0,82
()= > [ 1(8)de =0 = & + 0,3

(10.149)

que consiste num sistema nao linear de equagdes resultando:

0, =0, =1

‘22:_§1:1/\/§

ou seja, essa técnica ndao é muito adequada para a obtengao dos pontos de Gauss
e seus pesos. Todavia, uma brilhante descoberta consiste no fato de que os pontos
de Gauss vém a ser as raizes do polinbmio de Legendre expresso por:

(10.150)

P(X)_(Zn—1)(2n—3)...1x 2(2n-1) .
e n! nn-0)(n-2)(1=3) ns -

8(2n-1)(2n-23)

(10.151)

ou seja:
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P,(x) =1
P(x)=x—>x=0
P, =1/2(3x* 1) > x=+1/3

P, = 1/2(5x° —3x)—>{ %i=0 }

Xog =%3/5 (10.152)
- _\/30+\/900—420
17 "2 T
P, = 1/8(35x* ~30x+3) > 70
_— _\/30—\/900—420
37 "M
70

sem contar que os polinbmios de Legendre formam uma base ortonormal no
intervalo -1 a +1, pois:

0—=>n#m

[P (0P, (x)dx =1 2 (10.153)
—-n=m
2n +1

gozando-se também das seguintes propriedades:

+ 2 =
J- 1Pn(X)dX= —->n=0
-1 0—>n=123...

P.(x) =P, (-x) > n=par (10.154)
P.(x) =P (-x) »> n=impar

n

que, no caso de dois pontos de Gauss, a fungdo genérica formulada agora em
termos dos polinémios de Legendre, ou seja:

(2) = AP ) + APE) + AP(E) + APYE) (10.155)
tem-se:
I_Tf(é)d& = W,&; +W,5, (10.156)

resultando-se:
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f(&)=Py(&)=1>2=w,+w,
f(€) =Py(€) =& »> 0 =w,P,(&§,) + W,P,(c,) (10.157)
f(€) = Py(€) = 0=w,P,(&;) + W,P5(c,)
f(€) =P3() > 0 =w,P,(&;) + W,P5(c,)
ou ainda:
W, +w, =2
p1(<ta1)(w1 _Wz):0 (10.158)

O(w, +w,)=0
P3(E)(Wy—w,)=0

resultando-se finalmente w, =w, =1.0.

A integracdo numérica com a quadratura de Gauss pode ser facilmente
estendida para fungdes de duas ou mais variaveis, como ilustrado na Figura 10.20
a) o caso plano e Figura 10.20 b) o caso tridimensional, ou seja, respectivamente:

ﬂfgndadn zwwfg,,n)—m_m

(10.159)
mf g,n,y)dedndy = ZWW w,f(&m,7) > ik =123

e assim por diante, uma vez que, no dominio transformado, o sistema de
coordenadas é cartesiano.

A titulo de ilustracao, as funcdes de forma para o caso do elemento cubico
com aproximacao linear, mostrado na Figura 10.21 a) é expressa por:

=%(1+§ié)(1+nm)(1+vm (10.160)

na qual i refere-se ao nd, no caso em numero de 8. No caso do elemento cubico
com aproximacao parabdlica exibido na Figura 10.21 b) tem-se paraide 1 a 8:

- %(1 +EE)1+mm) 1+ 1) (EE+nm+ vy —2) (10.161)

parai=13,14,15¢e 16:

0, =5 (1=7)(1+E)1+ 1) (10.162)
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(1,1 1D

(1,-1) a,-1
a) Plano

b) Espacial
Figura 10.20

e, finalmente, para i=10,12,18 e 20:

1

O, =Z(1—n2)(1+§ii)(1+viv) (10.164)

valendo-se assinalar que as funcées de forma para os elementos finitos usuais
podem ser encontradas em textos especializados.

10.8 - Formulacao de elementos finitos de placas

A teoria de flexdo de placas delgadas foi desenvolvida pioneiramente pela
matematica francesa Marie-Sophie Germain. A Figura 10.22 a) ilustra uma placa de
espessura d sob carregamento transversal distribuido p(x,y), sinalizando-se

também o plano médio na Figura 10.22 b). As hip6teses classicas assumidas sao
de que a espessura é muito menor que as dimensbes do comprimento ou largura
daplaca (d << (), e de que a deformada transversal € muito menor que a espessura
(w << d) de modo a ndo apresentar efeito de membrana, sendo corrente o critério:
0.01<d/(<0.1,
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b) Elemento finito parabdlico de 20 nds
Figura 10.21

A Figura 10.23 a) exibe a configuracdo de um elemento diferencial de placa
com o carregamento transversal, momentos de flexdo e de tor¢ao distribuidos em
suas faces. A Figura 10.23 b) indica as tensdes atuantes e a Figura 10.23 c) a
distribuicao das tensées normais e de cisalhamento segundo a teoria técnica da
flexéo

Z

W (X,y)

a) Placa b) Plano médio

Figura 10.22
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Assim sendo, as seguintes relacdes entre os esforcos distribuidos da placa
e as tensdes podem ser assim escritas:

dr2 q
m Zj o ZQz
X —dr2 X
dr2 q
m =J‘ o ,Z0zZ
y —di2 Y

d/2

qX = TXZZdZ
L”Z (10.165)

d/2

qy=f T,,2dz

—di2 ¥*

d/2 d
myx = I—d/ZTyXZ Z=

a2
m,, = —f 1,2dZ=-m

—d/2 yx

sendo que a ultima de (10.165) decorre do teorema de Cauchy. Por outro lado, a
teoria técnica da flexdao permite escrever o movimento:

d/2

- Tk %
a) Elemento diferencial de placa d/2 Ve e I\ *
T S Txz

d/f2

b) Tensdes atuantes
dn T
parabolico

¢) Distribuicio das tensdes

Figura 10.23
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W =w(X,Y)

u=—2zM (10.166)
OX
ow

V=—2—
oy

onde w(x,y) € a deslocamento transversal da placa, ou ainda:

ou o®w
g =—=-2—
ox X 1/E, —v/E, 0 ][s,
e =N 0w LB, 1/E 0 [o (10.167)
y aX ay2 X y y
, 0 0 1/G, ||x,
_u v, 0w T
Ty oy Ox oxoy

onde se considera o caso de material ortétropo; e, com isso, tendo-se em conta
(10,165) o expresso em (10.165) permite escrever-se:

m, D, -v,D, 0 |[&w/ox®
m, p=[-v,D, -D, 0 |{d°w/oy? (10.168)
m,, 0 0  2C||0°w/oxdy
onde:
3
o, & &
1-v,v, 12
3
oD . & & (10.169)
Yooy, 12
3
c-ag, L
Y12

que consistem nos parametros da relacdo momento-curvatura das placas delgadas.
A Figura 10.24 exibe a configuracdo de esforgos atuantes num elemento
infinitesimal de placa cujo equilibrio se escreve:
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om, amyx
—_— + —_— qx
OX oy
0 0
My My _q (10.170)
oy  OXx Y
0
A
ox oy

ou ainda, sabendo-se que: M, =-M,,, o expresso em (10.170) resulta em:

oPw . o°w  d*w
— + =
ox? oxoy  oy?

—p (10.171)

que consiste na denominada equacgao de compatibilidade das placas delgadas.

A Figura 10.25 a) ilustra o contorno genérico da placa com os momentos
externos atuantes, e a Figura 10.25 b) a configuragdo de equilibrio no contorno
expresso por:

Qds =q,dy —q,dx
T,ds =m dx+m, dy (10.172)
T,ds =m,dy +m, dx

X q
Y, /1 My
y my

4 a
m p Qo+ dx dx
Myy T/ﬂd}, ‘lf\l’él"l, dx o
qy+_q)idy 111XY+EXXdX

Figura 10.24
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X
>
=™ QyTy
M X
y zZ
a) Contorno da placa
b) Configuragdo de equilibrio

Figura 10.25

A formulacao dos residuos ponderados € entdo assim redigida:

o*w o*w aw
-2 dxd dxd 1.173
IR[axz 5oy o J@xy Jl,—Podxdy (1.173)

cujas integracdes por partes resultam:

.[R T pdxdy = I m. ¢, dxdy +<‘f> X pdy _Cﬁmxd)xdy

a 2

[ aa 2 ddxdy = | m ¢, dxdy - q.>8—yy¢dy—c'f>my¢ydx (1.174)
. T gaty - 0,0y +

IR ™ axy dpdxdy = j m,, d,,dxdy + y

gSagq—Xxyq)dx + c'f)mxyd)ydy

sendo que a terceira das (1.174) decorre de se proceder a integracao primeiro em
x € depois em y e vice-versa, de sorte a se manter simetria; ganhando-se (1.173)
uma nova redacao, ou seja:

I(ﬁzw 2aw o*w

R ox2 oxoy  oy® ]OdXdy J.( X¢Xx_2mxy¢xy+my¢w)d)(dy+

om, om, om, om,
Sﬁ[ax 5 dy—{)(ay ax dx - (m,dy +m, dx)p, + (10.175)

’)f)(mydx +m, dyp, = —jR phdxdy
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ou ainda, tendo-se em conta (10.171):

[ (.0, —2m, 0, +m o, Jaxdy = (T ¢, - T,0, )ds -

(10.176)
$(Qo)ds - jqu)dxdy
resultando-se no caso de solugdo aproximada via Galerkin:
o*w?
b, -vD, O ox®
o*w?
IR{¢XX ¢yy (I)xy} vny _Dy 0 ayz dXdy =
0 0 2C :
2we (10.177)
oxoy

TX
[ opdxdy - {9, q)x}{_l_y}ds - $¢Qds
ja em forma matricial. A exemplo de (10.134) as matrizes de rigidez, de massa e de
esfor¢cos podem ser igualmente formuladas.

A Figura 10.26 a) exibe uma malha retangular genérica e a Figura 10.26 b)

um elemento de placa com quatro n6s de lados a e b e Figura 10.26 c) ilustra a
primeira fungéo de forma.

vy, S vl /]
A/ ®

a) Malha de elementos

1,0
ol @ ©
@ ¢) Primeira fun¢do de forma

Ol L@?

a K

b) Elemento finito
Figura 10.26
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De sorte a se garantir a continuidade de deslocamento e rota¢do nas bordas,
sao considerados nos nds o deslocamento, rotacées nas duas direcdes e mais a
derivada mista e, assim sendo, as dezesseis funcdes de forma resultante sdo dadas
por:

0y = 1(&)1:1(1']) Py = fz(n)fz(‘t:)
0, = af1(11)91(§) P10 = agz(&)fz(n)
¢; =bf,(€)g,(n) @4 =Dbf,(€)g,(n)
¢, = abg,(n)g, (&) ¢, = abg,(£)g,(n)
95 =f,()f;(n) 945 = f(E)F,(n) (10.178)
¢ =af(n)g,(&) ¢y, =2g,(E)f(n)
®; = bf2(§)91(ﬂ) Py5 = bf1(§)92(11)
®g = abg,(&)gs(n) 9,5 = abg,(£)g,(n)
onde:
fi(y)=1-3y*+2y°
By =3y -2 (10.179)
g(r)=v-2y"+v°
9(v) =—v*+7°

sao polinbmios hermitianos cubicos.

Todavia, mesmo o elemento ndo conforme, no qual a derivada mista nos nés
ndo é levada em conta, com as seguintes funcdes de forma que violam a
continuidade das rota¢des nas bordas, mas mesmo assim garantem a convergéncia
da solucao. Por essa razdo é um elemento com convergéncia compativel com o
elemento conforme de 16 graus de liberdade. Vale assinalar que uma série de
elementos triangulares de placa foram desenvolvidos, com performance até
melhores que esses retangulares, e que foram também objeto de apresentacao em
textos especializados:
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=211 S0+ - ')

3.1
¢4=2(n—1)&(n2+§2—5§—5nj
¢s =a(m—1)(g-1)&?
ps =b(n—1)%én
<p7=2n&( n?-g%+= (é+n)—1j

2
¢y =a(E—1)E%n
9y =bn’(n-1)¢
—2(&—0(2+£2—§ —1aJ
P10 =M n ZT] 5
11 =ang(g—1y° (10.180)
12 Z—bnz(n—1)(§—1)

Para encerrar, vale ainda ressaltar que um elemento de casca folhiédrica

pode ser obtido combinado o elemento de placa com as fungbes de forma (10.178)

u (10.180) com o elemento de chapa (10.134). Todavia existem varias outras

formulagdes de elementos de cascas, como cascas parabdlicas, de revolugédo e
outras na literatura técnica especializada.

APENDICE
10.9-Transformacao de variaveis
Na exposi¢do a seguir adota-se a notacdo empregada por Richard Courant

em sua obra mais notavel: Calculo Diferencial e Integral. Sejam, pois, consideradas
as seguintes variaveis independentes assim relacionadas:

x =9(&n) = g(d(x.y), (xy))
Y =h(&n) =h(60y),wixy)) (10.A1)
&= (x,y) = d(a(&m),h(Em))

n

T]:W(X!Y)Z\Ij(g(aa )5 (éan))

onde g e h sdo as fungdes que transformam as variaveis ¢ e 1 nas variaveis x e y,
ou ainda relaciona o sistema de referéncia cartesiano &n no sistema de referéncia
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cartesiano xy; e as fungbes ¢ e y sao as fungbes inversas que transformam as
variaveis x e y nas variaveis ¢ e 1.

Cumpre adiantar que encontrar analiticamente as fungdes inversas nao é
tarefa trivial e, por essa razao o exame das derivadas € de importancia primordial.
Nesse sentido, aplicando-se a regra da cadeia de derivagao tem-se, por exemplo:

%
oG

o8
% = Wxga +\Vyhg =0

= (I)xgg + (I)yha =1

(10.A2)
M _ h, =0
a_é - (I)Xg'r] + (I)y n -
om
o v,9, tv,h, =1
na qual o indice denota a derivada parcial em relagdo a variavel indicada.
Resolvendo as equacbes (10.A2) tem-se, por exemplo:
=—¢, /D
9 =0, (10.A3)
h,=-y,/D
h =¢,/D
onde:
o ¢
D =,y —¢,v, =det. ' (10.A4)
Ve Y,

vem a ser o denominado jacobiano da transformagéo, que consiste no determinante
da matriz jacobiana da transformacédo em questdo. O expresso em (10.A3) mostra
que as derivadas da funcao inversa estao relacionadas de maneira simples com as
derivadas da fungéo original, embora nao seja possivel explicitar a propria fungao
inversa. O expresso em (10.A4) permite uma nova redacao (vide (10.A2)), ou seja:

X &y
n, m,

D=&,n, —&,n, =det. = (10.A4)

ganhando-se o jacobiano uma nova notacao mais apropriada. Por exemplo:
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o(x,y) |Xe Xy _ Yy b, Wy ¢y _
GEm) |ye vy T _FB_(_FJ[_BJ_
1 1 (10.A5)
D d(n)
o(%,Y)

mostrando-se que o jacobiano das fungdes inversas é reciproco do referente ao
sistema original.
Sejam agora consideradas as seguintes transformacoes:

&=4(x,y)
n=y(xy) (0B
U= (&) = (9(x,y).v(x.y)) (10.A6)
v="P(En) =Y (o(xy)w(xY))
e as seguintes derivadas (fun¢des compostas):
ou
& = (D§¢x + q)nwx
ou
5 =09, +Oy,
ov (10.A7)
8_X = \Pg(I)x + anWX
ov
5 =V, + Ty,

ou seja, o jacobiano da transformagéo de u e v em x e y resulta, tendo-se em conta
(10.A7), ap6s as operacdes de multiplicacao:

ouov ouov
a_xa_@@_xz(q)é\yn _q)nlyé)(d)xwy _¢V\VX) (10.A8)

mostrando-se a propriedade basica do jacobiano, que consiste no fato de que o
jacobiano da transformacgdo resultante é igual ao produto dos jacobianos das
transformacoes individuais, ou simbolicamente:

v v) 0(&,m)
= ) (10.A9)

mostrando-se a utilidade sugestiva da notagcdo exposta em (10.A4).
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Nesse ponto da apresentacdo é oportuno assinalar que é facil mostrar que
no caso de transformacdes gerais, 0 sentido da rotacdo dos eixos sera invertido ou
conservado, conforme o sinal do jacobiano for negativo ou positivo. Em outras
palavras, é preciso um estudo pormenorizado no caso do jacobiano mudar de sinal
na regido de interesse.

Voltando-se a atencao agora para o caso de integracao dupla tem-se, por
exemplo, a seguinte relagao:

J focy)any = [ o0v) wiw) S ey (10.A10

onde tem-se em conta a transformacao:

X =d(u,v)

10.A11
y = y(uv) A0A1T)

cujo jacobiano se expressa:

o(x,y)
o(u,v)

=o,v, -0y, (10.A12)

verificando-se mais uma vez a utilidade sugestiva da notacao exposta em (10.A4).

No sentido de se demonstrar de maneira expedita a relagcdo exposta em
(10.A10), é conveniente de inicio proceder a decomposicao da transformacao
(10.A11) em duas mais simples, quais sejam:

X=X (10.A13)
y = ®(v,x)
cujo jacobiano € dado por:
1
%Y _gei X _get|' O|-o, (10.A14)
o(x,V) Y. Yy 0 @,
e depois proceder a transformacéao:
x=¥(uv) (10.A15)
V=V
com o jacobiano:
V) _ et v _get| T 9w (10.A16)
o(u,v) vV, Vv, 1
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resultando:

(10.A17)

tendo-se em conta o exposto em (10.A9).
A Figura 10.27 exibe a configuragdo de uma regiao Ri no plano xy,

providenciada pela primeira transformacao, ficando claro que a area dessa regiao é
expressa por:

X+h

AR =J. (D(v +k,x) - D(v,x) Jdx (10.A18)

X

ou ainda, tendo-se em conta o teorema do valor médio:

AR = (D(v+kx,)-®(v,x,))h (10.A19)

onde X, é um valor situado entre X e X+h. Também pelo teorema do valor médio
o expresso em (10.A19) ganha uma nova redagao, ou seja:

AR, =@, (v ,X,)kh (10.A20)

onde V, é um valor situado entre V e v +Kk. Assim sendo, a integral de uma fungéo
f(x,y) na regido R do plano xy pode ser expressa por:

D IAR = > hkf(x,, (v, X, )®,(X,V) (10.A21)

sendo que, no limite com h e k tendendo para zero, (10.A21) se expressa:

jBf(x,q>(v,x))cbv(v,x)dxdv (10.A22)

que vem a ser uma integral da funcdo em apreco no dominio XV, regido denominada
B. ou seja:

.[Rf(x,y)dxdy = jBf(x,CD(v,x))CDV(v,x)dxdv (10.A23)

restando-se agora providenciar a integragdo do expresso no segundo membro de
(10.A23) no dominio uv mediante a transformacgéo (10.A16) seguindo-se 0s passos
anterior, resultando:
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ij X,y )dxdy j f(x, (v, X)), (v, x)dxdv =

Bf O(v,¥(u,v))®, (v, ¥(u,v))¥ dudv = IR,f(x,y)CDV‘Pudxdy = (10.A24)
f(x ))Mdudv
R o(u,v)

tendo-se em vista o exposto em (10.A17).

y — y=0 (vV+k,X)

— y=0 (v,x)

X+k

Figura 10.27

Para finalizar, vale assinalar que a extensdo do aqui exposto para a
consideracao de maior niumero de variaveis (3 ou mais) decorre do principio da
indugéo.
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CAPITULO XI
PROPAGACAO DE ONDA NAO LINEAR UNIDIMENSIONAL

11.1-INTRODUCAO

A questdo da propagacao de onda elastica ndo linear tem sido assunto muito
estudado na literatura cientifica, especialmente em geofisica, area na qual a
hip6tese adotada € a da teoria das deformacgdes finitas com pequenos
deslocamentos, como apresentadas por Apostol [1], McCall [2] e Kosevich [3]. Em
outras palavras, a néo linearidade decorre apenas da consideracdo de grandes
deformacdes. Por outro lado, a consideracao de grandes deslocamentos acrescenta
a essa teoria o fato de ser o equilibrio formulado na posigéao deslocada, e, com isso,
a abordagem consistente do problema passa a envolver o tensor das tensdes
denominado Piola-Kirchhoff, que é o conjugado energético da tensao real (tensor
de Cauchy) segundo a variavel da posicao de repouso (variavel do sistema de
referéncia original), e que consiste no conceito central da teoria dos grandes
deslocamentos. A nao linearidade pode também ocorrer com a consideragdo de
pequenas deformagbes com grandes deslocamentos (problema da elastica de
Euler).

No caso da onda elastica nao linear com pequenos deslocamentos, solugdes
semi-analiticas envolvendo fungdes eliticas no tempo e extensdo analitica da
funcdo beta no espago tém sido propostas [1], em especial mediante a técnica de
separacao de variaveis, que sera objeto também de apresentagdo. O método dos
elementos finitos vai ser desenvolvido no presente texto como ultimo tépico tanto
para a formulacdo com grandes deformacdes e deslocamentos pequenos, como
para a formulagdo com grandes deformagdes e grandes deslocamentos,
empregando-se a formulacao posicional desenvolvida por Coda [4].

11.2-ONDA NAO LINEAR

A Figura 11.1 exibe um meio continuo semi-infinito sob movimento
unidimensional com sistema de referéncia Ox, sendo x a coordenada da posi¢ao
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de repouso dos pontos da barra. Assim, um ponto do meio continuo de coordenada
x na posicao original indeformada passa a ter posicdo y apds a movimentacao,
como indicado na Figura 11.1. A movimentacdo de todos os pontos fica, pois,
caracterizada pela fungao:

y =y(x1) (11.1)

suposta continua nas varidveis espaco x e tempo t, de modo a garantir a
continuidade do meio ap6s a movimentagdo. Embora a nova posigéo seja fungao
das variaveis espaco e tempo, doravante vai ser designada simplesmente por y, no

sentido de simplificar a notagao.

0 — >
L X L de

OZJW —t }X
; y ey

Figura 11.1- Configuracao do movimento

Uma fibra de comprimento original dx passa a ter comprimento dy, e com
isso a deformagéao (mudanca de forma) linear e nao linear assim se expressam:

. _dy—dx_d_y_
‘ dx dx

1(dy?—dx?) 1((dyY (11.2)
e = ——|[= — A —1
n( 2

2\ dx 2| | dx

que sao duas formas adimensionais para a deformacdo; a deformacéo linear é
classica e aplicavel para pequenas deformagdes (algo como g, ~107°), também
chamada de deformacao de Cauchy, e a nao linear, conhecida como deformacéao

de Green, € aplicavel para deformacbes finitas (ndo infinitésimas). Todavia para
pequenas deformacdes a deformacgao de Green coincide com a linear uma vez que:

2 2
. _1(dy —2dx =1[dy—dxj(dy+dxjg(dy—dxj (11.3)
2 dx 2\ dx dx dx

sabendo-se que para pequenas deformacdes dy = dx .

Por outro lado, os diferenciais das deformagdes expressos em (11.2) assim
se escrevem:

1
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_ dy +Ady —dx dy-dx _ Ady

Ag,

dx dx dx
114
pe 2 1[(Qy+rady)—dx® dy*—dx* | _dy Ady e
) dx? dx? ~ dx dx

Mostrando que o diferencial da deformagdo ndo linear de Green é igual ao
diferencial da deformacao linear multiplicada pela derivada primeira em relagao a
variavel x da fungdo que mapeia o deslocamento.

O principio da conservagao da massa € expresso por:

p(y)=p(X)—§ (11.5)

onde p(x) e p(y) séo respectivamente a densidade de massa na posi¢ao inicial x e
final y.

A Figura 11.2 exibe a configuragao diferencial de equilibrio na posi¢éo final.
O equilibrio dindmico fica entao:

—o(y)+[o(y)+do(y)|=p(y)dyy (11.6)

Emprega-se em (11.6) a notagédo classica de derivacdo no tempo por pontos
superiores, ou ainda:

=p(y)y (11.7)

e — >
G()S 1 (CW+do®))S
dy

Figura 11.2- Configuracao de Equilibrio

que consiste numa equacao diferencial na variavel y. Sucede que a posicao y €
fungdo de x, a densidade p(y) pode ser expressa em termos da varidvel x via

expressdo (11.5), mas a tensdo o(y)ainda ndo. O ponto crucial da teoria

considerando-se grandes deslocamentos consiste exatamente em como
encontrar uma tensao equivalente em funcao da variavel originalx. Essa
equivaléncia é encontrada de maneira consistente igualando-se a variacdo da
energia de deformacéo na posicao final y com uma variacao equivalente da energia
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de deformacdo na posicao inicial x, tendo-se em conta a deformacdo néao linear de
Green, que se expressa em termos da variavel x, ou seja:

S(x){d—yA—w}dx:c(y){Ad—ci}/}dy (11.8)

onde S(x) é o tensor de tensao correspondente ao tensor da deformacao de Green.
Ja a tensao real na posicao deformada o(y) trabalha consistentemente na
deformacgéo de Cauchy (Ady/dy). A expresséao (11.8) permite, pois, concluir que:

c(v)=S(X)j—i (11.9)

e, com isso, a equacao de equilibrio (11.7), tendo-se em conta o expresso em (11.5)
passa a escrever-se:

d dy dx ..
—|S(X)= |=p(X) 11.10
dy[ (x) dxj ()5 (11.10)
ou ainda:
d dy )dx ax ..
—|S(X)=> |==p(X)= 11.11
dx( (X)dxjdy p(X)dyy ( )
e finalmente:
d dy .
—|S(X) = |= 11.12
dx( (x) dx] p(x)§ (11.12)

cumprindo-se registrar que o produto indicado no segundo termo de (11.9) é
denominado segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff.

Adotando-se o modelo reolégico linear decorrente da energia de deformacao
expressa em termos dos dois primeiros invariantes de tenséo, ou seja:

_A+2G

E 2 —2Gl, (11.13)

onde nesse caso os invariantes de deformacgéo |, e |, se expressam:
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nt (11.14)

tendo-se em conta ser considerado que o estado de deformacdo s6 contempla
deformagéo segundo Ox. Assim sendo, o seguinte tensor de tenséo correspondente
a deformacao de Green pode ser expresso como:

dE dy

S()= 25 = (14 20)e, :(mze)%[(d_jz_ } (11.15)

Ene X

e, com isso, a equacao de equilibrio dindamico (11.12) ganha a seguinte redagao:

d|r+2G|(dy) .|dy| ..
d G 4| =0 .
dx[ > de} ]dx] Py (11.16)

fechando-se assim a equacgao procurada.

Embora a equacédo (11.6) seja mais abrangente pela consideracdo de
grandes deslocamentos, com o equilibrio sendo formulado na posicao deformada
(eq. (11.7)), no que se segue o desenvolvimento vai ser dedicado a solugao semi-
analitica proposta para pequenos deslocamentos e grandes deformacgdes
apresentada por Apostol [1], bem como o desenvolvimento do elemento finito
correspondente. Em verdade, tal formulagao toma por base nesse caso uniaxial o
chamado tensor das tensdes correspondente ao tensor das deformagdes de Green.

Assim, o equilibrio dinamico (11.16) passa a ser expresso por:

d|a+2G|(dyY .|| .~
d—X[ > [(&J H py =0 (11.17)

que consiste no limite da classica equacao de Fermi-Pasta-Ulam [1] (equagéo
formulada em termos de diferencas finitas).

Derivando-se em relagao a variavel x o expresso em (11.17), considerando-
se densidade constante da massa, tem-se:

dxy

2 2 3
ve| Sy dy dydy | dg (11.18)
dx® dx® dxdx
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onde

v [r+26 (11.19)
p

sendo v a velocidade da onda de compresséao.
Definindo-se agora:

U(x) = % (11.20)

a equacéo (11.18) ganha a seguinte redacéao:

v2 dPU? (X) o

cuja integracao sera feita empregando-se a técnica da separagao de variaveis, ou
seja:

U =g(t)f(x) (11.22)
e, assim sendo, a equacao (11.21) permite a seguinte redacao:

AT

= =gw2 (11.23)

f(x) gty

v:
2
onde 3w° /2 é a constante de separacéo, resultando-se:

§(t) - S’ (1) =0
q (11.24)

—2f2(x)—3[9j2f(x)=o

dx v
que se constituem em duas equagdes diferenciais nao lineares nas variaveis tempo

e espacgo, agora desacopladas. Cumpre notar que a primeira de (11.24) indica que
a derivada segunda de g é sempre positiva (g>0). A integracdo da equagio
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(11.20), tendo-se em vista 0 expresso em (22), permite explicitar a solugdo do
movimento y na forma:

X

y =gt f(x)dx+c (11.25)

0

onde ¢ € uma constante de integragao.

11.3-INTEGRAGCAO NO TEMPO DA PRIMEIRA DE (11.24)

As condic¢des iniciais na integragdo da primeira de (11.24) sdo assumidas,

sem perda de generalidade, como sendo:

(11.26)

Procedendo-se a integracao da primeira de (11.24) como indicada abaixo:

ou seja:

ou ainda:

W W w g% (t) o
[ sws)- [ awpa- T st~ S0 -
o a(t) " °(1) g(gt()O) e (11.27)
3 t 2 3| 9°(t
— g (t)dg(t =—{ :I
g(o)[s (thg(t)=3| = )
visto que dg(t) =dg(t)dt. O expresso em (11.27) fica entio:
& (1) = *[ & (1) +5°] (11.28)
3(t) = o/ (1) +° (11.29)
dg(t) = odt,/g® (1) +&° (11.30)

e também
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g(t)
I—dg(t) — ot (11.31)
S0 (1) +5°

Definindo-se uma nova fungéo adimensional relacionada com a fungéo g(t)

na seguinte forma:

n(t) = a5 (11.32)

s
tendo-se, pois, a condi¢do inicial:

n(0) = —1 (11.33)

e com isso o0 expresso em (11.31) passa a escrever-se:

Tl(t) d
LU Y~ (11.34)

ﬁ

Definindo-se uma nova fungéao a(t) de tal modo que:
t
J3tan (%J =n(t)+1 (11.35)

o expresso em (11.34) resulta, apds operagdes algébricas, na classica integral
elitica de primeira espécie:

= ot{/3+/s (11.36)

Flok '[\/1 k?sen? (a(t))

onde;
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_2+\/§

k2
4

J3tan® (gj=1+n(t)

(11.37)

verificando-se, pois, k*<1. O expresso em (11.32) e a segunda de (11.37)
permitem explicitar g(t) na forma:

g(t):s{ﬁw—q:s[@w—q (11.38)

cos?(¢/2) 1+cos(o)

Por outro lado, o expresso em (11.36) permite definir a fungédo elitica
denominada seno-amplitude de Jacobi, ou seja:

sen(p) = sn(mti‘/gx/g) (11.39)

e, assim sendo, a solucdo buscada se expressa em termos da funcéo elitica
cosseno-amplitude:

g(t)=s J3

1 (11.40)

1+cn(cot<‘/§«/§)

A integral completa de primeira espécie F(rn/2k) para valor de k expresso
na primeira de (11.37), ou seja:

k:

=0.9659 (11.41)

2+\/§
4

resulta:
F(r/2k)=2.768 (11.42)
indicando-se que a periodicidade da solucao expressa em (11.40) vale:

ot¥/3/s = 4x2.768 =11.072 (11.43)
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encerrando-se assim a integracdo em questao.

A Figura 11.3 ilustra a integral elitica para k = (2+\/§)/4 =0.9659, com
arco variando de zero a 2x.

A Figura 11.4 exibe em grafico um periodo (elitico) da fungdo g(t), com
periodo sendo adotado T=0.346s, e a condi¢do inicial s assumindo o valor 0.04. A
escala da ordenada foi adotada §/g(t) , no sentido de realgar os valores pequenos e

diminuir os valores grandes, de modo a acomodar a curva num grafico de melhor
visualizacdo. Cumpre assinalar que a fungao g(t) apresenta singularidade nos dois

tempos: t=0.1s e t=0.295s.

12,00

10,00

»
o
S

4,00

integral F(o,k)

2,00

0,00
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00
arco (radianos)

Figura 11.3 Integral Elitica

11.4-INTEGRAGAO NO ESPACO DA SEGUNDA DE (24)

Na integragcdo da segunda de (11.22), as condicbes de contorno séo
assumidas, sem perda de generalidade, como sendo:

f(x=0)=h

fix—0) 0 (11.44)

valendo-se assinalar que as duas condigbes sdo dadas na origem, por ser o
movimento em principio uma onda caminhando no semi-espaco positivo.
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6,00
5,00

4,00

3,00

2,00

raiz quinta de g

1,00

0,00
0, 0,05 0,10 0,1 0,25 0,30 0,35
-1,00

Tempo (s)

Figura 11.4 Grafico de g(t)

Para se levar a efeito a integracdo em aprecgo, inicialmente adota-se a
seguinte transformagao:

F(x)= (%j (11.45)

valendo-se assinalar que tal funcdo é sempre positiva (F(x)>0); e com isso a
segunda de (11.24) ganha a seguinte redacéao:

a0 =35 (F)” (140

Assim, procedendo-se a integragéo de (11.46) como a seguir:

E g () =—(9ﬁ (F(x)) oF(x) (11.47)

0

resulta:
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{%(%F(x)ﬂfjw {ﬁ[?}zmx))ﬂ | (11.48)

f(o)if(o) (11.49)
diXF(o)=2—f]§ =0
0 expresso em (11.48) permite que se escreva:
(EF(X)]2 :f(ﬁf [(F()™ 1] (11.50)
dx h{v

implicando-se em (f(x))?’/2

>1. Adotando-se agora uma nova fung¢ao de x do tipo:
B(x) = (F(x))** -1 (11.51)

que é sempre positiva em decorréncia de (11.50), o expresso em (11.51) ganha
uma nova redagao, ou seja:

%(X)(HB(X))O%B(X)} Z%(%TB(X) (11.52)
resultando:
132 d 2
[(1+B())] 3P = B (11.53)
ou ainda:
[1+B(x)]1/3([3(x))Vde(x)z\?—jﬁdx (11.54)
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que, mediante integracao, resulta:

B(x)

[ T1+B0)] " (B(x) " dB(x) = 222 (11.55)
0 vih

cujo integrando apresenta singularidade para p(x)nulo. No sentido de se evitar essa
singularidade a integragéo por partes de (11.55) permite redigir:

B(x)

[( (x)) " [1+B(x ““J +£§ (x))"*[1+B(x)]" dB(x) 33; (11.56)

que consiste numa equacao implicita na determinacao da funcao B(x). Uma outra
formulacao implicita pode ser obtida fazendo-se y(x) = —p(x)em (11.55) resultando:

13 3
B s (55}2 B(X)G(E,g,g;—B(X)}ﬁ (11.57)

onde B ;,, € a extensdo analitica da funcao beta e G a fungao hipergeometrica de

X

Gauss. Todavia, 0 emprego de (11.57) s6 é viavel para valores pequenos de B(x),

uma vez que a série de Taylor da extensdo analitica da fungédo beta em questao
assim se expressa:

11 1314

By =1+ 233( B(x))+ %%13 z (—B(x))2 +... (11.58)
2 22

com forte convergéncia apenas para p(x) <1.
A Figura 11.5 exibe a funcao (primeiro membro de (11.56)), ou seja:

B(x)

A(B(x)) =] 2(B(x))"*[1+B(x) 1/3} +£§ () [1+B(x)]"dB(x)  (11.59)

para valores B(x)variando de zero a 1000.

Considerando-se o caso de uma borracha de silicone com as seguintes
propriedades: médulo de elasticidade de 0.88 MPa, coeficiente de Poisson de
0.1313 MPa tem-se o0 médulo de elasticidade G=0.39 MPa e 1=0.138 MPa; e
densidade p= 1.1 102 Kg/m3. Com isso, para h=0.1m resulta v= 28,9 m/s. A Figura

422



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

11.6 exibe os valores de f(x), para aquele intervalo considerado para a funcéo
A(B(x)). A Figura 11.7 mostra a posi¢do y(x,t)nos termos da integragdo expressa
em (11.25) com a condi¢do y(x =0)=0.

7,00E+00
6,00E+00

o)

& 5,00E+00

<

— 4,00E+00

©

S

D) 3,00E+00

2

C 2,00E+00
1,00E+00

0,00E+00
0,0 200,0 400,0 600,0 800,0 1000,0

Beta

Figura11. 5- Integral expressa em (11.5)
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X

Figura 11.6 Funcao f(x)
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-0,04 0,01 0,06 0,11 0,16

x (m)

Figura 11.7 Posicao y(x)

11.5-INTEGRACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS VIA
FORMULAGCAO DE GALERKIN

Retomando-se a equacao de equilibrio para grandes deformagbes e
pequenos deslocamentos (11.17) e ponderando-se com uma fung¢do genérica ¢(x)

, OU seja:

2 dx dx

jx +2G g[(dy(x,t)j2 1]¢(x)dx —jp'y(x,t)¢(x)dx =0 (11.60)

a integracao por partes permite redigir:

{x +22c5 [[dyéft)f 1}¢(x)]; _imzze deé:,t)]z 1}¢4;_E(><)dx i

jp'y(x,t)d)(x)dx =0

(11.61)

sendo (a dimensao do dominio do espaco a ser considerada.
O expresso em (11.61) permite formular a expressao basica do método dos
elementos finitos via Galerkin, qual seja:
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2

jmza“@a xt)J ~ } d;( )dx+jpya x)o(x)x =[S(xt)o(x)],  (11.62)

na qual se trabalha com a fungdo aproximada y,(x,t), mas, no segundo membro
de (11.60), trabalha-se com fungao exata do tensor S(x,t) como definido em (11.9),

de modo que o residuo de dominio somado ao residuo do contorno se anule
(formulacao de Galerkin). Além disso, tendo-se em conta a integracao por partes de
(11.61), a funcdo ponderadora ¢(x) deve ser continua, de modo a nao se ter

singularidade em sua derivada.

No presente texto a atencédo é voltada para desenvolvimento do classico
elemento finito ndo linear de dois nds. A Figura 11.8 mostra um elemento finito
genérico de comprimento (, e seus nos de extremidade j e k, com eixo coordenado
local x. A funcao aproximada adotada para a posi¢cao y(x,t) no dominio do elemento
contemplando dois graus de liberdade assim se expressa, em notagao vetorial:

. (%)= {or(®) o, (i)}{j‘“)} (1163)

Figura 11.8- Elemento finito

onde y (t) e y,(t) s@o as posigdes ao longo do tempo dos nos j e k, e as fungdes de
forma ao longo do espaco expressas por:

! (11.64)

Assim sendo, a primeira derivada da funcao aproximada fica:
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4 0

bem como a segunda derivada no tempo:

%ya (X)) ={e:(X) @, (i)}{.‘y.'j(t)} (11.66)

Y (t)

A Figura 11.9 exibe a fung¢ao aproximada ao longo do dominio bem como a
funcbes ponderadoras também formadas com as mesmas fungbes de forma, sendo
garantida a necessaria continuidade.

Tendo-se em vista as fungdes aproximadas e ponderadoras mostradas na
Figura 11.9 e o0 expresso em (11.62), as integrais no elemento genérico ficam:

e -
S R e PN

resultando-se:

{[yk_ijz.I]
A +2G g
-
0 - (11.68)
13 1/61|Y¥;] r+2G (yl)jz_1 _fo
[0 vallnl “lof

onde a componente S, do vetor de carregamento € a tensédo correspondente ao

(11.67)

tensor das deformacdes de Green no n6 indicado.

Considerando-se agora o dominio como um todo resulta em cada né
genérico a superposicao (soma) das tensdes na extremidade da frente do elemento
i com a extremidade inicial do elemento i+1, como mostra a Figura 11.10. Assim

426



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

y,(©) ¥, y;( ,4

Figura 11.9- Funcoes aproximadas e ponderadoras em jogo

sendo, para o dominio como um todo, o equilibrio pode ser entdo expresso pela
equacao matricial

K(y)} + M]3} +{S} = {0} (11.69)
onde

S =S, -8k, (11.70)

i+1

que consiste no carregamento aplicado ao n6 k, como ilustrado na Figura 11.10.
Cumpre notar que o vetor de rigidez {K(yi)} depende naturalmente da posi¢ao dos

nés, mas a matriz de massa [M] néo.
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o > < ®
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Figura 11.10- A¢ao nos nos

11.6-INTEGRACAO NO TEMPO DE (11.66) PELO METODO DE NEWMARK
A integracdo no tempo da equacgao (11.68) pelo método de Newmark,

considerando-se a formulagédo apenas em posi¢cao nos passos de tempo, sao assim
sao redigidas: o primeiro passo € expresso pelo equilibrio:

[M]{y,}, +BA%{K}, —BARt{S,}, —(1/2-B)A%(S,} = {0} (11.71)

supondo-se condigdes iniciais nulas, ou seja: {y;}, =0 e {y,}, =0, e os demais
passos por:

M]{yj, +BAt{K], —pAS },, —(1-2B) A" {S,}, —BATt{Sj, |

(11.72)
_Z[M]{yi}k + (1 _ZB)AZt {K}k + [M]{yi}k—1 + BAzt{K}kq - {0}

nos quais o parametro B é arbitrario, mas o pardmetro y é assumido valendo-se
0.5. Cabe lembrar que o algoritmo de maior precisao é obtido com B=1/4.

11.7-RAiZES DE EQUAGAO NAO LINEAR PELO METODO DE NEWTON

A expressao classica de determinacao iterativa da raiz de uma equagao nao
linear F(x) =0 pelo método de Newton é assim redigida:
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F
X, = X, — d(X;‘) (11.73)
d—XF(xH)

que consiste numa expressao de recorréncia.
Assim sendo, no caso das raizes de (11.71) tem-se no caso do primeiro
passo:

(i) Y S S,
Ra() =[M] Ve +BA%tH{K}, —BA®t S —(%—BJAZ’[ S (11.74)
Fn (yl) yn 1 Sn 1 Sn 0

e nos demais passos (equacao (11.72):

Fi(y:) Y S S
F(y.
2(¥)) MYzl epartiky oAl _(1-2p)a%t!>2
F(y. S S
n(y.)S YnJien no nok (11.75)
1 Y Y
2, | S2 Yo 2 Yo 2
—BA%t -2[M] +(1-2B)A t{K}k +[M] +BA t{K}k_1
Sn i—1 Yn k Yn k-1

e tendo-se em conta o expresso em (11.71) e (11.72) estendido para n variaveis, o
processo iterativo passa a exprimir-se:

Y Yi (i)
F(y.
L S 7
yn K+1 yn Kk I:n (yl) K

onde:
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oF (vi)/ay, OF(v)/ay. .. OF(y;)/oy,
[A]= an(Yi)/aW an(Yi)/a)’2 an(Yi)/aYn (11.77)
oF, (v,)/oy, oF,(y;)/oy, ... oF,(y,)/oy,

que consiste na matriz Hessiana do método dos elementos finitos. Um exame dessa
matriz mostra que os termos correspondentes do vetor {K} e a matriz de massa

[M] séo obtidos pela superposi¢do das matrizes Hessianas de rigidez e de massa

como indicadas no que se segue:

Gy Ye YV,

Y3 e
[m]_pCiL/e 1/3}

[k]:mze{yk—y,- yj—yk}

(11.78)

uma vez que {K} =[K]{l}, onde todos os elementos do vetor {I} s&o unitarios.

11.8-FORMULACAO DOS ELEMENTOS FINITOS CONSIDERANDO-SE
GRANDES DESLOCAMENTOS E GRANDES DEFORMAGOES

Retomando-se o equilibrio dindmico na posicdo deformada expresso em

(11.16), qual seja:
d|a+2G|(dyY ,ldy| .
— — | =1|—=|-py =0 11.7
dx[ 2 [(dxj }dx} Py (11.79)

e procedendo-se a ponderacdo a exemplo de (11.60), a expressdo basica do
método dos elementos finitos fica nesse caso:

B SR e
{mzzel(dyz(xx’ﬂ _1}%4,()()}
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0 que resulta:

G(-1/c. 22 - i

J' /I A +2G Y_J2+y_;_2y132/k_1 _L_'_ﬁ daX +
el 2 (e e e (o

4

e wafgfs-{2)

e finalmente as matrizes Hessianas do elemento finito n&o linear em aprec¢o assim
se escrevem:

(11.81)

k] =26 3y +3y, —Byy, —(f -3y =3y +Byy, + (]
207 | -By?-3yi +6yy, + (i 3y} +3yg —6yy, (7

B 1/3 1/6
[m] = PCiL/6 1/3}

mostrando que a formulagdo do elemento finito ndo linear envolvendo grandes
deslocamentos e grandes deformacgdes resulta em matriz de rigidez com termos
quadraticos, e nao lineares como no caso da consideracao de grandes deformacoes
e deslocamentos pequenos como expresso em (11.78).

Uma outra formulagdo de onda nao linear decorre da consideracdo de
pequenas deformacdes e grandes deslocamentos, cuja equacao diferencial é
expressa por:

(11.82)

d dy _|dy|_ o
d_x{(mze)[d_x 1}dx} =0 (11.83)

em decorréncia da primeira de (11.2). A matriz de rigidez Hessiana é entdo expressa
por:

K=

(7“"’26') |:_2yi/€i +2y, /0 =1 2y,/t; -2y, /[t +1 } (11.84)

¢, 2y, /6, =2y /i +1  =2y/C +2y, /(-1

Finalizando-se, a titulo de registro, no caso classico de pequenas
deformagodes e pequenos deslocamentos, a equacgao diferencial se expressa:
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d dy .
—| (A +2G)|=—-1||-py =0 11.
o 20 2] (11.85)
e a matriz de rigidez Hessiana assim é redigida:
k] = (MZG){ 1 _1} (11.86)
l -1 1

Cumpre finalmente assinalar que a formulagdo da propagacao de onda com
pequenas deformacdes e grandes deslocamentos ndo € um caso de emprego
corrente da pratica.

11.9-ERRO LOCAL DE TRUNCAMENTO

No intuito de explicitar o erro local de truncamento dos elementos finitos
apresentados, considere-se inicialmente o caso da formulagdo de grandes
deformacgdes e pequenos deslocamentos (11.68) cuja redacado béasica consiste em:

L+2G g
2 y -y,
H—f j1] (11.87)

{1/3 1/6}{9;} A +2G (')J-z“ _{0}
+pL; .ot =
1/6 1/3 ]y, 2 _(y|)2+1 0

O erro de truncamento na variavel espaco dessa formulagao pode ser obtido
[5] substituindo-se na expressao (11.87), em primeiro lugar, o valor exato das
aceleragdes como dadas por (11.17), e, em seguida, tendo-se em conta os valores
exatos das fungdes envolvidas explicitadas segundo a expansao correspondente de
Taylor, ou seja:
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2
r+2G 4
2

)] sozo| V)
+X+QGCF/3 1/6} il nsea] V) _{0}+
2 R 1 Iy, 2 2 -
/6 13 (2y"y') —y')k+1 0
2 Iy,IV Iy, 1N
C_(yu)zws(yy LYY j+
A+2G| 12 6 3
2 [/2 | 2 y|y|V y||y|||
- |- — |+...
Rl ( 12 6 )
uma vez que:
1]
Y, yJ+y€+)g£2 y6J +
1]
0 yJ+y”f+yzJ %+ yé ¢+

vV \)
yl = yJ +y'”€+ y2,- (? +%C3 n

(oot o)

2
YIJ” y|y|J|| (y]') £2+{y|jv y|y|]v yuyl]n]C3+

4 12 6

6 3 4

I,V

3y||y||| yy
=y ((v) sy ( — T |0

(11.88)

(11.89)

Por outro lado, o equilibrio do né genérico, como ilustra a Figura 11.11,
apresenta o seguinte erro de truncamento de terceira ordem (superposicao dos

erros de truncamento de (11.88)):

I, ,IV I,
}L+2G£3 Yy LYY o,
2 12 2
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Uj-1 Uj Ui+l
—> —> —
¢ ® ® ® 4
j-1 ] j+l
7 6 7 g L

Figura 11.11 Equilibrio de né

cumprindo-se assinalar que o equilibrio do né representa de fato o equilibrio
expresso em (11.7).
No caso do modelo de massa concentrada (M, =1/2 e M, =0) tem-se erro

de truncamento:

1] Iy, I,V 11,1
_ y_+yy KZ— yy +yy Ks-f-...
rrog| L4773 12 6
2 1 1, I,,IV 1,1
Yo VY | [ YWY 2YY e
4 3 4 3

e erro de truncamento do né é igualmente de terceira ordem, assim redigido:

(11.91)

IV I,
“22%3(3’; +y;' ]+ (11.92)

Estudando-se de modo similar o erro de truncamento da formulacdo de
grandes deformacdes e grandes deslocamentos tem-se:
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e )

+X+2GP/3 1/6} f(Syll(yl) _yu)j )
2 1/6 1/3

()2 N2 . v 2
2V Uy B syt 30|
\ 192G 4 24 24 6 8
+
2 {12 Y 12
YO ey Y oy )
4 24 24 3 8 (11.93)

e erro de truncamento no no fica também de terceira ordem, com a redagao:

v N2 v 3
&%?Eﬁ —%§+££%1——WWWW+Q%l +... (11.94)

No caso de massa concentrada tem-se:

N2 i ()2 Y 3
ey Y Sy Oy O]
6 2 4 24 24 3 4
r+2G
2 " |2|||3|||2 v 7y vV L 3
2 _y_+(y) y_. y'(v') elly )y Ly +(y) L
6 2 4 8 24 3 8
(11.95)
com equilibrio de n6 igualmente de terceira ordem tendo a escrita:
oy (y')2 y" 3yly'y"
Cl——+ + +... 96
12 4 2 (96)

Para o modelo de grandes deslocamentos e pequenas deformagdes tem-se:
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(1+2G) i
GREGE]
) -v)
sl 18] O &ifii for
(1.+2G) Ezgﬂs(%ﬂzv _%j+

12 12 12 6

2
2 (y ) o (_ 5y|v . 5y|y|v . 7yl|ymj+

o erro de truncamento no equilibrio do né fica entao:

4 2 6
e, para o modelo de massa concentrada, os resultados séo:

I\ l,,IV I
(k+26)ﬁ3[—5y + XY +5yy j+

e o erro de truncamento no equilibrio do né assim expresso:

\%

I,V 11,11
(r+2G) ¢ Y YY LYY
12 6 2

(11.97)

(11.98)

(11.99)

(11.100)

A titulo de comparacgao, no caso da teoria de onda linear a formulagédo do

método dos elementos finitos resulta:
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i)
a5

((y y')-1)
+(X+26)ﬁ;2 1;2} (”)' +(1+2G) (() )J ={0}+ (11.101)

0 v +...
24
0 v T
24
com erro de truncamento do equilibrio do n6 valendo:

v
el Y|y (11.102)
12

(L +2G)

(L +2G)

No caso do modelo de massa concentrada os erros de truncamento ficam:

—C2y—m—f3ﬂ+...
6 2 (11.103)
f y C3y

com erro de truncamento no equilibrio do n6 valendo:
yIV
ClI-1+.. (11.104)
12

Em conclusado, ndo ha nenhuma vantagem em se empregar o modelo de
massa consistente, que envolve um numero maior de operacoes, e apresenta o
mesmo erro de truncamento local de ordem 3 no equilibrio do né, que o modelo de
massa concentrada.
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CAPITULO XlI
ANALISE NAO-LINEAR BIDIMENSIONAL

12.1- Introducao

Esse texto discorre sobre o fato de que o segundo tensor de Piola-Kirchhoff
desenvolve uma variacao da energia de deformacao no dominio original do objeto
nas variaveis de referéncia inicial do dominio igual a variagdo de energia de
deformagédo que ocorre no dominio deformado nas varidveis de referéncia no
dominio deformado. Em outras palavras, a consisténcia em termos de energia é
entdo mantida.

12.2-Mapeamento (Formulacao Posicional)

A posigdo de um ponto no dominio deformado € expressa em relagdo as
variaveis iniciais do dominio indeformado, como ilustrado na Figura 12.1, por:

X=X(x,y)

Y =Y(xy)
onde X e Y sdo as coordenadas da posi¢cao do ponto que estava na posigao inicial
x € y. Vale notar que a expressao (12.1) descreve a transformacgao das variaveis

cartesianas x e y nas variaveis também cartesianas X e Y. Assim sendo, a
seguinte relacao diferencial pode ser escrita:

(12.1)

dX =X, dx + X,dy
(12.2)
dY =Y,dx +Y,dy

onde os indices x e y indicam a derivada parcial da fungcdo em apreco em relagao
as variaveis indicadas. A Figura 12.1 ilustra também que uma fibra cujo
comprimento apresenta componentes dx e dy na posicao original, passa a
apresentar comprimento com componentes dX e dY na posicdo deformada

439



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

\Z/\ v\
dy fl
Nax X
Y
dy j X
dx /X
FIGURA 12.1

Em notacao matricial o expresso em (12.2) fica:

{dx}{xx Xdex} (12.3)
avf |Y, v, |ldy

O expresso em (12.3) permite-se, pois, exprimir 0 quadrado (Pitagoras) do
comprimento da fibra no dominio transformado, ou seja

{dX dv}{j:((}:{dx dy}r\:: );:Hg;} (12.4)

e, com isso, a diferenga do quadrado do comprimento da fibra no dominio
transformado com o quadrado do comprimento da fibra original fica:
{dx} (12.5)
dy

{dX dY}{jé}—{dX dy}{j;}={dx dy; Ky UR ﬂ{; ﬂ
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que, simbolicamente, permite uma nova redacao para o expresso em (12.5):

X -dx = {dx dy}[ATA —|]{g;} (12.6)

sendo que a matriz A presente em (12.6) constitui a matriz jacobiana da
transformacéao expressa em (12.1), e € também referida como gradiente da funcao
de transformacéao. Por outro lado, a matriz

11 AT
E, = E[A A-l1] (12.7)

constitui o tensor das deformagbées de Green, o qual permite definir de maneira
genérica a diferenca quadratica do alongamento de uma fibra que ocorre no
processo de movimentacao dos pontos do dominio. Como se percebe, trata-se de
um tensor simétrico (E,, =E],).

Apenas a titulo de curiosidade, o tensor das deformagdes em termos de
deslocamento pode ser deduzido da seguinte maneira:

=)
by vl -mafgl-ofyl e

0 que permite uma nova redacao para o tensor de Green, ou seja:

ou seja

S T
EM_E[D +D+D D] (12.10)

sendo que a parte linear de (12.10) corresponde exatamente ao tensor das
deformacbes considerando-se pequenas deformacdes. Em outras palavras, o
tensor de Green resulta para pequenas deformagdes no classico tensor das
pequenas deformacodes da elasticidade linear.

Todas as grandezas até agora trabalhadas sao descritas nas variaveis x e
y, mas 0 que mecanicamente interessa de fato estd ocorrendo na posigao
deformada, cujas variaveis séo X e Y.

A Figura 12.2a) ilustra o estado de tensdo na posicdo deformada. Assim
como a equacao (12.1) relaciona as componentes dx e dy da direcao de um vetor
sistema original com as componentes dX e dY que definem a direcao do
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correspondente vetor na posicao deformada, uma relacdo entre as componentes
de tensdo na posicdo deformada e posi¢ao indeformada constitui o ponto central
da teoria dos grandes deslocamentos. E facil perceber que essa tarefa demandou
muitos estudos, e o procedimento consistente do ponto de vista da energia é o
que logicamente prevaleceu.

Y/

T
Gx H GX X

dx dX 1Y
dy

Figura 12.2

No sentido de garantir que a energia de deformacédo seja a mesma nas
descrigcdes segundo as variaveis x e y, e X e Y, a igualdade dos trabalhos virtuais
correspondentes a variacao dos deslocamentos envolvidos se expressam:

tr[S][SE,, | =tr[c][E,] (12.11)

na qual a notagao tr significa o trago da matriz resultante da multiplicacao, ou seja,
a soma dos termos da diagonal (energia de deformacgéo); ¢ € a tensao real na
posicdo deformada e 6E, é a variagdo da deformagdo em regime de pequenos

deslocamentos (variacdo infinitesimal dos deslocamentos). Vale notar que a
equacao (12.11) indica que o tensor procurado [S]trabalha na variacao da

deformagéo de Green, que é descrita nas variaveis do dominio indeformavel x e y.
A equacao (12.6) permite exprimir a variacdo da deformacao de Green, ou

seja;
5({32:{(}—{32;}] - 6({dx dy}[ATA_q{S;H (12.12)
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mas, como as variaveis x e y obviamente ndo variam, o expresso em (12.12)
ganha uma nova escrita, ou seja:

5(d?X) dx
{S(sz)} e dY}[SE”]{dy} (1219
ou ainda
2(dX dY) {ZES?;} — 2{dx dy}[SEM]{S;} (12.14)

sucedendo-se, como ilustrado na Figura 12.3, que as variagbdes no primeiro
membro de (12.14) permitem escrever:

YA Sy
NP
8y gy > P 5y
dy \T = dXOdXO
===== 2
0
b T
oY I ax 9Xo
dy dX,
T Rl
ol ax “x
—_
OX
Figura 12.3
05(dX) . a3(dX) 05(dX) 85(dX)
dX+ dy
{S(dx)}: X N | T v {dx} (12.15)
5(dY Y '
(dY)] | os(dY) axs BAY) | | 38(dY) a3(dY) |l
X oY X oY

e assim, a equacao (12.14) ganha a escrita:
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85(dX) a5(dX)

oX oy |JdX| _ dx
2{dX dY! 2(dY) a(aY) {dY}_Z{dx dy}[SEM]{dy} (12.16)
X oY
ou ainda:
I 85 (dX) 1 [as(dx) N 66(dY)]_
oX 2| oy oX dX
2(dX dY) { }
1( 05(dX) a5(dY) 05 (dY) dy (12.17)
2y X oY _ '
dx
2{dx dy}[SE“‘]{dy}

ou, finalmente:

1
Oy ESYXY {dX} _

2{dX dY}
1 dY
=Yy Oy

2

2(dx dy} [SEM]{Z;}

(12.18)

Tendo-se em conta o0 expresso em (12.3) eliminando-se os vetores comuns,
a equacao (12.18) permite escrever:

[3E, ]=AT[3E,]A (12.19)

mas, examinando-se a condicdo de equivaléncia da variagdo energia de
deformagéo na posi¢cao deformada com a descricdo na posicéo indeforméavel, ou
seja:

tr[S][SE,, |dV, =tr[s][5E,|dV (12.20)

verifica-se que o segundo tensor de Piola-Kirchhoff expresso por

[S]=JA[c]AT (12.21)
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sendo J o jacobiano da transformacao (determinante da matriz de transformacéo)
satisfaz o expresso em (12.20), ou seja:

tr[S][5E,, AV, = trJA”" [cs]A’TAT [8E,]AdV, =tr[c][SE,]dV (12.22)
uma vez que JdV, =dV e que
trA”’ [c][SE,]A =tr[c][SE, ] (12.23)

além disso, ao se efetuar a operacdo indicada no primeiro membro de (12.23)
obtém-se o trago explicitamente como:

1 _ -
oxSey +§TXY6YXY (A111A11 +AZA; = 1)+
S 1 & ALAL +ALA,, =1
Gyoey + ZTXY T xy ( 12021 T AR )+

1 (12.24)
TyyOey + EGXSYXY (A1_11A21 +AG A, = 0) +

1 . -
TyyOEx + EGYSYXY (A1;A11 +ALA, = 0)

confirmando-se o resultado esperado. Cumpre finalmente enfatizar que o
determinante da matriz de transformacao relaciona o diferencial de area na
configuragdo transformada com o diferencial de area correspondente na situagéo
indeformada no caso bidimensional; no caso tridimensional relaciona diferenciais
de volume, e, em dimensdes maiores diferenciais de hipervolumes.

12.3-Férmula de Nanson
No caso tridimensional, a relacdo de diferenciais de volume é dada pelo
jacobiano. Todavia, muitas vezes €& necessario contar com a relagdo entre

diferenciais de area. Essa relacao € dada pela chamada férmula de Nanson.

Tomando-se um diferencial de volume na situagdo indeformada:

dV, = (dh,N)ds, (12.25)

sendo que o vetor dh, projetado na normal do diferencial de area € a altura do
volume diferencial dV,. Tendo-se em conta a expressdo tridimensional
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correspondente ao expresso em (12.3) tem-se 0 correspondente vetor na posicao
deformada expresso por:

dh = Adh, (12.26)
e assim
JaV, = J(dh,N)dS, =dV = (Adh, f)dS (12.27)
ou ainda em notacao vetorial
J{hy} {N}dS, ={dh,}" AT {n}dS (12.28)

mais ainda eliminando-se o vetor comum:
{n}dS =JAT{N}dS, (12.29)
ou em notagao simbdlica:
dSn = JdS,A'N (12.30)

cumprindo-se finalmente registrar que no caso bidimensional a &rea degenera
para um diferencial de comprimento.

12.4-Onda elastica nao-linear
A Figura 12.2 exibe a configuracdo de tensdo de Cauchy num elemento

diferencial na posicdo deformada. A correspondente equagdo de equilibrio se
expressa:

dGX + dTXY pX _ 0

;X SY (12.31)
Txy , YOy oY =0

dXx dY

e, usando-se a técnica dos residuos ponderados (Galerkin), a equagcao de
equilibrio (12.31) ganha a redacéo:
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Gy + Tyydy |AXAY + [ pXodXdY =0
X¥X XYYy
R (12.32)

Ne— DN—

[Txebx +0vby JAXAY + [ pYodXdY =0
R

onde ¢=¢(X,Y)é a funcdo ponderadora. Vale assinalar que os termos de

contorno sdo, sem perda de generalidade, assumidos como sendo nulos
(representam carga externa). A expressao (12.32) €, como sabido, apropriada
para a formulagdo do método dos elementos finitos. Em notacao matricial a
equacao (12.32) ganha a redacgao:

Ox  Txv |[Ox X 0
lLXY GYH(I)Y}dXdYJrJR‘pd){Y}dXdY={O} (12:39)

Para simplificar a exposicao, considere-se o caso do elemento finito de trés
nds, como ilustrado na Figurai2. 4.

X

Figura 12.4

As aproximagbes das posicbes no dominio do elemento finito séo
fornecidas pelas seguintes expressoes classicas:

X= X1(|)1 + X2¢2 + X3¢3

(12.34)
Y= Y1¢1 + Y2¢2 + Y3¢3

onde as fungbes de forma ¢,(XY), ilustradas na Figura 12.5, representam planos

com ordenada unitaria nas coordenadas do né i e nulas nos demais nés e sao
expressas por:

447



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

0, = é(ZA? +bX+a,Y)

0, = é(ZAg +b,X+a,Y) (12.35)

¢3 =1_¢1_¢2
onde

1
S= E(b@2 -b,a,)

1

A =S (XY= X)) (12.36)
a; =X, - X
b =Y -,

cumprindo-se ressaltar que essas fungdes de forma sao expressas exatamente da
mesma forma na posi¢ao indeformada na qual o tridngulo tem lados retos, ou seja:

o, = é(ZA? +bx+ay)

1
b, :E(ZAg +b,x +a,y) (12.37)

(I)s :1_¢1_¢2
onde:

1
S= §(b1a2 -b,a,)

1
A :E(ijk _Xkyj) (12.38)
a =X X,
b =Y, =i
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Figura 12.5

Na posicdo indeformada a expressdo aproximada da equacao (12.1) é,
pois, dada por:

X = X0y + X5, + X304

(12.39)
Y = Y1¢1 + Y2¢2 + YS¢3
A questdo crucial do método dos elementos finitos é resolver a equagéo
(12.33) em termos das variaveis x e y do dominio indeformavel, uma vez que as
variaveis X e Y sdo desconhecidas (incognitas do problema). Em primeiro lugar, o
segundo termo do primeiro membro da equacédo (12.33) pode ser expresso nas
variaveis x ey, pois:

X = j‘(1(|)1 + j‘(24)2 + j'(3(1)3

I . (40)
Y = Yid, + Yo, + Y304

ou seja

| p(l){?Y.(}JdXdy = [ p0¢{$}dxdy (41)

RO

O primeiro termo da equacao (12.33) também pode se expresso em termos
das varidveis x e y substituindo-se os componentes da tensdo de Cauchy da
posicdo deformada pelos correspondentes componentes do segundo tensor de
Piola Kirchhoff, ou seja:

449



VIBRAGAO DAS ESTRUTURAS

1 SXX Sxy T q)x _ SXX Sxy T d)x
jJA{S S }A {d)y}ddxdy_J.A{S o |A o dxdy (12.42)

Xy yy RO Xy yy

Como as componentes de tensao S; sao relacionadas com as

deformacdes de Green mediante o modelo reoldgico adotado, a expressao (12.42)
permite formular as matrizes do método dos elementos finitos.

Finalmente cumpre assinalar que a formulacdo dos elementos finitos
isoparamétricos nao oferece novidade, pois as integracdes sao feitas nas variaveis
X e vy, bastando-se substituir tais integrais por aquelas efetuadas no dominio
transformado.
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