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Capitulo 1

Introducao a Geometria
Descritiva

1.1 Introducao

A Geometria Descritiva tem como objetivo representar objetos tridimensionais em
planos bidimensionais, utilizando projecdes de elementos geométricos como pon-
tos e retas.

Ela foi desenvolvida no século X VII por Gaspard Monge e ¢ utilizada nas areas
de engenharia, arquitetura e design.

A Geometria Descritiva é baseada em um conjunto de principios permitem
representar a forma e a posicdo de objetos tridimensionais em um sistema de
projecdes ortogonais. Essas projecdes sdo obtidas por meio de planos de projegao,
que sdo posicionados de forma a capturar as diferentes vistas do objeto.

A Geometria Descritiva é uma ferramenta essencial para a representacdo e a
comunicag¢do de ideias no campo da engenharia e do design. Ela permite aos profis-
sionais visualizarem e analisarem objetos complexos em um plano bidimensional,
facilitando o processo de projeto, construcdo e fabricagao.

1.2 Objetivos

O objetivo principal € apresentar ao leitor os fundamentos da geometria descritiva,
que é uma ferramenta grafica para a solugdo de problemas geométricos no espago.
Nossa experiéncia indica que o tema, apesar de ser de facil leitura, é de dificil
aprendizado. A melhor forma de se aprender a matéria, é fazendo exercicios.

1.3 Sistemas de Projecao

Até se aprender multiplicacdo de matrizes, era 6bvio que um ente a multiplicado
a outro b, resultaria em um ente a x b, que era igual a b X a. Em outras pala-
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vras, a propriedade comutativa era “6bvia”. Depois da primeira mordida na aula
de multiplicagdo de matrizes, caimos na realidade: a comutatividade ndo € 6bvia,
e temos a sensac@o de que o chdo sob nossos pés ndo nos sustenta firmemente,
mas apos algum tempo, percebemos claramente que a nossa compreensdo da ma-
temdtica aumentou.

O mesmo acontece com o desenho e a geometria descritiva. Existem inimeros
sistemas de proje¢do, e depois que se atinge um certo nivel de maturidade, pode-se
formular problemas algébricos, resolver problemas de geodésicas (linhas de menor
comprimento), ou até mesmo projetar elementos geométricos do 4-D para sistemas
de projecdo 2-D. Mas paremos por aqui e iniciemos a jornada “a maturidade”.

Apresentamos agora dois sistemas de projecao, o cilindrico ortogonal e o cdnico.
Em ambos os sistemas, hd trés elementos principais: o objeto a ser projetado, o
quadro de projecdo e o centro de projecdo, como € mostrado na figura 1.1.

Objeto a

ser projetado Centro de projecao

Raio Visual

Figura 1.1: Elementos principais do sistema de proje¢ao.

Um raio de luz (ou mais tecnicamente raio visual) parte do centro de projecao
O, passa por um ponto genérico P do objeto, e atinge o quadro de projecdo 7 em
Q. Dizemos que o ponto @) € a projecdo de P em 7. Projetando-se todos os pontos
do objeto, obtém-se a sua projegao.

Quando o centro de projecdo P estd a uma distancia finita (cuidado com os
conceitos de finito e infinito!), aqueles objetos que estio mais préximos do cen-
tro de projecdo tem projecdo mais ampliada do que aqueles mais distantes, como
mostrado na figura 1.2.

'Se vocé consegue dar um valor limitante para distdncia, por maior que seja, entdo a distincia é
finita. Por exemplo, se digo que a distancia entre vocé e o prédio do IFUSP é menor que um milhao
de anos luz, entdo essa distancia € finita
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g Dois objetos de exatamente
0 mesmo tamanho

Figura 1.2: Efeito da proximidade com o centro de projecao.

Usando agora a abstragao, coloque o centro de proje¢do a uma distancia infinita
do quadro de projecdo, mantendo o objeto a uma distancia finita. O resultado é que
a distancia do objeto ao quadro de projecdo (note que agora, devido ao conceito
de infinito, ndo ha sentido em falarmos em distincia ao centro de proje¢do) nao
influencia mais a ampliacdo da proje¢do com relacdo ao objeto sendo projetado
(ver figura 1.3).

Centro de projecao
"no infinito"

/

\ Dois objetos de exatamente
0 mesmo tamanho

Quadro de projecao

Figura 1.3: Centro de proje¢do no infinito.

Quando o centro de projecdo estd a uma distancia finita, temos o sistema cdnico
de projecdo (figura 1.1), e quando estd a uma distancia infinita, temos o sistema
cilindrico de projecao (figura 1.4).

Continuando com a especializagio, se os raios visuais sdo perpendiculares ao
quadro de projecdo, e o centro de projecao estd a uma distancia infinita do quadro
(figura 1.5), entdo, temos o sistema cilindrico ortogonal.

Duas propriedades sdo importantes no sistema cilindrico ortogonal:

1. Um segmento de reta paralelo ao quadro de projecdo € projetado em verda-
deira grandeza, isto é, o comprimento da projecdo € igual ao comprimento
do préprio segmento.

*trata-se entdo de uma abstragdo, certo?
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Centro de projecéo
no infinito

Visuais

Figura 1.4: Sistema cilindrico de projecao.

2. Sejam duas retas ortogonais entre si. Se (pelo menos) uma delas é paralela
ao quadro de proje¢ao, entdo as projecdes das duas retas sdo perpendiculares
entre si. Veja figura 1.6.

Passamos agora a estudar os elementos principais da Geometria Descritiva, que
sdo: pontos, retas e planos.

1.4 Elementos principais da Geometria Descritiva

A Geometria Descritiva, foi criada por Gaspar Monge (1746-1818), um matematico
francés que serviu Napoledo em sua campanha pelo Egito, foi seu Ministro da Ma-
rinha, e que tinha vérios interesses tanto na Matematica como na Fisica e Quimica.
Foi amigo de Lavoisier e Fourier. Para termos uma idéia do avanco cientifico da
época, em 1800 Volta inventa a pilha elétrica!

A motivacdo para a criagdo da Geometria Descritiva foi o projeto de fortes
militares, que naturalmente envolvia problemas geométricos tridimensionais com-
plexos. Apds sua invengdo, ela foi conservada como segredo militar por varios
anos pelo préprio Napoledo. Certamente, a Geometria Descritiva ndo era “dbvia”,
como hoje pode parecer.

E, afinal, qual era o grande “segredo” de Gaspar Monge? Era o uso simultdneo
de dois sistemas de projecao cilindricos ortogonais, ortogonais entre si, como mos-
trado na figura 1.7.
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A Centro de projegao
no infinito

Raios Visuais

Figura 1.5: Sistema cilindrico ortogonal de proje¢ao.

Como vocé ja deve ser capaz de intuir, um ponto no espaco é representado no
sistema mongeano como na figura 1.8.

Falando um pouco mais formalmente, um ponto P no espago tridimensional é
localizado por trés coordenadas, x, y e z. Através da projecdo em dois planos 7 e
o, é possivel se especificar as tr€s coordenadas de P.

A reta resultante da intersecc@o dos planos 7 e o € denominada linha de terra
(L.T.).

Tanto o plano 72 como as figuras nele resultantes sdo rotacionados em torno da
L.T. de modo a ficarem coplanares com 71, como € indicado na figura 1.9.

Assim, a posi¢do de um dado ponto P pode ser totalmente descrita por suas
projecdes em 71 € 7o, dispostos em um tunico plano (figura 1.10), denominado
épura. Na épura, logo acima e abaixo da linha de terra sdo escritos os algarismos
correspondentes aos planos que ddo origem a ela (figura 1.10).

O segmento que une as projecdes do ponto P, P, e P, é denominada linha
de chamada. Perceba que ela deve ser perpendicular a linha de terra. Convenci-
onaremos neste curso, designar o plano 7, que contém os eixos z e y, de plano
horizontal de proje¢do e o plano 72, que contém os eixos x € z, de plano vertical de
projecdo. A projecdo de um ponto no plano horizontal de projecdo é denominada
projecdo horizontal, e a projecdo sobre o plano vertical, de projecao vertical.

Em resumo, pode-se perceber que um ponto no espago pode ser completamente
especificado dadas as suas projecdes ortogonais em dois planos perpendiculares
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Retos!

Figura 1.6: O perpendicularismo se mantém.

(afinal de contas, temos as trés coordenadas z, y, z de cada ponto), designados
plano horizontal de projecio, e plano vertical de projecao.

Os planos vertical e horizontal de projecdo, dividem o espago em quatro die-
dros como é mostrado na figura 1.11.
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Tridangulo
no espaco

Figura 1.7: Sistema de Monge.

Exercicio 1: = Um ponto pode estar em qualquer um dos quatro diedros. Faga
quatro épuras indicando a posicdo de pontos nos quatro diedros diferentes.
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Figura 1.8: Projecdo de um ponto em dois planos perpendiculares entre si.

Exercicio 2: Escreva uma justificativa simples para o fato das projegdes de um
ponto estarem sobre uma reta perpendicular a linha de terra.
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Figura 1.9: Rotacdo das figuras contidas em 72 em torno da linha de terra LT.

Figura 1.10: Epura.
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Figura 1.11: Divis@o do espaco em quatro diedros.
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Capitulo 2

Pontos e Retas

2.1 Objetivos

Os elementos geométricos principais para a resolu¢do de qualquer problema espa-
cial s@o pontos e retas. Neste capitulo, examinaremos esses entes, procurando no
processo de aprendizado, fomentar o amadurecimentos de idéias relacionadas ao
espago geométrico representado no sistema de Monge.

2.2 Estudo do ponto

A distancia z de um ponto P ao plano horizontal de projecdo é denominada cota,
como na geometria cotada, que vocé ja estudou no primeiro semestre. Na épura,
a cota € a distancia acima da linha de terra até a proje¢do vertical do ponto, como
€ mostrado na figura 2.1. Um ponto pertencente ao plano horizontal de projecao
tem cota nula, e portanto, na épura, sua projecdo vertical deve estar na linha de
terra. A coordenada y de um ponto P é denominada afastamento. Na épura, o
afastamento € a distancia abaixo da linha de terra até a projecd@o horizontal do
ponto. A coordenada z, fixada a partir de uma origem arbitraria, ¢ denominada
abscissa.

Um ponto pertencente ao plano vertical de projecdo tem coordenada y nula, e
portanto, sua projecdo horizontal deve estar sobre a linha de terra. E importante
notar que é possivel a existéncia de cotas e afastamentos negativos. Por exemplo,
um ponto no segundo diedro tem cota positiva, mas afastamento negativo. Um
ponto no terceiro diedro tem cota e afastamento negativos.

11
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(P tem
abscissa,
afastamento
e cota
itivos)

(Q tem Q
afastamento
e cota
negativos)

Figura 2.1: Cota, afastamento e abscissa de um ponto.

Exercicio 1: Os pontos A, B, C e D sdo dados em épura. Determinar:

1. as projecoes dos pontos A’ e B’, simétricos de A e B com relacdo ao plano
horizontal de projegao.

2. as projecoes dos pontos C’ e D’, simétricos de C e D com relacdo ao plano
vertical de projecao.

+A2 Bz—|_ C —|_ Dl—|_
B _|_ > D2_|_ 5

1 1

Ay

+ “t

12
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2.3 Estudo da reta

2.3.1 Elementos principais

Uma forma de se especificar uma reta r € fornecendo dois pontos por onde ela
passa. Uma outra seria através de suas projecdes em 7y € mo como € mostrado na
figura 2.2. Perceba que ja estamos usando a nova ferramenta (épura) que acabamos
de apresentar. H4 quatro pontos e dois segmentos de reta no desenho, mas eles
representam apenas um segmento de reta e dois pontos.

Figura 2.2: Projecdes de uma reta na épura.

13
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Exercicio 2: Sdo dados uma reta r e um ponto P € r, representados em épura.
Determinar a projecao do ponto P em ;.

T2
Py

1

Na designacdo das projecdes da reta, usa-se como indice o nimero do plano
de projecdo correspondente. Assim, por exemplo, a projecdo em 7y € designada
por ro. Os tragos de uma reta sdo pontos resultantes das interseccdes da reta com
os planos de projecdo. Um exemplo é mostrado na figura 2.3. E muito importante
compreender a épura associada.

w2)?

Figura 2.3: Tracos de uma reta.

14
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O trago de uma reta r no plano 7 € designada por r N7y e no plano 7o, r M ms.

Veja que o trago no plano horizontal tem cota nula, e portanto, na épura, a
projecdo vertical de tal traco deve estar sobre a linha de terra. Raciocinio andlogo
pode ser feito para o trago no plano vertical. Note também que as linhas de cha-
mada sdo sempre perpendiculares a linha de terra.

Exercicio 3: Determinar os tragos da reta r no plano horizontal 71 e vertical To.
Se vocé acertou, deve ter marcado no papel quatro pontos.

TS
\

Exercicio 4: Determinar os tracos da reta r com os planos de projegcdo. Obter na
reta r o ponto A de atastamento igual ao comprimento d e o ponto B de cota %.

r2
d
2
1
\
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Faca todos os exercicios que agora sdo propostos. Alguns sdo desafios.

2.4 Exercicios Gerais

Exercicio 5: Completar as projecdes que faltam, sabendo-se que as retas r e s
sdo concorrentes entre si e o ponto O pertence a s.

T2
52

™

01

Exercicio 6:  Convenca-se de que o dngulo A (pense no espago) mostrado na
épura é reto”.

AQ’\ 2

“Parece 6bvio, mas nessa altura do campeonato, vocé ja deve saber que ndo é!

16
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Exercicio 7: Convenga-se de que o dngulo A mostrado na épura nao tem 60 deg.

60 deg

Ay

Aq

Exercicio 8: Quantas retas no espago formam um angulo de 60 graus com 7 e
sdo frontais?

17
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Exercicio 9: Representar em épura trés retas que fazem um angulo de 60 graus
commy .

Exercicio 10: Tragar por um ponto A situado no primeiro diedro, as retas
paralelas a o que fazem um angulo de 60 deg com 7, e obter seus tragos.

18



Geometria Descritiva Kawano & Petreche

Exercicio 11: Os pontos A e B definem uma reta s paralela a reta r. Determine

as projegoes de s.
T2
As
_|_
2
_|_
T1 Bl

Exercicio 12: Determinar a reta s paralela a w1 que passa por A e que se apoia

naretar.
r9
Ay +
2
\

A+

19
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Exercicio 13: Determinar a reta perpendicular & wo que se apdia nas retas re s.

T
&)i
1
n><
1

Exercicio 14:  Determinar as retas que passam por A, fazem um 4ngulo de 60
graus com 71, € que se apoiam em 1.

+ a4,
\
]
\

20



Capitulo 3

Planos

3.1 Objetivos

Prosseguiremos analisando os principais elementos da Geometria Descritiva. Ver-
mos agora “planos”, e suas relacdes com pontos e retas que vimos no capitulo 2.
Temos agora trés elementos; assim o nimero de combinagdes, interrelacdes en-
tre eles, € necessariamente maior que quando tinhamos apenas pontos e retas para
estudar. Concretamente, as relacdes a ser estudadas sdo:

e Intersec¢do de plano com os quadros de projecdo 7 € ma.
* Pertinéncia de ponto a plano;

* Intersec¢io de plano com plano;

* Intersec¢do de reta e plano.

Esses itens sd0 os que veremos nas secdes seguintes.

3.2 Interseccao de plano com os quadros de projecao

A intesec¢do de um plano qualquer com um quadro de projec@o se chama traco.
Assim, a interse¢do de um plano o com 71 se chama traco de o em 71 e € simbo-
lizado por o N 7. Caso andlogo acontece com a intesec¢do com o (veja figura
3.D).

Se vocé atentar bem, oMy € Mg, que sdo retas, se interseptam em um ponto
P! pertencente 2 linha de terra. Isso deveria realmente acontecer, pois a linha de
terra é resultado da interseccdo 7 M g, € intereseccdo de reta e plano é um ponto.
Dai:

(mNm)Na = P
(mNa)N(mna) = P

' A rigor, {P}, mas vamos relaxar.

21
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Plano no espago

Tragos

Figura 3.1: Tragos de um plano no espago.

A épura fica entdo como a figura 3.2.

A figura 3.2 € realmente importante. Note que cada trago do plano «, que sdo
retas, tem duas projegdes. Por exemplo, a reta o N 73 tem as projegdes (o N 7)1
e (N )a. Ocorre que a reta (ov N 7rp )7 estd exatamente sobre o plano 7 e a reta
(aN7g)2, exatamente sobre 2. Entdo, para evitarmos confusdo de linhas, simbolos
e indices, convencionaremos que quando um elemento geométrico (ponto, reta,
plano, figura, etc.) estiver sobre’ um dos planos de projecdo’, representaremos
apenas a projecdo mais significativa, ou seja aquela que nao coincidir com a linha
de terra. Deste modo, como essa simplificag@o, a épura da figura 3.2 fica sendo
como mostrada na figura 3.3

Um plano no espago fica definido quando sdo dados trés de seus pontos, um
ponto e uma reta a ele pertencentes; duas retas coplanares; sua normal (lembra-se
do curso de Algebra Linear?) e um ponto, uma reta contida no plano e o requisito
de que o plano deve ser paralelo a uma outra reta, etc, etc, etc. Realmente, existem
vérias formas de se especificar um plano no espago, mas convencionaremos que
um plano somente € conhecido se os tracos nos planos de projecao sdo dados.

*Um ponto pertence a um plano e retas, planos e figuras estio contidas em um plano
3Se um elemento esta sobre um dos planos de projecdo, entio sua projecdo sobre o outro plano
serd coincidente com a linha terra

22
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T2)1

Figura 3.2: Epura dos tracos de um plano.

Figura 3.3: Epura simplificada dos tragos de um plano.

Como exemplo, suponha que sdo dados trés pontos A, B e C pertencentes a
um plano «, e pede-se determinar os tragos de . Para achar um ponto perten-
cente ao traco em 7y, basta unir dois pontos dados, digamos A e B, e determinar o
traco da reta AB em 71, com foi visto no capitulo 2 (veja figura (fig:TracosReta)).
Determinando-se os tracos de, digamos, AB ¢ AC, nos planos de projecdo, e
ligando pontos correspondentes, pode-se determinar os tragos do plano o . A
situacdo toda estd ilustrada na figura 3.4.

23
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Tragos S retas

plano

Figura 3.4: Tracos de um plano e tracos de retas nele contidas.

Exercicio 1: Determinar os tragos do plano « definido pelos pontos A, B e C
indicados na épura abaixo.

+ 4
+ o

+ B

+ a
+ 6 !
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3.3 Pertinéncia de ponto a plano

Para se determinar se um ponto P pertence a um plano «, deve-se recair primeiro

no problema da pertinéncia de ponto areta. Se r C ae P € r,entdo P € a.

reta qualquer r contida em « e seus tragos.

A

Exercicio 2: Seja o dado pelos seus tragos nos planos de projegcao. Forne¢ca uma

Exercicio 3: Verifique se o ponto P pertence a c.

v + P

/\4§)

Py

Um problema natural que pode surgir para vocé € a determinacdo do ponto de
uma determinada reta que tem distincia zero a um plano, ou seja, a intersec¢@o
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de uma reta com um plano. Para se resolver esse problema, é necessdrio primeiro
atacar outro, que € a intersec¢do entre dois planos.

3.4 Interseccao de plano com plano

Partimos do fato que a intersec¢io entre dois planos é uma reta . Ora, se é uma
reta, para determind-la, bastam dois pontos. Seja a épura na figura 3.5 onde estdo
representados dois planos « e 3.

Figura 3.5: Interseccdo de dois planos: uma conjectura.

Uma conjectura plausivel € afirmar que os pontos A e B pertencem a intersec¢o
«a N 3. E realmente pertencem? A resposta é sim, pelo seguinte argumento:

A = (mNa)N(menp)=Ac(anp)
B = (mNna)n(mnp)=Be(anp)

A intersec¢do entre os planos € mostrada na figura 3.6.

“Deixemos de lado casos patolégicos
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Figura 3.6: Interseccdo de dois planos: solucdo

Exercicio 4: Sejam dois planos « e 8 e uma retar C (3. Determine r N .
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No ultimo exercicio, vocé deve ter concluido que a interseccao r N « € dada
por r N (aN ), sendo que v N 3 foi determinado em exercicio anterior.

A grande licdo é que para se determinar a interseccdo de uma reta com um
plano, é funcamental ter a disposicdo um plano que passe pela reta. Se esse plano

ndo é dado, criamos um em uma posicdo arbitrdria’ .

3.5 Interseccao de reta com plano

Da dltima secdo tiramos que para se determinar a interseccdo de reta com plano,
€ necessdrio primeiro criarmos um plano que contenha a reta. Existem infinitos
planos, basta escolher um!

Suponha que seja dada uma reta no espaco e seja pedido que se passe um plano
qualquer por ela. Pensando em termos de épura, a tnica restricdo é que os tracos
do plano passem pelos tracos da reta nos planos de projecdo. S6.

Exercicio 5: Seja a reta r. Dé um plano arbitrdrio que contenha r.

T2

1

Agora suponha que no exercicio anterior seja acrescido um plano «, e que seja
pedido a intersecc@o de o com 7. Sei que vocé sabe resolver!

3 Arbitraria, e no “aleatéria” como muitos estudantes dizem. Esse erro dé até arrepios!
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Exercicio 6: Sejam a reta r e o plano «.Determine r N .

>y

T2

T (\\
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3.6 Exercicios Gerais

Exercicio 7: Sao dados trés planos no espago. Pede-se a intersecg¢ao entre eles.
Quais sdo as possibilidades para o resultado da intersecg¢do?

Exercicio 8: Verifique se a reta r pertence ou ndo ao plano « dado pelos seus
tragos.

a Ny

a Ny
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Exercicio 9: Verifique se o ponto P pertence ou nio ao plano « definido pelas
retas r e s concorrentes.

2

+
Py so

2

|

It
+
P
S1

Exercicio 10: Sio dados um plano « e uma reta r C «. Determine a projegdo de
r sobre o plano horizontal 7.

2

a N

a Ny
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Exercicio 11: Seja um ponto P pertencente a um plano «.. Determine a proje¢do
de P sobre o plano horizontal 7.

+ P

a M7

aﬁm

Exercicio 12: Determinar a reta r normal ao plano o, passando pelo ponto P € a.

a My

P
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Capitulo 4

Métodos

4.1 Objetivos

Veremos agora métodos geométricos poderosos para atacar problemas mais dificeis,
e a0 mesmo tempo que estudamos, vocé verd que a sua compreensdo da Geome-
tria Descritiva aumenta. Se vocé realmente aprender o contetido dessa aula, ficard
bem claro que a resolugdo de problemas em Geometria Descritiva ndo se baseia em
um amontoado de regras arbitrarias, mas sim em operagdes bem fundamentadas na
geometria projetiva.

Concretamente, veremos dois métodos: Resoluc@o de problemas na épura por
rotacdo de objetos e por mudanca de planos de projecao.

4.2 Rotacoes

Um problema cldssico é a determinacio da verdadeira grandeza' de entes geométricos,
como segmentos de reta e dreas de poligonos, quando estes estdo representados na
épura. Suponha que vocé deva obter o comprimento do segmento A B representado
na épura da figura 4.1.

Naturalmente, vocé pode usar o teorema de Pitdgoras, mas queremos que vocé
use métodos puramente geométricos (régua e compasso). Como fazer?
Uma saida seria rotacionar AB em torno de um eixo perpendicular a 7o passando
por B, até que AB fique paralelo a 7r1. Dai é s6 medir com a régua a projecéo de
AB na nova posi¢do. A operacdo estd descrita na figura 4.2.

'Vimos o que é verdadeira grandeza na aula de Geometria Cotada no primeiro semestre
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s

=

/ 1\

Figura 4.1: Segmento de reta na épura: obter sua VG.

3

Nova posicéo
AQ/
BQ 2
g 1
&
Bl _S
S
£
eiXO \
Aq Ayl

Figura 4.2: Rotagdo de Segmento.
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Exercicio 1: Determinar a intersec¢do a reta v com o cone «y usando a técnica
da rotagdo. Note que r estd em uma posi¢do particular que facilita grandemente a
resolugdo do problema.

Ao

T2

Um problema mais sofisticado seria saber se dada uma figura plana, pode-se,
de alguma forma, rotaciond-la para obter a sua verdadeira grandeza. A resposta
¢ afirmativa. Precisamos apenas de duas rotacdes consecutivas. Primeiramente,

2

€ necessdrio localizar uma reta horizontal i que servird de “eixo”. Como nio
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necessariamente este eixo estd numa posi¢do conveniente, isto é, perpendicular a
o, fazemos uma rotacdo de h e de toda a figura, de forma que h se posicione
perpendicularmente a 73. O segundo passo € rotacionar a figura em torno da nova
posi¢do de h. A operagdo € ilustrada na figura 4.3.

Resolva novamente o exercicio da interseccao do cone, mas agora note que a
reta r estd em uma posi¢ao genérica no espago.
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Primeiro passo: Segundo passo:
Idenficar horizontal Rotacionar horizontal
6 6 6

new

eixo

0 reta horizontal 8

reta horizontal
new

4 new 4T

new

8
nﬁw
2 new
]
3 Terceiro passo:
e Obter V.G.
2 /.5
{/V-G
7 7

Figura 4.3: Rotacdo de uma figura no espaco. 37
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Exercicio 2: Determinar a intersecgéo a reta r com o cone -y usando a técnica da
rotagao.
Az

)

1
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Figura 4.4: Epura tradicional.

4.3 Mudanca de planos

A primeira coisa a ser feita € uma “mudanca de mentalidade”. Desde que comegcamos
0 Nnosso curso, a épura sempre foi representada com a linha terra paralela a borda
inferior do papel (ou do monitor!), como mostrado na figura 4.4

Nada impede que a linha terra fosse colocada de modo inclinado como ilus-
trado na figura 4.5

Ou ainda mais radicalmente, colocassemos duas linhas terra, como mostrado
na figura 4.6.

E que situagido a figura 4.6 estaria representando espacialmente? E se um ponto
P fosse representado nessa épura com duas linhas de terra, quais seriam as posi¢oes
das projecdes de P?

Para responder, veja a figura 4.7.

Note que a cota do ponto, ou a distancia do ponto P a m; € constante, indepen-
dente da posicdo do plano vertical (72, 73, € outros arbitrariamente colocados).

Pode-se entdo colocar o plano vertical 73 onde quisermos, sendo que na épura,
a cota dos pontos representada em 73 deve ser a mesma representada em 7s.

A essa operacdo de colocarmos planos de projecd@o adicionais chamamos de
mudanga de planos. Ela pode ser usada para a obtencdo da VG de figuras no
espaco.

Por exemplo, seja novamente o segmento AB da figura 4.1. A obten¢do de sua
VG por mudancga de planos estd mostrada na figura 4.8.

Resolva novamente o problema da intersec¢io da reta com cone usando mudanga
de planos.
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Figura 4.5: Também € épura.

Figura 4.6: Epura generalizada.
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Figura 4.7: Epura generalizada mostrando projecdo de ponto.

Az

By

Figura 4.8: Obtencdo de VG de segmento de reta.
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Exercicio 3: Determinar a intersec¢do a reta v com o cone «y usando a técnica
da mudanga de planos. Note que r estd em uma posi¢do particular que facilita
grandemente a resolugio do problema.

Ay

T2

O préximo exercicio é importante.
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Exercicio 4: Determinar um plano de projecio (sua linha de terra) perpendicular
ao plano definido pelos pontos A, B e C. Além disso, determinar a projecido do
tridngulo ABC' no novo plano de proje¢ao (deve dar apenas um segmento de reta).

Ay

02 2

Ay

Cy

Como esse exercicio € importante, aqui estd a sua resolugao:
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Az
By
+
CQ 2
1
Ay
1
3
Ch
By

s0lugao

O préximo problema serd apenas um exercicio de aplicagdo:
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Exercicio 5: Determinar a VG do tridngulo ABC representado na épura. Note
duas coisas:

* A épura deste problema ¢é igual a épura solugcdo do exercicio anterior;

* O tridngulo estd em uma posicao particular.

Agora a préxima questdo, natural, é perguntar se podemos usar o método de
mudanca de planos para se resolver o problema de determinar a VG de uma figura
plana colocada em uma posi¢@o qualquer do espaco. A resposta € afirmativa, e se
vocé realmente esta entendendo a exposi¢do, voc€ ja sabe qual é o procedimento.
O procedimento de solucdo pode ser resumido assim:

e “Mudar o plano de proje¢do” de modo a fazer com que a figura plana fique
perpendicular ao novo plano de projecao;

* o resultado do passo anterior define um novo problema, que € o de se deter-
minar a VG de uma figura em uma posi¢do particular.
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Resolva agora o problema completo:

Exercicio 6: Determinar a VG do tridngulo definido pelos pontos A, B, e C.
Ay

CQ 2

Aq

Ch

By

Como aplicagdo do que acabamos de ver, resolva o “problema do cone” nova-
mente, mas agora usando o novo método:
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Exercicio 7: Determinar a intersecgéo a reta r com o cone -y usando a técnica da
mudanga de planos de projecao.
Az

)

1
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4.4 Exercicios Gerais

Faca os “Projetos” em folha separada.

Exercicio 8: Determinar a distincia entre a retar e o ponto P usando o método

da rotagao.
+ P,

P
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Exercicio 9: Determinar a distincia entre a retar e o ponto P usando o método
da mudanga de plano de projegao.
Py
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Exercicio 10: Determinar a intersec¢do entre a reta r e o plano « usando
mudanga de planos.

oMy
2
2
1
oMy 8]

Exercicio 11: Obtenha a V.G. do 4dngulo entre os planos « e 3.

a Ny
%
\ﬁﬂ?ﬁ
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Exercicio 12: Obtenha o ponto C' da reta t que eqiiidista dos planos « e [3.

to

BN
a M7

anNm =BNm
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Exercicio 13: Obtenha os tragos do plano «, sabendo que ele contém a reta r e
€ forma um angulo de 45 deg com 7.
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Projeto 1:  Seja o paralelepipedo +y, e o vetor v. = (1,1,1)?. Use o método de
mudanga de planos de modo que v seja projetado como um ponto, e obtenha a
projec¢do do paralelepipedo.

o

V2

71

Vi

“ver capitulo 1
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Projeto 2: Sao dados o telhado de uma casa e um poste. Qual é o comprimento
do menor fio de luz que que liga o topo do poste X ao telhado A?

Ay
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Projeto 3: Dois turistas estao discutindo se a rota de véo mais curta entre Sao
Paulo (23 deg Sul 46 deg Oeste) e Toquio (35deg Norte 139deg Leste) passa
por Los Angeles (34 deg Norte 118 deg Oeste) ou Nova lorque (40deg Norte
74 deg Oeste). Descubra quem tem razao usando a geometria descritiva. Para isso,
resolva os seguintes problemas parciais:

1. Faga uma mudanga de planos de projecdo de modo que a reta que liga o
centro da Terra e Sdao Paulo seja projetada como uma reta frontal no novo
sistema.

2. Faga uma nova mudanga de planos de modo que a reta que liga o centro da
Terra e Sdo Paulo seja projetada como uma reta de topo.

3. Qual dos dois turistas tem razao?

4} |
‘ ' \6qulo

Los Angeles

Sé&o Paulo

Obs: Um desenho do mapa da Terra foi dado, mas ele é apenas ilustrativo! Ele foi
baseado em na figura encontrada em rawpixel.com / Freepik

Projeto 4: Ao levantar véo em Sao Paulo (23 deg Sul, 46 deg Oeste) um aviao
viaja em diretamente a Sydney (33 deg Sul, 15 deg Leste). O dngulo que a direcdo
do avido forma com a direcdo norte (ambas sdo tangentes a superficie da terra)
pode ser lida usando uma buissola. Determine este dngulo, desprezando a diferenga
entre os polos magnético e geogrdfico.
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